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434. Происхождене мнимыхъ количествъ. Мы видфли, что извяечен!е корня 
привело къ открытию двоякаго рода новыхъ величинъ-— месдизмъримыть и мни- 


мыл. Съ величинами перваго рода мы уже ознакомились; переходимъ къ изу- 
ченйю величинъ втораго рода — мнимыхъ. 


Пусть требуется извлечь /— 49; очевидно, что по абсолютной величин® 
этоть корень равняется 7; но онъ не можетъ быть равенъ ни --7, ни — 7, 
ибо и (--7)* и (—7)* дають --49. Такимъ образомъ, квадратный корень изъ 
отрицательнаго числа не м. б. выраженъ никакимъ положительнымь и никакимъ 
отрицательнымьъ числомъ. Въ тому-же заключено придемъ и относительно \/— 81, 
У— 17, вообще относительно */— а**. Итакъ, вообще: корень четной степени 
изъ отрицательнаго числа не м. б. выраженъ ни положительнымь, ни отрица- 
тельнымьъ числомъ, и представляеть ноэтому новый разрядъ величинъ: ихъ на- 
зываютъ мнимыми, въ отличЧе отъ обыкновенныхь положительныхъь и отри- 
цательныхъ чиселъ, называемыхь дъйствительными. 

435. Приведеше мнимаго количества къ виду а./—1. — Веякое мнимое ко- 
личество приводится въ зависимость отъ простЪйшаго мнимаго выраженя: /—1. 
Въ самомъ дфлЪ, имя мнимое выражеше /—49 и разложивь — 49 на мно- 


жители 49 Х —1, а затЪмъ примфнивъ правило извлеченя корня изъ произве- 
дения, послфдовательно аа 


/- 49—=/49 х —1—=/49х./-1—=-7./—1; и вообще 
в = ‚— 1 — 1.1 —=& 1 - 
о ы 


== 4 


Отсюда видно, что веякое мнимое количество можно прёдетавить подЪ видом 
произведеня изъ /—1 на икоторое положит. или отрицат. (воизмфримое или 
несойзи.) число; слёд. мнимое число составляется изъ /—1 точно такимъ же 
образомъ, какъ дЪйствительное число изъ положительной или отрицат. единицн. 
Поэтому /—1 разсматриваютъ какъ пфкоторую новую, особаго рода, единиму, 
и называютъ ее мнимою единицею. Гаусс» предложилъ обозначать ее буквою 7. 
Знакъ # Коши называть ключем. 

Такимъ образомъ, выфето 5\/— 1 пишутъ 5%; выфото -- а/— 1 пишуть == 4%. 

436. Общ видъ всякаго числа. — Мнимое выражен!е вида «--6+, с06то- 
ящее изъ дЪйствительной части @ и чистато мнимаго члена $2, называется ком- 
плекснымь количествомь (т. е. составнымъ) или просто комплексом; въ немъ 
аи 6 — дЪйствительныя количества, причемь 6 называется коэффишментомъ 
при мнимой единицф. Два комплекеныя количества: а-- № и а—6, различа- 
ющяся только зваками коэфоищента $, называются сопряженными. 

Комплексное количество есть самая общая Форма чиселт: въ немъ заключа- 
ются дЪйствительныя и чистыя мнимыя числа какъ частные случаи. Въ самомъ 
КваЪ, полагая 6—0, получаемъ дЪйствительное количество 4; полагая же а==0, 
находимъ чистое мнимое количество 65. 

Модуль. —Абеолютная величина квадратнаго корня изъ суммы квадратовъ 
дЪйствительной части и коэФоишента при мнимомъ знак® $, т. е. Уе-- 5, 
наз. модулемь комплекснаго выраженя. Такимъ образомъ: 
модуль комплекса 3-- 4 равенъ \/3*-- 4*—5; 
модуль комплекса 7 — 85 равенъ \/7 -Р 8*—= /113. 

Еели въ выражеши а-- положить $ —0, то комплекеъ дасть дЪйстви- 
тельное количество а; модуль же обратится въ /а*=а, т. е. модуль дъйстви- 
‚ тТельналю количества равень ею абсолютной величин. | 


437. Степени $. — Прежде всего мы должны раземотрть возвышене въ 
степень мнимой единицы 5. 


1. — Очевидно, #' = (/—1)'= /—1. 

2. —#п=(/—1)*; нахожден!е результата можеть повеети въ данномъ слу- 
чаф къ нЪфкоторымъ недоразумнямъ, и потому требуеть разъяснешя. По 
опредъленю корня имфемъ (/— 1)*—= —1; съ другой стороны: (/—1)*= 
/—1./—1=У/Е1===1; спрашивается, что же брать для #?: — 1, или = 1? 
Безу разъяснилъ это недоразум не, замфчая, что когда мы не знаемъ происхожденя 
подкореннаго количества въ формул \/а2, то должны брать для корня двойной 
знакъ, т. е. ‘полагать /а*=-=а; но когда знаемъ происхождене подкореннаго 
количества, т. е. знаемъ, получилось-ли а? оть умноженя (-- @)(-- а), или же 
оть умноженя (— 2)(— а), то корень слФдуеть брать съ однимъ знакомъ: въ 
первомъ случаЪ съ -|-, во второмъ съ —. Этоть случай, очевидно, относится 
къ выраженю (/— 1)*— /—1./—1==/С-1)*= 4-1: здфеь подкоренное 
число —-1 получилось отъ возвышеня въ квадрать — 1, а ве --1, а потому 


для У-Е1 в5 данномь случаь надо брать значене: —1. Этимъ всякое недора- 
зумфие устранено. Итакъ, # = — 1, 


НЕ РИ 


3.4 — —1./- —\/—1, или — 5. 
не 
Возводя затёиъ $ въ сяфдующя выспия степени, найдемъ прежн{я значен!я 
степеней. Такъ: ._ 
ИАА -и ИИ =--1.—1=—1 ИП 
Вий = Тит. д. 
Можно доказать, что и при дальнфйшемъ увеличеши показателей будуть 
перюодически повторяться все тф же четыре значеня степеней, т. е. --1, —1, 
* —ти 1. Въ самомъ дфлЪ, по отношению къ дфлителю 4 вс цёлыя числа 
можно разбить на четыре группы: 1) числа, дляш!яея на 4 безъ остатка; 2) 
числа, дающя при флеши на 4 въ остатк 1; 3) числа, даюцйя при дфлеши 
на 4 въ остаткЪ 2; 4) дающия, при дЪлител —4, остатокъ 3. Ве® они заклю- 
чаются, поэтому, въ четырехъ Формулахъ: 47, 4% 1, 4и-|-2, 4п-|- 3, гв ® — 
какое угодно цёлое положительное число. 


Давая показателю каждую изъ этихъ четырехъ Фориъ, получимъ послф- 
довательно: 


= (1 =-Ь1. 

д 94—14 —-$. 

$. ом — 1. —1=—1. 

4—9 "1-1. = — $. 

Отсюда заключаемъ: вс% четныя степени 1 дъйствительны, и равны: -|- 1, 
кода показатель есть число кралиное 4, и —1, кода четный показатель 
не дълится безь остатка на &; всъ нечетныя степени 1 мнимы, и равны: 


--1, коюа показатель при дълени на 4 даеть остатокь 1, и —1, кода 
при дълени показателя на 4 получается остатокъ 3. : 


Напр., при дЪлени 17 на 4 остатокъ =1, елёд. #;=-|-%, ит. к. 
438. Творвмд.— Чтобы комплекс5 а--№1 равнялся нулю, необхо- 


димо и достаточно, чтобы дъйствительная часть и коэффииенть 
при 1 равнялись нулю, т. е. чтобы &—0 ч = 0. 


Въ самомъ дёль, равенство а-- &==0 цаеть а = — $, откуда, возвыщая 
обЪ части въ квадратъ, и замфчая, что 
й —=— 1, имемъ; а1=0, —1, или а — —6*, откуда а*-- 6—0. 


`Но сумма квадратовъ двухъ дфйствительныхь количествъ @ и В тогда толь- 
ко можеть равняться нулю, когда каждое количество отдфлено равно нулю; сл. 
а—о и Ь=0. 

Обратно, если а=0 и =0, то оба члена комплекса обращаются въ о, и 
сад. а-|- 9—0, 

439. ТЕОРЕМА. — Чтобы 0в@ комплекса были равны, необходимо 
и достаточно чтобы дъйствительныя части и коэффименты при 1 
были отдъльно равны между собою. 


о 


Въ самомъ иВлЪ, изъ ‘уравненя 


а = -- 
по перенесени вофхъ членовъ въ первую часть и по вынесения $ за скобки, 
пиземъ 


(а— а) -|- (© — В =, 
откуда по предыдущей теорем$ имфемъ: 
а—а=о и 6-—В=о, ши а=а и 6=В. 


Сльд., сказанное услов!е необходимо. Оно и достаточто, ибо при а=х и 
Ь—В оба комплекса становятся тождественными, 


Дфйствыя надъ комплексными выражевшями. 


440. Условивщись правила, найденныя нами для ДЪйств!Й надъ дЪйстви- 
тельными количествами, распространять и на мнимыя, мы придемъ къ тому 
замфчательному выводу, что результоть всяколо дъйствя надь комплексами 
приводить кь выраженлямь тозо же вида. 


1. Сложеше. Пусть требуется сложить а--% съ в-|- 4. Прилагая сюда 
правило сложев!я дйствительныхь количествъ, найдемъ: (а -|- 5) -|- (с -- 41) = 


—=@-—-е--с- 4; или, перемняя порядокъ членовъ и выводя $ за скобки, 
получимъ: 


(&-- 8) -- (с -- 4) = (а) + 6-8), 
выражене того же вида какъ и слагаемыя. 
Примзръ. (5-43) -- (—7— 9%) =—2— 5. 


Примьчане. Сумма двухъ сопряженныхъ комплексовъ есть величина ДЪй- 
ствительная; въ самомъ дЁлз: 


(а) -- (а—в) =2а. 
8. Вычиташе. Вычитая с-|- @ изъ «-- 5, имфемъ 
(@«-- 5) — («+ =а--Ии—в-#=(<@а—@-+6—@ 
выражен!е того же вида, что и данныя. 


3. Умножене. Примфняя правило умножен!я многочленовъ, данное для дВй- 


отвительныхъ количествъ, и замфчая, что 2*—— 1, найдемъ: 
(«-- 5) (е-- 98) = ас Р-Р ав ай = ав | 668 -- а — Ва = (ж — 94а) -|- 
-{ (6е + аа), 


выражен!е того же вида, какъ и сомножители. 


Такъ какъ произведен!е двухъ комплексовъ есть выражеше того-же вида, 
то, умноживъ это произведен!е на трет комплексь, получимъ снова выражене 


комплексной Формы и т. д. СяВд. теорема справедлива для какого угодно чисча 
мнимыхъ множителей. 


Приизръ. (3-52) (4 — 78) =12 -|- 244 — 2-35 =47 —$%. 


Че 


Примъчане. Взявъ сопряженные комплексы, имфемъ: 
(а-- 8) (а— м) = — Виий—ий-Е м, 
Т. 6. произведене двужь сопряженныхь комплексовь есть дъйствительное по- 
ложительное количество, равное квадрату иль общело модуля. 


4. Дблеще. Пусть требуется разд®лить а-- № на с-- 98. Изображая частное 
въ вид дроби, имемъ 
а-- в. 
+ 
Для уничтоженя мнимости знаменателя, множимъ числителя и знаменателя 
пас — @8 (выражен, сопряженное съ знаменателемъ), и находимъ послфдовательно: 


а--® _ (в--)(е —@) _ (асе -- Ъа) - (% — аа): _ ав--%4 , в — аа 


с (-+4)(-—®)`- а а — аа т с--аа` ". 
10-{- 158 __ (10-4-1594 —2) 40—95 _‹_. 
Приузръ. ГЕэя = ь ее —8— 4. 


5. Возвышене въ степень. Такъ какъ возвышене въ цюлую положител- 
ную степень совершается рядомъ поелфдовательныхь умноженй, а произведен1е 
комилексовъь есть выражене того же вида, то и степень комплекса имфетъ тотъ 
же видъ. Слёд. 


(а--5)" = (а) (а--и)..... (а--=Р- 0, 
АВ Ри 4-—дЕйствительныя количества. 
ПрРимъРы. [. (@-- 9)? — 9 2а-- Я = (а* — 5?) -|- 2а55. 
И. (1 — /3.4}=1—3./34-- 3.(/3.4)* — (/3 4 
—=1— 3/34 —9-43/34=— 8. 
Если показатель степени — цлое отрицательное число, то 
(«НЫ = (Ев) . =)" а = Р-- 44, 
сл. степень имфеть тоть же видъ. | 
6. Извлечене корня. Пусть требуется извлечь квадратный корень изъ комп- 


лекса а-[-55. Докажемъ, что результать дЪйствя и въ этомъ случаз будеть 
комплекеь того же вида, т. е. что 


ув и—=а-Р у. ... (1. 

Предложене это будетъ доказано, если окажется возможнымъ найти для 
хиу тая дъйствительныя значеня, которыя удовлетворяли бы этому равен- 
ству. Возвысивъ 06% части въ квадрать для освобожденя первой части отъ 
радикала, получимъ ур. 


а—и=йб- ми... . (2) 
Мы знаемъ ($ 439 ), что такое равенетво возможно только тогда, когда 
ДВйствительныя и мпимыя количества отдфльно равны между с0б0ю; елёд. ур. 
(2) распадается на два: 


2 —у—@ и 249=5...... (3) 


НЕЕ 


Такимъ образомъ неизвфетныя хи у должны удовлетворять двумъ уравне- 
нямъ второй степени, изъ которыхъ они веегда могутъ быть опредфаены. Для 
этого возводимъ оба ур-ня въ квадратъ и складываемъ: 


ау — ау? -|- 4231 — аа -|-- 6, или (9-9. 
Извяекая изъ обфихъ частей квадратный корень, имфемъ 


д-р у — У. 
Передъ радикаломъ надо брать одинъ знакъ -|-, потому что первая часть, 


какъ сумма квадратовъ дёйствительныхъ количествъ, всегда положительна. Такимъ 
образомъ, система ур-нй (3) зам няетея слфдующею 


д у = умй-Р пи фуга. 


Складывая сначала, а потомъ вычитая эти ур-н!я, находимъ 


2 — а -- у -НЬ, 2 — — а ум-- 9, 


откуда 


ЕЕ “+ Еее й уе у. 


Такъ какъ абсолютная величина \/а*-- 5? больше абсолютной величины а 
или — а, и корень этоть находитея подъ верхнимъ радикаломъ со знакомъ -|-, 
то подкоренная величина въ выраженяхь х и у положительна, а потому хи 
у — дъйствительны. Такимъ образомъ, всегда можно найти дзя хи для у ДЪЙ- 
отвительныя количества, удовлетворяющия ур-н!ю (1), а потому преобразован, 
выражаемое этимъ ур-мъ, всегда возможно. 

Уравнене 2ху=—6 показываетъ, что когда 6 положительно, х и у должны 
ииЪть одинаковые знаки, когда же 6 отрицательно, знаки х и у должны быть 
разные. Поэтому, разумфя подъ 6 — абсолютное число, и сл. знаки при © — 
окончательными, имфемъ дв$ Формулы: Е 


я ТЕСЕН а, 


ие [УЕ ое Е ... (0 


ПрРимъРы. Г. Пусть требуется преобразовать /5- 12%. 
Полагая въ хормул (Г] а=5, 6—12, найдемъ: 


убран [у а | 


== 8-Е. #==-29. 


П. Извлечь квадратный корень изъ 3 — 4$. 


т 
Полагая въ Формулв (П) «-=3 и 6—4, найдемъ: 


== ЕЕ — о Ее .] 


ЗиВсь мы разематривали только квадратные корни изъ отрицательныхь 


чисель и изъ комплексовъ. Далфе будетъ указано, что и корни какого угодно 
порядка предетавляють комплексы того же вида, т. е. а-- . 


441. Приложеная. Приводимъ н®которыя приложеня, съ цфлшю показать, 
хакимъ образомъ унотреблене комплексныхъ выражен! даетъ возможность безъ 
труда достигать результатовъ, выводъ которыхъ безъ помощи этого рода выра- 
жен! предетавляль бы значительныя трудности. 


Теорема Г. Если данное число есть сумма двухъ квадратов, 
то и коадратз ею также есть сумма двуть квадратовъ. 
Пусть я веть число, равное сумм® двухъ квадратовъ а? и $3, т. е, 
п = 63. 
Замфтивъ, что 22--5? есть произведене двухъ мнимыхъ сопраженныхь 
выраженй а-- па— 85, замфняемъ это выражене слфдующимъ: 


п —= (а--8)(а— №). 
Возвышая 00 части въ квадратъь, имфемъ: 
2 — (а-- 6). (а — 68) — (8 — | 363 (а? — 6? — 2а65) = 
(а — 5)? -|- 4476 — (а? — 5?)*-|- (2а6)*, 
т. в. и? есть сумма квадратовъ количествъ: а — 6 и 2а6. Такимъ образомъ, 
не только теорема доказана, но полученная Формула указываетъ и самый с1по- 
собъ раздожешя и? на сумму двухь квадратовъ. 

Пусть, напр., ®=5. Это число есть сумма двухъ квадратовъ: 2°-|- 1%. 
Полагая а=2 и 6—1, по найденной Формул® имфемъ: я? = (2% — 1*)* -|- 
(2.2.1), или 25 —3*-|-4®.. 

Положивъ теперь *—=25, а=4, 6—3, по той же Формул8 найдемъ: 25% 
иди 625 — (43 — 3*)* -|- (2.4.3) — 72 -- 24°; ит. д. 

Теорвмл П. Произведене двуть чисел, изз которыть каждое 
есть сумма двуть квадратовь, также равно суммъ двухз квадратове. 

Пусть даны четыре комплекса: а--%, а—6, @’-- 6%, а’ — 1% попарно 
сопряженные; взявъ произведен!е 

(&-- 8) (а— 8) (« -- 3(а— 8), 
помноживъ перваго множителя на второй и третьяго на ‘четвертый, найдемъ: 
(#--5*)(а-РЫ%®. Если же помножимъ перваго на трей и втораго на чет- 
вертый, получимъ [аа’ — 06’ = (а’- а’) . [ва’ — 55’ — («®' 4-64), вли 
(аа’ — 65’) (ав 54). Ся. 


(а 5) (а 5) — (ва — 6) + (9-Е)... . (1) 


р 


Еели умножимъ перваго на четвертый и втораго на трет, то произведеше 
приметъ видъ: [аа -- №’ -- (&5 — а) . [а9 + %' — (45 — а’), пли (аа -- 
$6')*-|- (@Ъ — аб’). Такимь образомъ имфемъ другую Формулу: 

(а2—- 51) (4 5)* = (да/-- 8) (а — 5)... . (9) 

Формулы (1) и (2) доказываютъ предложенную теорему, показывая вм отЪ 
въ тёмъ, что разложене взятаго произведеня на сумму двухъ квадратовъ мо- 
жетъ быть исполнено двоякимъ образомъ. — Эта теорема была найдена „Леонар- 
дом Пизанскимъ. 

ТворвмлА Ш. Произведене двухз чисель, изз кошть каждое есть 
сумма четьреть квадратовз, также равно суммтъ четырехь квадратовз. 


Взявъ тождество 


1 
а (== 5) я) 
выполнимъ въ немъ три указанныхь вычитаня и освободимъ его отъ знамена- 
теля; найдемъ 
(6 —а)(а—=0@—е)(а—а)-- (с —а)(а&—5). 
Положивъ теперь 
р--4 2'-|- 4 Ги ЕЙ 
из ЕО и и’ 

замфнимъ въ предыдущемь тождеств® а, 0; си 4 ихь мнимыми выраженями; 
получииъ 


Са и ве аи) (ви Ее" + 
(рений — фр’ — в9-- р" — ая — тр (р -а" — 8—9) 
что и требовалось доказать. 

Теорема эта прииадлежить Эйлеру. Приведенное доказательство ея проще 
прежняго доказательства, даннаго Эрмитомь и основаннаго также на употреб- 
лени комплексовъ. 

442. Задачи. 


1. НижеслВдующия количества привести къ виду @: 


а 


1. /— 144. 2. а. 3. Ур 4. у. 5. \/-т. 


8. Вычислить: (/—1; (/—1):; (/—1 (/—1 7; (И; п, и; 598; и 
$13; $88; 0108, 


3. Сложить: ) /—ай-Р /— а — /— 494 -|- /— 16% — /— 81а -- /— а; 
В) /— (#—*--/У— (@— зу 5) /— 649; 
4) /— 2598 -- /— 16ав — /— (а— 15; 
8 — (ти — (в — 9т) -- /-- 4тЯ ия — \/—4(т— п); 
5) 3--28, 4—2 7-38, 8—6 4--3Ы. 
4. Перемножить: а) /— т х (—/— 9); В) /—28 хёу/—32; 
) Уз— 5х5; 9) (8--5)(4—т); 5) (/8 М1) -НМЗ); 


ие 


& МЭ 19-/9 — 19; =) (/5 {+ Ма); +) ва — Ме 
хо (и-на— 2) № б--ивд, >) (е-руд' (в —уд5 


р 2 
5. Раздфлить: <) $ В) ый ») м, 8) Ев 
[и М а—и Ув + 
8) ба - ууу — Узуа ч/2 — "Ниуе — Миа — уу +-2) 
(Уз —и-Нм?) 
6. Уничтожить мнимость знаменателя въ дробяхъ: 


21—28. 1-8 с аи. т. ОЕ 
таз” Эта ет За а 


5 Уа-9-я/--а—9, ЭМИ, 
НА вии Ме а/я — в — Мега 


7. Преобразовать выражен!я: 
=) Ув-8/—1; 2) УЗИ: 9) 28-416; 8) 0,45 — 3/—0,0081; 
8) Ма--1--2/— (8-3); 9 у 2! — 9—5); =) 6-18 6—1; 
) Уло-- м/и --Уо—э5/ а; х Уз аз у зум 1. 


1 Е 1 та 
8). Если А —— ое 5\/— зи —5 Е 5/— 3, то доказать, что: 


а) Аз—=1; 6) В3—=1; с) А=В; а) В*=А; е) А" = В —1; 
р АЗп+1 — В3"+2 — А; 9) 33"+1 — АЗ^+2 — В, 
9. Во что обратится: @) 2*—2%--2 при #=—1-Е# 5) 23—57 - 125—7 при 
#=2-=У-3. 


тТУГАВ.А хот. 


Геомегричеекое представлеме мнимыхь величинтъ.-—Обобщеше основныхъ алтебраичес- 
кихъ законовъ.—-Задача, Алгебры. | 


443. Мы уже видфли, что есля взять неограниченную прямую #5, на ней извфст- 
ную точку 0 принять за начало, и условитьсл длинами, откладываемыми вправо 
оть 0, представлять числа положительныя, то длины, отсчитываемыя влфво отъ 0, 
булутъ служить геометрическимъ представлевнемъ чиселъ отрицательныхъ. Такъ, если 
отрфзокъ ОА будетъ представлять единицу, то отрфзки, отложенные вправо отъ 0: 
ОА, ОЛ’, ОА",... будуть предетавлать числа --1, -|-2, -|- 3,...., отрЪзки ОВ, ОВ’, 
ОВ”,..., отложенные влЪво отъ 0, изобразять отрицательных числа —1, —9, —3,... 
Точка 0 представляеть 0, Такимъ образомъ ливйя дл будетъ представлать всевозмож- 


— 12 — 


ныя дюйствительныя числа—положительныя ип отрнцательныя; она называется поэтому 
осью дъйствительныхь чисель, или дьйствительною осью. 


т 


| 
__и 
—х* 
' 
г. 
7 
1 


3’ 
Черт. 1. 


Спрашавается, какъ представить геометрически чистыя мнимыя и комплексныя 
(составныя) числа? Проведя черезь точку 0 прямую УУ’ перпендикулярно къ 24’, опи- 
шемь изъ точки О радусомъ, равнымъ единиц дланы, окружность; рад1усъ ОС будетъ 
среднею пропорщональною между отрфзками ОА —=-- 1 и ОВ== —1 маметра; слд. 


06 —=(+- 1).(—1) =-— 1, отвуда ОС = У—1, т. е. ОС=. Итакъ, чистыя мнимыя 
числа $, 9%, 35,... должно отечитывать на перпендикуляр$ уу’ вверхъ оть 0, а числа 
—$, —2%, —34,... на томъь же перпендикуляр% внизъ отъ 0. Поэтому прямая уу’ 
называется осыю мнимыхь чисель, или лимьмою осью. 

Пусть требуется теперь представить геометрически комплексное число а-- М. 
Для этого на дёйствительной оси откладываемъ числа @, вправо отъ 0, есди очо но- 
ложительно, и вяфво, если отрицательно. Потомъ на мнимой оси откладываемъ число 
$: вверхъ оть 0, если оно положительно, и внизъ, если отрицательно. Изъ точекъ & 
и 63 возставляемъ перпендикуляры въ осямъ: нересфчен!е этнхъь перпендикуляровъ и 
дасть точку, которая геометрически представляеть число а«--. Напр., точка Р 
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представляеть число 3-- 2%, точка Р’—чнело 8—9, Р’— чнело —4-- 34, и Р”’— 
число —3 — 3%. Согласно этому, комплексныя количества изображаются точками, на- 
полнающими вею плоскость по 06% стороны дЪйствительной оси; отсюда назваше 
„киеральныть количествь, данное Гауссомь комплекснымъ числамъ. 

Пусть комплексъ «-- 8 опредЪляеть точку М; соединивъ ее еъ началомъ и на- 
звавь ОМ буквою 7, изъ треугольника ММО получимъ: ОМ === /а?-Р @. . Слёд. 
ходузь комплекса есть длина лини ОМ, соединяющей точку М съ началомъ. Одной 
знн1и ОМ недостаточно для опредлен!я точки М, ибо вс точки плоскости, лежащ]я 
на окружности, описанной изъ 0 радусомъ х, будуть находиться отъ начала на раз- 
стояви х. Но если вмфст съ длиною линш 7 данъ будетъ уголъ, составляемый ею 
съ осью 01, то этихъ двухъ данныхъ достаточно для опредфленая точки М. Такимъ 
образомъ, абсолютная длина лини ОМ —/ и направлене ея, выражаемое угломъ ч, 
составляемымъ этой лин!ей съ ох, вполн% опредфляютъ точку М, такъ-что положен{е 
этой точки можеть быть представлено какъ комплексомъ а-- 6%, такъ и комплексомъ 
’„› Которые и называются поэтому чеометрически-равными. т называется также мо- 


дулемь комплекса 7 и есть количество существенно положительное; уголь х наз. 


аруументомь комплекса: онъ считается въ направлении хоМ, обралномъ движен1ю ча- 
совой стрфлки.—Соглаено этому, комплексный символ 7„ можно разсматривать услов- 


но какъ сумму количествь а н 8, каждое изъ которыхъ можеть имфть только два 
противоположныя направлен!я; такъ, на нашемъ чертеж будемъ имфть 
хх —=а-Е&. 
Аргументь можно увеличивать или уменьшать на пфлое число окружностей 2х, 
ибо направлене лини ОМ не измфнится, если поворотить эту лию на 4, 8,... пря- 
мыхь угловъ; сл. 


ры ед = *'°`* 


Если литю ОМ повернуть до совпадевшя съ 0х, то уголь « обратится въ ноль, 
и комплекеь приметъ видъ 7%. Но отрфзокъ полуоси ох нредставляетъ дйствительное 
положительное количество; сл. послднее можеть быть изображено символомъ у, гдЪ 
7 — его абсолютная величина.—Увеличивъ уголъ < до я, получимъ комплексь #„, 


представляющий, сяфд., дЪйствительное отрицательное число. Знаки о и к играють 
роль знаковъ -|-- и —. Чистое мнимое количество $ изобразится комплексомъ °; 
2 
мнимое — $ комплексомъ 63„. 
Е 
Примъчае. Вычислеве мнимыхъ вида а--% было впервые изложено Бомбелли 
въ его алебръ (1579); но заслуга введя въ обычай употреблен1я въ анализ мни- 
мыхь величинь принадлежить знаменитому Эйлеру (1707 — 1783). Первая попытЕ® 
теометрическаго представлен1я этихъ количествъ принадлежить члену Петербургской 
Академи Наукъ Генриху Еюну (1690 —1769) и относится къ 1750 году. Аббалъ Бюэ 
(Вибе) первый предложиль, въ 1806, представлять мнимыя единицы на осн перпен- 
дивулярной къ дфйствит. оси. Въ томъ же году Роберть Алландь, изъ Женевы, при- 
ложиль новую теор!ю къ доказательству нзкоторыхъ теоремъ. Но усовершенствован1е 
этой теори принадлежать Гауссу, и ему же обязаны комплекеныя кодичества правомъ 
тражданства въ наукф. Благодаря этимъ количествамъ, ученикъ Гаусса Риманнь при- 
шоль въ весьма важнымъ открыпямъ.—_ Развито теори мнамыхъ воличествь также 
много способствовали Коши, Лежандръ, Абель, Якоби. 


444. Обобщене основныхъ алгебраическихъ законовъ. —ОпредЪлен!я дЪйств!й 
остаются прежн!я; но какъ поняше о комплексф шире поняття объ обыкновенныхь 


Ре: 


положительныхь и отрицалельныхь количествахъ, то п дБйстыя надъ комплексами 
должны получить болфе широк смыслъ. 

445. Сложене комплексовъ. — Такъ какъ всяый комплексъь опредфляется дли- 
ною ифкоторой лини и ея направленемъ, то подъ сложеншемъ комолевсовъ разум$- 
ютъ слБдующую операдю: сложить ньсколуко комплексовь значить пометить нача- 
л0 вторало въ кониь первало, давая второму направлете, опредъляемое ею силумен- 
томъ; начало третья въ конь вторало ц т. 9. Суммою будетъ лимая, соединя- 
ющая начало перволо комплекса 
съ концомь посльднязю. Очевидно, 
это представлене сложешя есть 
не болфе какъ обобщене понямя 
о сложеши противоположныхь ве- 
личинъ, заключая въ себф по- 
слфднее, а равно и ариеметическое 
сложен1е, какъ частные случаи. 

Такъ, если требуется сложить 
два комилекса @, и Иа чертимъ 


линю ОМ—а подъ угломъ & съ 
положительнымъ направлешемъ оси 
хх, затЪмъ наносимъ отъ точки М 
линю МВ —6 подъ угломъ ВЕсъ 
тою же осью и соединяемъ точки О и 
В: тив1я ОБ по величин и направ- 
леню и выразить искомую сумму. 
у’ Три точки, 0, Ми В, во- 
Черт. 9. `. обще, лежат не на одной прямой, 
образуя треугольникъ МОК; зам$- 
чая, что въ треугольник$ одна сторона меньше суммы двухь другихъ, но больше ихъ 
разности, находимъ, что: модуль суммы двуль комплексов меныие иль равенъ суммъ 
модулей слолаемыль, и боль- 
у ще или фавень ить фазно- 

сти. 
Поступая такимъ же 
образомъ съ иЪсколькими 
комплексами @,, вв, ‚ най- 


“4 
демъ ихъ сумму, выражае- 
мую по величин и паира- 
вленю линей ОС, соединя- 
ющей начало 1-го комплек- 
са съ концомъ посл$дняго. 

Когда вс  вершивы 
многоугольнаго контура 
ОАВС находятся не на одной 
прямой, то ОС, какъ пря- 
мая, будеть меньше лома- 
ной ОАВС; если же всЪ 
вершины О, А, В, С, бу- 
дутъ ва одной прямой, то 
ОС будеть меньше или равна суммЪ сторовъ контура. Итакъ: модуль суммы итьскол- 
лаиеь комплексовь равен ‘или меныше суммы модулей слолаемыхь, 


Черт. 3. 


о ОЕ 


446. Законъ перемфстительный въ сложенм. Возьмемъ тфже три комплекса 
а, Ра ‚ г.. Чтобы построить сумму & «08 —- с. проводимъ посл$довательно прямыя 


пу — а, АВВ ВС -==с подъ углами х, 8 ин у сь ОХ. Сумма выразится лишей ОС. 
птойы построить сумму а, е.-Нав, проведемъ изъ точки А прямую АО, равную и 
сзраллельную ВС, и соединимъь О съ С; изъ равенства и параллельности сторонъ АО 
= ВС сл6дуеть что фигуры АОСВ есть параллелограмъ, сл. ОС и АВ равны и парал- 
т2льны; такимъ образомъ прамая АТ представляеть комплексъ 6 а ОС--комплексъ 


63. Видимъ, что вконець послёднято слагаемаго суммы а, с „7 8в находится въ 
той же точкф С, какъ и конець послФдняго слагаемаго суимы а «Ев -Ес.: : 06% 
суммы, сл$доват., равны. 


4477. Завонъ сочетательный въ сложени, Разсмотримъ тВ же три комплекса: 
З=ЕОА, 68 =АВ и с. — ВС. Ихь сумма равна ОС. Но А6—%--с., и 0С 


можно разсматривать . сумму комплексовь ОА и АС. Слёд. 
а, Нов с. =а,- 68-Е с.), 


т. е. хомплексы сочетательны въ сложещи. 


448. Вычитане компленксовЪ. Вычитаве опредфляется вакъ дфйстве, обратное 
сложен1ю. Легко видфть, что выиилаве комплекса а, сводится къ приданию противо- 


положнато комплекса ау, Въ самомъ дфлф, сумма двухъ противоположныхь комп- 
лексовъ да и @, | „, какъ не трудно уб%хиться, равна нулю. Сл$д. 


т аа, =т, -Н (а. а) =т,--о=т 


Такимъ образомъ, т,--а, 4-я есть результать вычиташя т,-—@,, потому что 


ыы 
этотъ результать, сложенный съ &,„, даетъ т. 

Пусть изъ комплекса ОМ-=а, нужно вычесть коплексъ ОМ! =. Сотласно 
вышеприведенному правилу вы- 
читая должно въ ОМ при- 
дать комплексъ,  противопо- 
ложный комплексу ОМ’, т. е. 
оть точки М провести линю 
МВ, параллельную ОМ’ и рав- 
ную 6, но въ противополож- 
номъ направлени. Сумма ОМ 
и МБ, т. е. ОВ и представить 
искомую разность. 

Изь этого построеня сл%- 
дуеть, что т. в. точки 0, М, 
В, вообще, составляютъь тре- 
угольникъ, т0: модуль разно- 
сти двужь комплексовь че боль- 
ме суммы модулей обоихь 
комплексов» и не менуце иж 
разности. 


Черт. 4 


449. Умножене компленксовъ. Распростраяяя опред®лен!е умножен!я на комп- 
лекен, мы должны разумфть подъ этимь дфйстыемъ слЪдующее: умножить комплексь 
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ур на а, значить Ярдизвести надь множимымь ть же дюйстия, кащя нужно #20: 
извести надь положительной единицей для составлетя ‘изь нея множителя. Но чтобы 
изъ -|-1 или изъ 1, составить а„, надо: 1) помножить абеолютную единицу на аи 
помфстить д на ОХ, вслВдетые чего получится аз; 2) повернуть а на уголь «. Слёх., 
чтобы умножить И. на @„, нужно сначала помножать модуль множнмаго на @, вслфд- 


стве чего получится (6), затФмъ этоть комлексъ по вернуть на уголь @, т. е. къ 


аргументу В множимаго придаль аргументь множителя. Итакъ: иеремножить коми- 
лехсы значить перемножить ихь модули и сложить арлументы: ъв . а, = (Ва) В+ 
[*3 “. 


Въ этомъ опредфлени заключаются, какъ частные случаи, опредфлешя умноженя 
абсолютныхъ чиселъь и противоположныхъ. Такимъ образомъ, имфемъ: 


На. ЧО=щ (в =(%) =- 0%; 
(-9. На, Е 0= (8), = 
(На. (-/=% .8=(9). =—9; 
(—а). ([-0=@а..5.= (45); = (а6), =-- а 
450. Свойства произведения. Изъ опредфленя умножен!я комилексовъ прямо 
выводимъ: 
Т. 4..6 в — (@6) в но %— аи «Е В=В- а, слфд. (5) „в =) +.., или 
по опред$леню умноженя, И . @,. Итавъ 
а». = . а», 
т. е. произведене двухь множителей не измъняется оть перемъны чхь порядка. 
п. а, (6 вс.) = а, [(66) В+] == (66) „в. = авс. 
т. е. для умножещя комплекса а, на произведеще двухь друтиль, ъв с. зужно а, 
умножить посльдовательно на каждый ‘изь комплексовь Ьв и с. Въ этомъ заклю- 


чается законь сочетательный въ умножении. 


_ Основываясь на этихъ двухъ положен1яхъ, не трудно доказать законъ перем%- 
ститительный для какого угодно числа множителей. 


Ш. Докажемъ равенетво. 
а (в + в.) =а, ов “с. 


выражающее захонь растредълитель- 
ный въ умножени. Комплексы 68 и 


с. подлежаще сложеню, образують 
между собою н$фкоторый уголъ 7 — В, 
дополнительный до п къ углу А тре- 
угольника ОАВ. Посл$дн! вполнЪ 
опредляетея этимъ угломъ и сторо- 
нами Би с. Третья сторона выра- 
жаеть по величин и направлено 
Черт. 5. ихъ сумму 6в-с.. 
Если каждую изъ величинъ И и с, помножинь на а, то модули ихъ умножатся 


на аи сл. сохранять тоже самое численное отношене. Аргументы В из получать 
одно и тоже приращене <, сл®д., сохранять туже разность. Поэтому, если соста- 


ут 


= 


вить сумму частныхъ произведенй аЪ--а,с., то получится треугольникъ ОА’В’ по- 
хобный ОАВ, такъ какъ углы А и А’ равны и заключающя ихъ стороны пропор- 


= 


ыы 


ны 


цюнальны. Слфд. ОВ’ будеть имфть модулемь ОВ, умноженное на @, аргументь же 
комплекса ОВ’ будеть — А’ОХ -{- ВОА = АОХ -|- А’ОА -| ВОЛ — ВОХ -|- А’ОА —= 
вох--«, т. е. прежнему аргументу, сложенному: съ х. Итакъ, сумма “фв--а 


аб = 


произведеяю а,(6 в = с.) 


ГУ. а,.0=а4,.0 = (@.0).0—= 0—0. 


СлЪдх., произведеще двухь комплексовь равно нулю, кода модуль одною изь низ фа- 


вень нулю. 
У. а,.1=а,.10=(а.1),—=а„. 


СлЪд., умножеще комплекса на 1 не измъияеть еш. 


451. ДЪфлене. Сохраняя прежнее опредфлене этого дфйств!я, находимъ, что ‚- 
частное отъ раздвлешя а, : И равно х 
9, : 
ь ай | & 

Въ самомъ дл, умноживъ это частное на дфлителя, имфемъ: | $ > 

> м 

а а => <> 

= 6 —{--.6 а: 3+ = 

().. 8 = ант ; —— 


т, е. дЪлимое. Итакъ: чтобы раздфлить одинъ комплекеъь на другой, надо: модуль 
дълимало раздълить на модуль дълителя, а изъ артумента дълимало вычесть артументь 


дълизтеля. 
452. Возвышене въ степень. Пусть показатель степени  — число цЪлое и 


положительное; по опредфлентю возвышен!я въ степень, имемъ: 

а, (п раз»); отсюда, по правилу умножен!я: 
а* — (а.а Ех Ча р р а Я 

Пусть показатель степени будетъ цфлое отрицательное число —9. По свойству 


лакого показателя, имфемъ: 


и воле ро 
ен) = 
(а) а 96 


Итакъ: чтобы возвысить комплексь вь цълую сзтепень, нужно модуль возвысить 
въ эту степень, а арументь умножить на показателя степени. 

453. Извлечене корня. Пусть требуется извлечь корень порядка т (гл т — 
цфлое положительное число) изъ комплекса 7„, и пусть искомый корень выраженъ 


комплексомЪъ р, такъ-что 
"= %* : 

По опредфленшю корня мы должны имФть 7, — (р С или 7„— жа Этому ра- 

венству удовлетворимъ, полагая, что модули обфихъ частей равны, а аргументы раз- 


" нятся на число кратное 2=, такъ-что для опредфлешя р и ® имфемъ ур-ня: 


р® — 7, ть — 2 - а, 


тдЪ } — цфлое положит. или отрицат. число; но 7 есть число положительное, а. какъ 
2 


* Защо а. 
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и р существенно положительно, какъ модуль, то оно равно ариеметическому корню изЪ 
7. Такимъ образомъ имфемъ: 


в — т» , ® — ина. 


Итакъ = ("г 5 ау 


т Гт 
Опред$лимъ, сколько различныхь значен1й получится для а. Если въ формул 


(1) даль Ё два каюя нибудь значен!я, разняпйяся между собою на число кратное жж, 
то получимъ два угла, разняшеся кратнымъ 2=; но повороть комплекса на уголь 
кратный 2" не измфняетъ величины комплекса. Ол$д. чтобы получить всф значешя 


"У". достаточно числу Ё дать т цфлыхъ послдовательныхь значенй, напр. значеня 
0;.1; 2; Зее. ЖЫ 
Такимъ образом получныъ корни, которыхъ аргументы будуть 


[-3 


2= < 2" [3 
— =, ео. въ (т—1). 


т’отГгт 


крайне углы разнятся на (1 о т. ©. менфе ч8мъ на 2т, слФд. два каве 


угодно изъ этихъ аргументовъ ее разность, меньшую 2, и потому дають 2аз- 
личные комплексы. Отсюда завлючаемъ, что 

Всякое количество, дъйствительное иль мнимое, иметь т различных корней 
71-0 порядка, дъйствительныхь иль мнимыхь, и только т. 

Представимъ эти % корней геометрически. Возьмемъ пернендикулярныя оси 2% 
и уу, и опишемъ изъ начала 0, какъ изъ центра, окружность рад1усомъ равнымъ 
линейной единиц%; пусть 
А будеть точка пересф- 
чен1я этой окружности 
съ положительною частью 
05 оси 2’. Отложимъ на 
этой окружности, начи- 
ная отъ точки А, въ при- 
личномъ направленш, ду- 
гу АМу, равную по ве- 
личинф и по знаку дуг% 
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> зат$мъ, оть Му раз- 


дфлимъ окружность на % 
равныхъ частей; пусть 
Му, М,, Мо,...., Мол 
булуть точки дфленйя. 
Если соединить начало 
О съ этими и точками 
дЪленя, то т радтусовъ 


ОМ,, ОМ,, .., ОМ, 
Черт. 6. будуть комплексы  мо- 
дуля—1, а о этихъ комплексовъ будуть 
[4 &“ [*4 
г и 8. еее у (1). 


И И 


ЗатЪмь, на каждомъ изъ этихъ радцусовь отложимъ, начиная оть точки 0, длину 
равную "/" ; новые комплексы ОХ,, ОХ ,...., ОМиа представять тж корней 
т-го порядка изъ даннаго количества 7, а изъ ностроеня видно, что ихъ ковцы 


расположены на окружности центра 0 и ражуса т ‚ образуя на этой окружности 
вершины правильнаго 2%—угольниЕ&. 

Изъ этого построен1я непосредственно видно, что при т четномь, т корней 
попарно равны и противоположны по знаку, п что не можеть быть больше двухъ 
дЪйствительныхъ корней, и только при ® четномъ. 

Изельдоване—1. Пусть данное количество будетъ дъйствительное п положитель- 
ное; оно будетъ равно своему модулю 7, аргумеятъ-же, какъ кратный 2п, всегда мож- 
но ирявять равнымъ 0. Такимъ образомъ 


Ч (ыы. 


Чтобы получился дфйствительный положительный корень, необходимо, чтобы аргу- 


.. 


г —2й=, откуда В — тй, а такъ 


2 
ментъ и Равнялея четному кратному п, т.е. 


какъ К положительно н меньше т, то необходомо, чтобы й—0, и слфд. чтобы 2—0; 
стало-быть въ числ корней будеть одинъ положительный, и только одинъ. 
Чтобы получился корень дЪйствительный отрицательный, нужно, чтобы аргументъ 


Ок 
и Равнялся нечетному кратному оть я, т. е. чтобы 


= —=(2#--1)=, откуда #— ба», 


но —пЪлое, 20 -- 1— нечетное число, ел. при % нечетномъ равенство невозможно. 
Если же и-четное, то вавъ Ё меньше 7, необходимо, чтобы было нулемъ, и тог- 


т 
да в — 5} сад. при 2 четномъ, и только въ этомъ случаф, имфется дЪйствитель- 


вый отрицательный корень, по абсолютной величин равный дЪфйствительному ноло- 
жительному корню. 
Эк 2 к р 
Чтобы два корня аргументовъ т гдЪ Ё отлично отъ &’, были сопря- 


женны, необходимо и достаточно, чтобы сумма ихъ аргументовъ равнялась четному 
кратному отъ л, 


1, 
Е -- еь = 2й=, откуда ЕК —Й, 


а такъ-какъ К и Е положительны, различны и меньше 9%, необходимо, чтобы № рав 
нялось 1, и чтобы 


БИ = ж. 
Отеюда видно, что всякому значеню #, за нсключевемъ нулевого и равнаго 
т . 
5) если т четное, т. е. за исключевнемъ случая дЪйствительныхъ корней, соотвЪт- 


ствуеть значен1е #’ отличное отъ #; слёд. ве мнимые корни— попарно сопряженны. 
Итакъ: Если т-—нецетио, всякое дъйствительное положительное количество имтъ 
еть одинь, и только одинъ, корень т-ю порядка полоэкительный, и т—1 т-хь корней 
мнимыхь попарно сопряженныхь.— Если т четно, всякое дъйствительное положи- 
тельное количество имтеть два корня т-10 порядка дъйствительныхь, равныхь и про- 
унвоположныхь по знаку, и 1—2 корня мнимыхь, попарно сопряженных. 


2% 
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Геометрическое прёдставлен!е этихъ % корней и-го порядка непосредственно при- 
водитъ къ иредыдущимъ результатамъ. Въ самомъ дфлЪ, тавъ какъ «==0, то вер- 
шина М, совпадаеть съ точкой А; точка № находится, поэтому, на 0х, и сл$д. су- 
ществуеть дЪйст. положит. корень ОМ. Еели т четно, то будеть другой дВйетвит. 
корень, отрицательный, равный предыдущему, но съ противоположнымъ знакомъ, но 
такого корнл не будетъ при 7 нечетномъ; въ обонхь случаяхь всф остальные корни 
мнимы; и кавкъ многоугольникъ симметриченъ относительно 0%, эти мнимые корни 
попарно сопряженны. 


П. Пусть данное количество будетъ дъйствительно, но отрицательно; оно равно 
своему модулю, но съ противоположпымъ знакомъ; всегда можно положить, что его 
аргументь « равенъ п, такъ-что колнчество это будетъь 7, или —т, и 


"У" =" == (У: ) (2% + 1*. 
9% 
Чтобы мотъ быть дЪйствительный положительный корень, необходимо, чтобы его 
(2-Е 1) -- 1 —9й 
т 


аргументъ быль равенъ четному кратному отъ г, т. е. чтобы п, отку- 


да 2К-|-1-2тй, что невозможно, потому-что 2#--1 нечетно, & 27 четно; и тажъ, 
въ данномъ случаФ, не существуетъь ни одного дЪйетвит. положит. корня. 
Чтобы могь быть дфйствительный отрицательный корень, нужно, чтобы его аргу- 
2&--1)к 2&--1)= 
ментъ Пе - быль равенъ нечетному кратному отъ п, Тя (1), от 


куда Е -|-1== (21% | 1)т; это равенство невозможно, если 2% чегно; слёд. при четномъ 
з% не существуеть нп одного дфйствит. отрицат. корня. 
Положимъ, что т нечетно; въ этомъ случа, такъ какъ Ё меньше т, нужно 


т— 1 
чтобы й было нулемъ, и тогда #=— ; слёд., если т нечетно, будетъ одинъ 


дфйствит. отрицат. корень, и только одинъ. 


(-1= 1) 
1и, у 


й. 


Чтобы два корня аргументовъ ‚ тлф № отлично отт А, бы- 


ли сопряженны, необходимо и достаточно, чтобы сумка ихъ аргументовъ равнялась 
четному кратному отъ х, 


НИ 1)" 0, 
Е 


откуда, ЕН — № — 1, 
& такъь какъь Ё и Ё’ положительны, разлианы и меньше жи, необходимо, чтобы [ рав- 
нялось 1, и ел. чтобы 

ЕЕ —=т— 1. 


т — 1 


Отеюда видно, что всякому значению #, кром$ 5 


при т нечетномт, со- 


отвфтствуеть одно значене А’ отличное отъ Ё, ‘и только одно; елФд. ве мниыые 
корни попарно сопряженны. 


Итавъ: Исль т нечетно, то дьйствительное отрицательное количество иметь 
одинь т-й отрниательный корень, и только одинь, и т—71 т-ль корней мнимыхь 
попарно сопряженныхь.— Если т четно, дъйствительное отрицательное количество 
не имъеть дъйствительныхь т-хь корней, но пмъеть т разлиинихь корней т-юо по- 
фядка, мнимыхь и попарно сопряженных. 
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Геометрическое представхев!е корней приводить в5ъ тфмыъ же заключен!ямъ; въ 


[4 из . 
самомъ дЪлЪ, въ этомъ случаф ®= т’ И важдое дфлен1е М, М, , М, М. ,... 


2" Е 
равно _, а потому вершины М, и М». сниметричны относительно даметра 205; 


точки № н М1 имФфють тоже свойство, и вершины № , №, №,..., № 
попарно сниметричны относительно 205; отсюда видно, что корни-—мнимы и попар- 
но сопраженны. 

ЗалВмъ, на положительной полуоси 05 не м. 6. ни одной вершины, на отрица- 
тельной же полуоси 02 будетъь вершина только при т нечетномъ; сл., если тж-—-четно, 
то не существуеть ни одного дфйствительнахо 9-го корня; при 2% — нечетномъ есть 
одинъ дфйствительный корень отрицательный; вс же мнимые корни попарно сопря- 
женны. 


Ш. Пусть, навонець, данное количество 7„—мнииое; аргументь его уже не бу- 
деть кратнымъ п. Легко видфть, что ни одинъ 27-й корень изъ 7, не м. 6. дЪйстви- 


тельнымъ; въ самомъ дфлф, для этого нужно бы было, чтобы 


= —=й”, откуда &=(тйА — 2%), 


т. е. нужно, чтобы < было вратнымъ я, т. е. чтобы данное количество было дЁй- 
ствительнымъ. 

Затфмъ, не м. 6. двухъ мнимыхь сопраженныхь корней, ибо для этого нужно, 
чтобы сумма ихъ аргументовъ была четнымь вкратнымъ п, т. е. чтобы 


и я эм, или &— (т —&— к, 


а это В. чтобы данное количество было дЪйствительнымъ. 

ОлЗдовательно: всяк комплексь иллъеть т различныхь корней т-ло порядка так- 
же комплексныхь 1 не сопряженнихь. 

Геометрическое представлене корней показываетъ, что въ этомъ случа т корней 
суть т радлусовъ правнльнаго полигона, не имфющаго ни одной вершины на осн 205, 
и не имфющахо радлусовъ симметричныхь относвтельно 205; а этимъ снова доказы- 
вается, что 2% корней комплексны и не сопраженны. 


Примючаше.— ели взять два мнимыхь сопряженныхь комплекса и, иг то 


—5’ 
каждый изъ нихъ, вакъ мы видфли, имфеть 7 различныхь корней т-го порядка, 
вомилеконыхь и не сопряженныхь. Можно ноказать, что т корней т-го порядка 
изъ и соотвфтственно сопряженны т корнямъ т-го порядка изъ “_ „. Въ самомъ дЪлЪ: 


"И ее у ’) 215, соя — (\) 2 а 


— ) 


т т т т ? 


Но очевидно, для того чтобы два комилевса были сопряженны, необходимо и 
достаточно, чтобы модули ихъ были равны, & сумма аргументовъ была кратна 2п; 


по всф величины "уг, и "/”_„ имфють одинъ и тоть же модуль, слЪд. достаточно 


: Экк & 
показать, что аргументу + = какого ниб. 7-го корня изъ 7, соотвфтетвуеть аргу- 


Эк а 
менть - — —— 21-го корня изъ х такой, что 
2% И —&“ 


рт а 
о = 
вы В >. = Эй=, 
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илн что &--Ё— и; но если давать и только значеня 0,1,....,т-1, 
то нужно взять #—1, н тогда =тж-—й. Отеюда видно, что всякому значеню # 
соотвфтетвуеть только одно значене #’; сл$д: если два комтлекса сопряженны, то т 
корней т-40 порядка первало соотвътственно сопряэкениы т корнямь т-о порядка 
вторало. 

454. Изъ предыдущаго видно, что вс дЪйствя нащъ комплексами приводять къ 
выражен1ямъ того же вида; поэтому весь количественный матераль алгебры, надь 
которымъ она производить дЪйствя и въ формБ котораго получаетьъ результаты, вы- 
ражается въ слфдующей общей форм: 


а-- или т», 
частными видами которой являются: --а (или 45), —@ (или а), --@ (или @„), 
8 
— а (или @з„), тд а и 6-—числа дфйствительныя, цфлыя, дробныя или прращ- 


2 

ональныя. Существенный характеръ этихъ величинъ тоть, что полное опредфлен!е 
ихь требуетъ знан1я не только ихъ модулей, т. е. абсолютныхь значен, но еще и 
паправлемя. Потому ихъ называютъ также величинами директиеними. Одни изъ 
этихъ величинъ пмфютъ только два протпвоположныя направлен1я, волфдотве чего 
теометрически они представляются прямыми, наносимыми ва неограниченной оси, 
отъ нЪкоторато постояннахо начала, то въ одну, то въ другую сторону, смотря по 
ихъ направленю. Ихъ называють поэтому д0дами. Друмя величины могутъ быть 
изображаемы прямыми, проводимыми на плоскости изъ начала въ какомъ угодно на- 
правлени. Ихъ называють илоскими полодами; моды-ихъ частный случай. Нако- 
нецпь, есть вегичины, въ представлене о которыхъь не входить идея направяеня; 
цоэтому ихъ изображають прямыми, наносимыми на оси всегда въ одну сторопу оть 
начала. Ихъ называють монодами (пзучешемь нхъ занимается ариометика). — Вов 
эти величины подчиняются тфмъ основнымъ законамъ, обобщеню которыхъ и была 
посвящена эта глава. 

Въ виду сказаннаго, цфль алгебры можно опредфлать такъ: это есть наука, за- 
нимающаяся изучещемь дъйствй надь плоскили помодами, и ришещемь всяких за- 
дачь, ОПНоСЯщЩихоя к5 этимь величинамь. 

Величивы, им$юция въ пространств какое угодно направлеше (какъ силы въ 
механик$, прямыя, воображаемыя въ пространств$) не подчиняются тФмъ же зако- 


намъ, какъ плоске полоды, въ правилахъ умножен!я и дфлен!я; поэтому ихъ изуче- 
не выходить изъ рамокъ алгебры, 


ГТАвВА ХХХ. 


РЁшен!е квадратныхь уравненй. — Изелфдоване корней. — Вычислене корней урав- 
ы нен!я 422-|55--с—0, когда коэффищенть @ весьма малъ, — Задачи. 


455. Опредфленя. —Уравнен!е называется хвадролинымь, если будучи ра- 
зпональнымь и цълямь относительно неизвфетнаго, не содержитъ членовъ съ 
степенями неизвёстнаго, высшими второй. Такое ур. имфетъ троякаго рода чие- 
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НЫ: съ квадратомъ неизвфетнаго, съ первою степенью его и извфетные члены; 
общей видь его будеть са$довательно 


ах --с=0, 
тд а, Ви с суть нфкоторыя числа, положительныя или отрицательныя; бис 
могуть быть выфетБ или порознь нулями, и тогда ур. называется неполнымь; 
когда а, 6 и с отличны отъ нуля, оно называется яодныМ. 


456. Р5шене неполныхъ ур-нй. Т. Богда 6—0, уравнеше будетъ 
ах НН е=0. 
Раздьливъ 06% части на а, и положивъ для краткости — = А, можемъ 
дать этому ур-ню видъ 
А 
Замфчая, что А — (\/А )*, получимъ: 
2— (/А)—=0, или (5— А )(= Р/А) =0. 


Но чтобы произведене двухъ множителей равнялось нулю, нужно, чтобы 
одинъ изъ нихъ быль равенъ нулю, а другой не обращался бы приэтомъ въ со. 
Приравнивая перваго множителя нулю: х — /А =0, находимъ отсюда: х=-Р/А, 
причемь второй множитель обращается въ конечное количество 2/А . Прирав- 


нявъ втораго множителя нулю: 2-- /А —=0, имфемъ отеюда 2 = — /А, при- 
чемъ другой множитель даетъ конечную величину — 2/А. Итакъ, имфемъ два 
рёшеня х’==-- УА, 2"— — /А; ихъ условились, ради краткости, писать выЪет%: 


и читать: 2 равенъ плюсъ или минусъ /А. 
Еели А>0, оба корня иВйствительны; при А < 0, оба мнимы. 
Примюры. 1. Решить уравнеше 32° — 75 =0. 
Перенеся 75 во вторую часть, и раздфливъ обф части на 3, получимъ ур: 
21—25, откуда х====/25 ===5. Итакъ: 
я —-5; я’=— 5. 
4. Решить уравнеше 32*-|- 75 =0. 
Выводимь изъ него: 2*—— 25; откуда === /— 25 =-55%, 
16. 
я 59; = Ь— 5. 


П. Положивъ въ уравнении 02-55 --с=0 извфетный чденъ с==0, 
получаемъ уравнене 
а -- 65 —0. 


Выводя х за скобки, далимъ ур-ню видъ х (ах--5) =0. Приравнивая 
перваго множитеяя нулю, т. е. полагая х==0, и замфчая, что приэтомь вто- 
рой множитель обращается въ конечную величину ©, заключаемъ, что одинъ 
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изъ корней ур-н1я равенъ 0. — Полагая зазЪмъ а2--6==0, откуда я = — >, 


| © 


замфчаемъ, что и при этомъ значени х ур-не обращается въ тождество. 
Итакъ, ур-не а2*-|- 6% =—0 имфетъ два корня 


[1 
#0, а ——-. 
а 


= 


Примъчазие. — Еслибы, въ видахъ упрощен!я, мы сократили первоначаль- 
ное ур. на 2, то, рышивъ полученное ур-ве, нашли бы только одинъ корень 


«=—2, другой корень х==0 потеряли бы при сокращенш. Но едва-ли не 


лишнее снова напоминать, что не позволительно дфлить ур. на множителя, 
который можеть обратиться въ ноль. | 


ПримфрЪъ. Рёшить уравнене 32% — 75=0. 


Давъ ему видъь х (35 —7)=0, по предыдущему, находимъ два корня: 


20 =. 
Ш. Если 6=е=0, то ур. принимаеть видъ 
ах? = 0. 


Такъ-какъ д отдачно отъ нуля, то произведене @х* можеть обратится въ 


ноль только при х=0. И вь этомъь случаЪ можно сказать, что ур. иметь 
два корня 


ж=0 и 4”=0, 
равныхь между собою. 


457. Рьшенше полнаго квадратнаго уравненя, — РЕшимъ теперь квадратное 
уравнене общаго вида 


а е—=0...... (1) 


ПЕРВЫЙ ПР:ЕмЪ. — Принимая а отличнымъ отъ нуля, раздфлавъ 00% 


частн на а и перенеся свободный членъ во вторую часть, нолучамъ уравнеше, 
тождественное данному: 


=. —— ре (2) 


с: 
ь ь р 
Замфчая, что = 2 можно предетавить въ вид 2.55 ° 2, разсматриваемь 


[1 
2* какъ квадратъ перваго члена 2 нФкотораго бинома, а 2.4. >, какь удво- 
енное произведене перваго чдена (2) искомаго бинома ва второй, который ра- 


|. : 
ввнъ, поэтому, 5. Такимъ образомъ, если къ первой части ур-шя (2) при- 


|! 
дадимъ нвадрать втораго члена „. бинома, а чтобъ равенство не нарушилось— 


й ко второй, то составимъ ур-в{е тождественное со (2): 


се ОВ 


[7 
первая часть котораго есть, слфдовательно, квадрать бинома 2-5.‘ Поэтому 


поелфднее ур. можно написать, приведя вторую часть къ общему знаменателю, 
ВЪ ВИДЪ: 
3 — 4ас 


, ь\* Б 
(= +) 49 
Итакъ, чтобы удовлетворить этому ур-ню. а слёд. и тождественному съ 
. ь 
нимъ данному, необходимо и достаточно дать 2 такое значеше, чтобы 2-- 5, 


у 3—4 
было алгебраическимь квадратным корнемь изъ — 5 


$3 — 4с 
4аз 


46. Но повлжднее выраже- 


не имфетъ два алгебраич. квадратныхъ корня: =\/ . Зачить, мы удов- 


летворимъ уравненю (1), положивъ: 


|) ба — 4ав р) 52 — 406 
ев 24а. т \/ 408 ° р Е 24 \/ 44? ' 


откуда 


те 406 — В — 6 — 
са ъ-|- /5— 4 Е ЕВ У 4ас | 


24 24а 


Итакъ, квадратному ур-нию удовлетворяютъ два зваченя неизвЪстнаго, два 
хорня. Дия краткости оба корня пишуть въ одной оормул: 


— В -= У 4ас 
=> — 
24 


И 


изъ которой выводимъ слфдующее 


Правило. Чтобы найти значеня неизвъетноло, удовлетворяюция пол- 
ному квадр. ур-нио, нужно: выражене, составленное изъ коэффиманта при 
неизветномь въ 1-й степени, взятало съ обратнымь знакомь, плюсь или ми- 
нусь квадратный корень изь квадрата тото же коэффимента безь учетве- 
ренналю произведеня крайнихъ коэффииентовь, раздълить на удвоенный пер- 
вый коэффишентъ. 


ПрРимъРЪ. — Решить уравнене 204? — 7% —6=0. 
Сравнивая это уравнене, которому можно дать видъ 
2052 -|- (—7)=- (—6)=0 
съ общимъ, замфчаемъ, что нужно положить 
а=20, 5——7, се=— 6. 


Ветавляя въ общую Формулу эти числа, найдемъ: 


— 75/7) —4.20.(—6) __7== /49-- 480 __т-= 529 7-58 


ыя —_ = —- 
2.90 40 г 40 40 ° 
и наконепъ 
‚7-8 3. "1-23 __ _2 
40 4’ 40 5 
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458. Второй ПРЕЕМЪ. — Умножая 06$ части уравненя (1) на 4а, что 
позволительно, если и не равно нулю, получимъ уравнен!е 
4224? -|- 4абх -|- Зав = 0, 
‚ тождественное данному; или, перенеся 4ас во вторую часть: 
4а'22 -- 4465 —= — 4ас. 

Разематривая 4425? и 4а6х какь два первые члена квадрата бинома, у 
котораго первый членъ — ах, а второй 6, и придавая къ обфимь частямъ ур- 
ня по 5, находимъ уравнеше 4472” -|- 455 -- $* —=65* — 4ас, котораго первая 
часть есть ничто иное какъ (2ах--5)”. Приведя такимъ образомъ ур. къ 
виду. 

(2аз-- 5) =5* — 4ас, 
замфчаемь, что 2а2--6 есть адгебраич. квадр. корень изъ 65° —4ас, т. е. 
Зав == 6 — 4ас, 
откуда 


Формула, совершенно одинаковая съ найденной въ $ 457. 


459. Трет!й пр1кмъ. — Найдемъ Формулу корней при помощи введеня 

неопредВленнаго количества. ИмЪя ур. 
ас =0, 
положим х==е-- А, гдЪ г новое неизв»етное, а  нЪфкоторое произвольное 
количество, п подставимъ въ ур. вмфето х сумму 2-2 №. Найдемь ур-н!е 
а (2-Е )З--ь (2-е =0; 
раскрывъ въ немъ скобки и расположивъ по степенямъ 2, получимъ 
аа? -|- (Зав НБ) а-Р а -Н-е=0.... (2) 
Воспользуемся произвохомъ количества # для тото, чтобы уничтожить член 


еъ первою степенью 2, (22#--5)2 и получить такимъ образомъ неполное урав- 


нен{е; очевидно, для № надо выбрать такое значеше, чтобы 2ай-|-6 =0, откуда 
$ 


=——. 
Подставивъ это значене й въ ур. (2), имфемъ 
ь \3 Ги) | 
й ай а (—5.) 5. (—-5-)+«=0, ИЛИ а — (| е=0, 


9 — 406 —_ == УМ — 446. 


а — == = 
ь откуда 2 = — дя И 04. 2 рт 
й а ЕЕ 
6—4 _— 6 5/0 — 44 
. — „—— —- — ——_—_ 
Такимъ образом: х==2--й== = = 2 


460. Замфчаня относительно примфнешя предыдущихъ формулъ. 


1. Когда коэфозщенты @, $ ис числа цфлыя и $ — число четное, Формула 
корней допускаеть упрощене. Въ самомъ дфл%, полагая 6 = 265’, имфемъ 
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— 26’ = /46'3 — 4ае __ — 26-5 2 ав И бас 
2а ве 2а ==: в ь 
по сокращен на 2. 


ве 


Напр., если дано уравнене 
7? 505-58 =0, 
то, полагая въ поелфдней оормул6 а = 77, 6'’—=25 и с —=8, найдемъ 


—25 == /258—77. 8 
77 , 


откуда —=— 5, = 


2. Вогда коэФфищентъ при 2? равенъ 1, и ур. имфетъ видъ 


а --рг-а=0, 
то, полагая въ общей Формул а —=1, 65—р и с==40, получимъ 
—_о- 9 — 
= Е 


Если приэтомъ р — четное число, то для удобства вычисленй выгодн%е 
этой формул дать видъ 
— 8: — р ь о . 
а > \ 2) Ч 


Напр., въ уравненш 2—102--21=0 имфемь: р=—10, саб. 
5 —=—65, в (=21; примфняя послфдеюю Формулу, найдемъ 


&=5==\/25 — 21—5-2; саб. 2—1, #’=3. 


461. Приводимъ еще несколько примфровъ на примфнен!е выведенныхъ 
зормулъ. 


1. Решить уравнеше 32° — 75 —2=0. 


Примфняемь первую Формулу, полагая въ ней а=3, 6=— 17, с=— 8, 
п находимъ 
АЕ 49-Е 24 ПЖ У, откуда 
6 6 
я —= ТН 2,591, съ точностью до 0,001 по избытку; 
„1 ие Уз т 
"= що =- 0,257, еъ точностью до 0,001 по недостатку. 


2. Решить уравнене 262? — (9% -- 6); 6—0. 

Примфняя первую Формулу, находимъ 

_ и я-а — ча ар и — о -ры 
в 2а5 >= 2а5 


_ м и (8) 
и аб. = 246 


Ея 


ПР < ИЕ 


Отдфляя корни, пыфемъ: 


Е о. а „_т-—@-ы _Ь 
г 2аб > 2аф а 

2 2 | 

3. Рышить уравнен!е не НЕ ео ин * (1) 


2—д-|-1 85 Чая" 
Слёлавъ перенесен въ первую часть и приведя къ общему знаменателю 
(36° -- “(2 —=-- 1), находимъ ур-ве 
[(308-рая) — (за в) ие [(302 | а?) | (298 5) р -|- (309 -- а1) — (3-9) | 
(308 -[ а?) —#-- 1) "= 


или, по упрощения, 


1 [......) 
(Ва) 
уравнеше, тождественное (1). Приравнивая числителя нулю, ршаемъ ур-ше 
(бе 2-е (6 — в) = 0... (3) 
корни котораго и будуть требуемые, если убфдимея, что они не обращаютъ зна- 
менателя въ 0; въ противномъ случа ихъ слфдуеть принять только тогда, 
когда истинная величина неопредфленности — въ которую обратится первая 
часть ур-вя (2), будетъ равна нулю. 
Корни ур-ня (3) суть: 
—— @- а) = Урай) @- 3—0 нЕ 
а? $ — 
‚„_@— 6. Е а--ь. 
а 5 а—Ъ. 
Подставляя ихъ поочередно въ 2 —2--1, убфдимся, что выражен!е это 
не обращастея въ ноль; сл. найденные корни удовлетворяютъ данному уравнен!ю. 


—2 
4. Рёшить уравнене - =” 


2 
—1 22—10 а). 
Собравъ во члены въ первую часть, приведя къ общему знаменателю 
2(=-- 1)(2—1) и сдфлавъ приведене въ чвелител®, цадамъ уравнению видЪ 


— 41-- 4—3 
Ре =0 ра .. (0. 
Проравнявъ числителя нулю, рёщаемъ ур-не 
—2--4#—3=0, 
и находимъ, что корни его суть: 2—3 и 5” =1. 


; откуда 


Первый корень не обращаетъ знаменателя въ ноль, а потому удовлетво- 
ряеть данному уравненю. Второй же, обращая знаменателя въ ноль, даетъ 


первой части уравнешя (1) видъ 5: Опредфляя истинную величину этой не- 


опред ленности, имфемъ 
—2?--44—3 _ &—103—® _ 3—4. 
2@е-- (2—1 @— зе я@-Е т) 


= О 


эта дробь при 2==1 обращается въ 1, а ур-ве первое въ 1 =0. Заключаемъ, 
что корень 2”=1 не удовлетворяеть дапному ур-ню. 


Вромф корня, равнаго 3, данное ур-н1е имфетъ еще корень = оо, ибо ете- 
пень знаменателя выше степени числителя. 


462. Ршая квадратное уравнене, мы нашли два корня; боле двухъ 
корней оно имфть пе можетъ: въ самомъ дФл%, если бы ур-ше 22? -|- 6% с =0 
имфло болфе двухъ различвыхь корней, оно было-бы тождествомъ, такъ какъ 
цжлый по букв 2 квадратный полиномъ, обращаюцийся въ ноль боле нежели 
при двухъ различныхь значеняхъ х, тождественно равенъ нулю. 


Изел$дован1е корней вевадратнато уравнения. 


463. Рьшая общее уравнене а2*--6х--с=0, мы нашли два корня: 
‚„_— 6-Е У — 4ас и" —— 8—6 — 4ае 


я = = $ — 


24а 2а 


Вычислен!е корней зависить такимъ образомъ отъ извлечения квадратнаго 
корня изъ разности 6° — 446, которая можеть быть положительною, нулемъ, 
или отрицательною. Опредфлен!е природы корней въ каждомъ изъ этихъ слу- 
чаевъ; указаше, что значен!я корней въ каждомъ случа® соотвтетвують ФормЪ 
уравнен!я, которому они удовлетворяютъ; наконецъ, опредфлене знаковъ ДЁЙ- 
ствительныхъ корней,—все это составляетъь изьль изсльдованая корней. 

Относительно разности 65° — 4ас можеть быть три предположеня: она мо- 
жетъь быть положительною, нулемъ и отрицательною: 


$" —446>0, —4=0, Р—4< 0. 
Приэтомь условимея коэофишенть а считать положительнымъ; котда а <0, 
то умноживъ уравнене на — 1, сдфлаемъ этоть коэФФищенть положительнымъ. 
464. Первый случай: 
$8 — 44 > 0. 
Въ ормулахъ корней подрадикальное количество будеть, такимт, образомъ, 


положительное, слфдовательно оба корня дъйствительные. Вычитая изъ пер- 
ваго второй, найдемъ 


5—4 ас. 
а ъ 


2 а 2” — 


такъ какъ при данномъ услови выражен!е это отлично оть нуля, то заключа- 
емъ, что корни неравны межу собою. 


Далфе замЪчаемъ, что количество 5? — 4ае представляеть или сумму или 


разность ариометическую. смотря потому, будетъ-ли с отрицательно или 7о- 
ложительно. : 


1. е>0. 


Такъ какъ по условю и @>0, то 44 >0; вычитайе положительнаго 
количества ведетъ къ уменьшению, сд. 


р — 4 < 63, 


а потому ариометическая величина \/5* — 4ас меньше ариемет. величины /5* 
или количества Ь. Означимъ абеолютную величину коэФоищента $ буквою В; 
Въ такомъ случаф: 


Если 6> 0, то 6 —--В, и корни можно написать въ видф: 


и ВУ 46 и В У 46, 

24а ь 
такъ какъ @>0, то знаки корней зависять отъ числителей; второй числитель, 
кавъ состоящий изъ двухъ существенно — отрацательныхъ членовъ, отрицателенъ; 
въ первомъ-— абсолютная величнна отрицательнаго члена больше чфыъ положи- 
тельнаго, слёд. и этоть числитель отрицателенъ. Значить ри 6 положитель- 
номъ оба корня отрицательны. 


Если < 0, то 5 = — В, и корни будуть 
‚„_-ЕВ-Е УВ —4ас „" — ВУ —4ас, 


2а ? 2а 


Первый числитель, какъ состояний изъ двухъ существенно-положительныхь 
членовъ, положителенъ; во второмъ-—абсолютная величина положительнаго чле- 
на больше, нежели отрицательнаго, слёд. и второй — положителенъ. Такамъ 
образомъ, ри 6 отрицательномь оба корня положительны. 


Итакъ. при с>0 дьюйствительные корни имъютъ знаки одинаковые, 


противоположные знаку коэффищента 5. 


2. < 0. 


Такъ какъ @&> 0, то 44с < 0; отсюда заключаемъ: во-первыхъ, что при 
с < 0 выражене 5 — 4ас предетавляетъь количество существенно — положитель- 
ное, и слфд. корни безусловно дЪйетвительны; во-вторыхъ, что 
$: — 4ае > 69°, 


и слёд. абсолютная величина \/5* — 4ас больше абеолютной \/б*, т. е. абео- 
лютной величины количества 6. 


Если 6 > 0, т. е. 6 =-- В, то 
и -В-Е У 4 д’ — 8 — У Час. 


2а : — 24а 
Отсюда видно, что первый числитель имфетъ больший по абсолютной вели- 
чин членъ — положительный, олд. х’> 0; во второмъ числител» оба члена 
существенно отрицательны, елёд. х”< 0. Итакъ: знаки корней различны. При- 
этомъ абсолютная величина числителя корня 2’ веть разность 


Уна — В, 
абсолютная величина числителя корня 2” есть сумма 
У — 4ае + В 
тёхь же количествъ, и елфд. больше абс. вел. корня 4’; так. обр. больмую 


абсолютную величину имъетъ тотъ корень, знакь котораю противополо- 
жень знаку 5. 


у Е 


Вели < 0, то 6 —=— В, и 


ЕЗ-НУ — 4ае Рай Ре. 
24 
Первый числитель, очевидно, положителенъ, и. г > 0; увтораго отри- 
цательный членъ имфеть большую абсолютную величину, чфмъ положительный, 
слЪД. х’<0: знаки корней опять различны. Приэтомъ, абсолютная величина 
положительнаго корня равна сумм 


М6 — 4ас -|- В, 
а отрицательнаго — разности тЪхъ же количествъ, 


М6? — 4ас — В, 


т. е. опять большую абсолютную величину имъеть тоть корень, котороло 
знакь противоположень знаку коэффиилента 6. 


Резюмируя сказанное, заключаемь, что: озда 5? — 4ас > 0, уравнеще имъеть 
корни дъйствительные и неравные; приэтомь (полагая а>> 0), если свобод- 
ный члень положителень, знаки корней одинаковы и противоположны знаку 
коэффишента 6; если же свободный члень отрицалпелень, знаки корней раз- 
личны, и знакъ корня, большено по абсолютной величинт, противоположень 


знаку Ь. 
465. ПРимъРЫ. — |. Изеядовать корня ур-шя 82-572 -- 10 —0. 


а 
Такъ какъ 53 — 4ае—57 — 320 —-|- 2929 > 0, то корни дЁйствительные и 
неравные; при а> 0 здесь н с>0, сл. знаки корней одинаковы; 5 > 0, слЖд. 
оба корня отрицательны. 

Ц. Изсяфдовать корни ур-вя 82° — 57% — 10—0. 

Здфеь при @>0 имфенъ с< 0. слёД., не составляя разности $? — 4ас, 
заклюечаемь, что корни — дёйетвительные и неравные; знаки ихъ различны, 
ибо с<0; болышй корень, ныфя знакъ противоположный козоФищенту 6, но- 
ложителенъ, 

466. Докажемъ теперь, что при условм 65? — 4ас >> 0 изъ самой Формы 
уравнен1я вытекаетъ, что оно можеть быть удовлетворено двумя различными 
дВйствительными значенями т. 


Выводя въ ур-вш а за скобки, пифемт: 
ф с 
2.1 ] —- 
(* Е 2 =0. 


Йзъ услойя 5 —4ас > 0 имфемь 4ас < 5?, откуда, раздёщивъ 06% части 


неравенства на существенно положительное количество 40%, находимъ: 

с $2 

Е но Ка, 

д За 1 сад. > ная 
тдф К? должно быть существенно-положительнымь колачествомъ, и вл%. К — 
дВйствительнымъ. Ур-не принимаеть водъ 


а-я Ю}=0, ши а (2) —Ю}=0, 


— 39 — 
или, наконецъ, разложивъ выражене вт, скобкахъ на множители: 
ъ ь 
“(= + 5. — К) (= „ЕК =0. 


Такъ какъ @ отлично отъ нуля, то этому уравцено удовлетворимъ, по- 
лагая 


ь ь й 

пли 2; —К=0, откука #=— =. К; 
или х Га К—0 = Ь К 
+ >-К=0, откуда 2=— 5, К, 


откуда и видно, что ур-н!е удовлетворяется двумя дъйствительными неравными 
значенями х. 


467. Второй случай. 
Ь — 4—0. 


При этомъ уелови подрадикальное количество въ ®ормулахъ корней обра- 
щаетея въ но-зь, сл®д. радикальные члены исчезаютъ, и получается 


т. е. оба корня дъйствительные и равные, а общая величина ихЪ ееть 
ъ 
—52. 

Хотя въ данномъ случаЪ ур-н!е имфетъ только одинъ корень, но говорятъ, 
что оно иметь два, но равныхь между собою, корня. Чтобы оправдать такое 
условное выражен!е, достаточно предположить, что количество 5°— 49с сначала 
положительно, и что оно постепенно уменьшается до нуля; тогда неравные 


корни букутъ болфе и боле приближаться къ равенству, и наконецъ, когда 
‹/ а. 
разность ихъ, выражаемая Формулою У, дфлаетея нулемъ, оба корня 


становятся равными. 


ПрРимфРЪъ. — Уравнеше 95° -|- 125--4—=0 имфеть корни дфйствитель- 
ные равные, ибо 53 — ас —=6*—9Ж4=—0; а общая величина ихъ равна 
| и 62. 
а 9 3 


468. Что равенство корней при услови 5? — 4—0 обусловливаетя са- 
мою Формою ур-Шя, легко обнаружить слбдующимь образомъ. Давъ ур-ню 
ВИДЪ 

ь 6 
2 ыы С 
а(= - ®- =) = 0, 
и замЪчая, что изъ условдя 5? — 4ас —=0 сперва имфемъ 4ас =—0*, а затбмъ, 
$2 


[Я с 
раздфаиеъ 06% части на 44°, получаемь ==,” подотавививъ вмфето „_ его _ 


величину въ ур-н!е, найдемъ 


а( т +1) —0, ИЛИ а (= -- 2) = 0. 


9 


Такъ какъ а отлично отъ нуля, то очевидно, что этому ур-нНо можно 
удовлетворить единственнымъ способомъ, положивъ 


ь ь 
#5. =0, откуда = — 5. 


469. Третй случай. 

5—4 < 0. 

Такъ какъ квадратный корень изъ отрицательнаго количества 5* — 4ас есть 
выражен!е мнимое, то изъ самой Формулы корней видно, что оба корня будуть 
мнимые. 

Имъ можно дать видъ А-- ВЕ. Въ самомъ дфлЬ, 63 — 496 = (4ас — $°). 
(—1); слёд. /5* — 4ас = /4ае —М. /—1 = /4ае — №. $, тАВ количество 
\/4ас —5* дёйствительно, такъ какъ 4ас — 6 > 0. 


Корни берутъ видъ 


о уж . $ 4% — в 
ЕС т И о, УЧЕТ р 
Е а" 24а 5 2а т 


откуда видно, что это — мнимыя сопряженныя количества. ` 


ПрРимзРрЪ. — Решить ур-ве 72° — 32--2=0. 
1? —4%—3—4хХ17х2—=— 41, сад. корни — мнимые. По предыдущимъ 
зормуламъ имфемъ: 


Ут ; ва 47. 
= . и. $. 


470. Покажемъ изъ самой ормы уравнения, что при услови 6* — 4ае < 0 
ему нельзя удовлетворить никакимь дюйтвительнымь В с. 


|7 
Въ самомь двлЪ, изъ условя 6 —4ас < 0 имфемъ —^ а > да’ 910 неравен- 
6 6 р 
‘тво можно замфнить равенствомь = ГК тгдв К* — существенно по- 
зожительное количество, не могущее обратитьея въ ноль. Внося это выражение 


[Я . 
вмфето а въ уравнене 


хаемъ ему видъ 


в (ао ое аа-НЕ)-=0, или {ею = 0. 


Отсюда очевидно, что ур-н1е не м. б. удовлетворено никакимъ дЪйстви- 
тельнымъ значещемь х, потому-что сумма двухъ положительныхъ количеств, 
можеть обратиться въ ноль только тогда, когда каждое изъ нихъ въ отдёль- 
ности обращается въ ноль, но мы знаемъ, что К не м. 6. нулемъ. 

Изъ хормулъ корней видно, что въ данномъ случаЪ ур. м. б. удовлетво- 
ено инимыми значенями неизвфетнаго. 


4771. ТворЕемА. — Если уравненае ах* -- хе —= 0, в5 котором 
коэффизиенты а, Ъ с соизмъримы, удовлетворяется несог -“-ти- 


3 


тия 


мымь корнем в-- В, то друюй ею корень будеть невоизмьримое 
количество и — В, сопряженное первому. 


Въ самомъ двл®, по условшю «-- /В есть корень даннаго уравнен!я, сл®д. 
имфемъ тождество 


а(«-|- УВ) -- Ца + УВ)-Ее=0, 
или, раскрывъ скобки и собравъ въ отдфльныя группы соизмёримые и несойз- 
мвримые члены, найдемъ 


(а -- В Ъ=-|- в) -|- (аа НБУВ=0....(1) 


Первая часть этого тождества иметь видъ М-- №\/8, гв М и М с0з- 
мфримы. Въ силу (1) это выражен1е должно равняться нулю; но можно хока- 
зать, Что оно можеть равняться нулю только тогда, когда М=0и №=0. 


Въ самомъ дВлф, пока М отлично оть нуля, мы можемъ об части раз- 
дБлить на № и отъ этого получимъ равенство 


==... 


тождественное съ М -- №/8 =0; но равенство (2) невозможно, ибо оно выра- 


Е. м 
жаеть, что несоизм®римое количество \/З равно соизмёримому — -х. Итакъ, ие- 


обходимо, чтобы № было нулемъ; но тогда изъ равенства М-- № УВ = 0 сльдуетъ, 
что и М—0. | 


Такимъ образомъ, тождество (1) ведеть за собою слдетвя 


ас? -- аВ-- 5% в =0 
=. 


Если теперь въ триномё 02° 62-- с замфнимъ 2 выражешемь а — УВ, 
то найдемъ 


(аа -|- В -- к -- с) — (аа НЫ 
но это выражеше, въ силу (3), равно нулю, т. е. триномъ обращается въ ноль 
при х=а — /В; слёд. послфднее выражен!е служить корнемъ даннаго уравневя. 


472. ТворРЕмА. Если ур-ще ах? -- хе =0, в5 которомь а, Ъ, 
и © числа уълыя, иметь соизмъримый корень, несократимый видь 


% 
которало есть 5, то а служить дълителемь с, а В — фълителемь а. 


Въ самомъ дфлЪ, если — есть корень даннаго уравнешя, то имфемъ тож- 


В 
дество. 
ат 8-6. в-=0, или да? | ов -|- с8*=0. 


Но аа? -|- фе длится на а, сл. и сВ* должно дфлиться на ©; но числа 
аи В первыя между собою, слд. с должно дфлиться на а. Такимъ же образомъ 
ток?” ` что В, будучи иёлителемъ суммы 68 -| с8*, дить непремфнно и а. 


— 55 — 


Слъцствте. Уравнеще х* 1 рх | 4==0 3ъ которомь р и 4—чиели цьлыя, 
не можеть имтать соизмъримыхь дробныхь корней. 


Въ самомъ фл, допустивъ, что ур-н!е имфетъ такой корень на оено- 


у я 
ванш предыдущей теоремы нашли бы, что пзлое число В дЪаить коэФФищенть 
при 2?, т. е. 1. 

Изъ этого елфдуетъ, что наше уравнене можеть имфть дфйствительные корни: 
пли ифлые, п тогда оба они ц®лые, или же оба несоизм$римые. 


473. Теорема. Ес чуравнене ах*--Ъх-|- в =0, 65 которомь 
коэффииенты а, Ъ % с дьйствительны, имъеть мнимый корень, то 
друзой езо корень есть мнимое количество, сопряженное с5 первыма. 


Въ самомъ дфлё, пусть «-- 8: есть корень даннаго уравненя; въ такомъ 
случа имфемъ тождество 


(а -|- В (а--Вд--е=0, 


или, группируя дФйствительные и мнимые члены, находимъ. 


(ваз — а3* -- Вх в) -- (ах | 8% =0...... (1) 

Первая часть иметь видъ А-Р Ва, тдЬ А и В дБйствительны; но такое 

выражене можеть равняться нулю только тогда, когда одновременно А— 0 и 

В==0. Итакъ, два условя необходимыя и достаточныя _№я того, чтобы 
&«-|- В8 было корнемь даннаго уравнен!я, суть 


о а 
Зав -- 58—07 ( 


Замфняя въ трином$ а2*--6х-Р с количество х выражешемь х — В, найдемъ 


(па — а3*-|-6%--с) — (2а8 886, 
а въ силу условй (2) это выражен!е обращается въ нуль. Итакъ, предложенное 
уравненше, въ которомъ хоэффишенть дъйствительня, имфя мнимый корень 
«-- В, имфетъ и сопряженный ему корень х — 8. 


Изелфдоваюе частныхъ случаевъ. 


474. До сихъ поръ мы предполагали, что коэфоищенты отличны отъ пуля. 
Положимъ теперь, что: 


1. Коэффищенть а равенъ нулю. При рфшенш квадратнаго уравненя Нам 
приходилось или дфлить, или множить уравнен!е на выражене, содержащее а; 
но мы знаемъ, что это дЬйстые непозволительно, когда «—0, ибо можеть по- 
вести къ уравнению, нетождеетвенному съ даннымъ. Ноэтому является необхо- 
димость въ изслЬдованш, предетавляютъ ли найденныя Формулы для хил” 
рьшеня уравненшя и въ случаЪ когда «==0. 


Обращаяеь въ Формуламъ корней: 


и — ВУ — 440 т — —6— У 4ае, 
РА вв м а 


3# 


ов 


и полагая въ нихъ а=—0, найдемъ: 


ву, Ри не 
0 (И 
Если $ положительно и равно -|- 8 (гдф В—абсол. величина 6), то 

‚„_-— +В 0 „_-В-В__ —2В __ . 

о: о 
вели 5 отрицательно и равно — В, то наоборотъ 

‚__ +В-В __ 28 __ а и! 8-8 0. 

СЕ р: а 


Итакъ, при а =0 одинъ изъ корней обращается въ со, а другой прини- 
0 ь 
маетъ неопредфленный видъ °: Опредфлимъ истанное значене этой неопредз- 


ленности, причемъ достаточно раземотрть одинъ случай, напр. 6>> 0; въ такомъ 
случаф 2’ принимзетъ неопредфленный видъ. Умножая числителя и знаменателя 


Формулы 2’ на -—В — /ф* — 4ас, получимъ 
‚ __ (—5-Н/—4ае)(—5-—Уб—час) _ (6—4)  __ 4ас 


я очен И нее В 
2а(—5— /5—4ас) 2а(—5—У?— 4) — 2а(—5—\/—4ас) 


Отсюда видно, что неопред ленноеть корня х’ зависить отъ присутотвя въ 
числител® и знаменател® общаго множителя 2а, который при «=0( обращается 
въ ноль; сокративъ на да, имфемъ: 


9с 
д’ ЕЕ ` 
— 6 — \/61 — дас 
а положивь здесь а —0@, найдемъ 
а 2 __ 6 
— вы: 9 —- ф ? 


количество опред ленное. 


Итакъ, ири а==( одинь изь корней обращается вь со, а друюй равенъ 
корню уравненя первой степени 1х с —=0, в» которое обращается квад- 
фалтное уравнене при а —0. 


475. Обратимся теперь къ самому уравнев!ю, и посмотримт, что оно даету, 
при а=0. 


Уравненю можно дать видъ 
фи е= —@; 
и какъ оно не удовлетворяется при 5—0, ибо обращается въ с=0, между 


т®мъ какъ ес отлично отъ нуля, то можно раздфлить 0б% части на 2”, вел\®д- 
стве чего получимь уравиеше, мождественное съ данным: 


а 


. —0 : я} с 1 
Такъ какъ, по условю, а=0, то произведеше множителе Е: п 


должно быть нулемъ; а для этого необходимо, чтобы одинъ изъ множителей 
обращался въ ноль, а другой оставалея конечнымъ. Положивъ 


ВИ се 
БЕ =0, откуда 2=—ъ, 


8 1 | 
замфчаемъ, что приэтомь другой множитель — равень —-_, т. в. конеченъ. 


[Я $ 
Поэтому = — т веть корень данноло уравненля. 


Положивъ 
1 
== 0, откуда х=—00, 


находимъ, что другой множитель обращается въ 6, и сад. конеченъ. Поэтому 
&- 00 есть также корень уравнешя. Эти результаты волн согласуются съ 
выводомъ, полученнымь изъ Формулъ корней; поэтому, посафдня призожимы 
къ случаю а—0. 


Примъръ. Во что обращаются корни ур-ная. 
(а — 6) — 2249 — хай — = 


при а—=60? 
Такъ какъ при а=6 коэофищенть при 2? обращается въ ноль, то оданъ 
:. : 4а? — 5? 
изъ корней обращается въ со, а другой принихаеть значене дроби 5—5) 
3 
при а—6, т. 6. =. 


Это можно провфрить и общими Формулами корней, которыя даютъ 
‚_2а— в „__ За- в 
ать»  а- 
476. П. Коэффищенты а и 6 одновременно равны нулю. Обращаясь къ ©ор- 
муламъ корней, находимъ, что при «= ==0 оба корня принимаютъ неопре- 
дфленный видъ 5. 


Чтобы раскрыть неопредленность, преобразуемъ оормулы корней такимъ же 
точно образолъ, какъ въ предыдущемъ случаЪ; найдемъ: 


г 2с „ 2с 
Е Е ЕЕ 
—6 — 6? — 495 —6 — 6? — 446 
Положивъ здесь а=0 и 6—0, имфемъ 
2—8 оо д" — 8 — со 
"= =00, =%=050. 


Итакь, нри а=6=-0 оба корня безконечны. 
Обращаясь къ уравненю, даемъ ему видъ 


зе) = 


пли, такъ-какъ д==6=0, видъ 


Тавъ какъ с конечно, то этому ур-нНю можно удовлетворить единственным 
способомъ, положивь х= сс. 


— 38 — 


Примъръ. Даковы корни уравненя 
(а-Н 5) — (в — а6 — 25%) - (24° — За6 -{ 65°) =0 
при а=— 
Когла а=— 6, коэвоищенты (а-2 5) и (4 — а — 25°) при 5’ их 0б- 
ращаютея въ нули, между тфмъ какъ свободный членъ въ 65%; заключаемъ, что 
при а=— 6 оба корня безконечны- 


Тоже можно видфть и изъ Формулъ корней; рая данныя ур-вя, имфемъ 


'— а—6 д" — 2а— 6. 
аь’ а” 
сдфлавь а=—6, имфемъ 
Ро ыы со. 
0 у 0 
477. ПП. Всф три козффищента а, Би с равны нулю, Изъ хормулъ корней 
убфдимея, что он представляють дЪйетвительную неопредЪленноеть. 
Обращаясь къ уравнешю, замЪЧаемъ, что оно принимаетъ видъ 
Охя-0ж=-0=0, 


и сл6довательно удовлетворяется всякимъ значешемъ 2х; это — тождество, 


Вычиелен1е корней уравнен1я а2’-|---с==0, когда коэффи- 
шенть & весьма малъ. 


478. Когда коэохищенть < весьма малъ, то изъ предыдущаго изслФдова- 
ня ($ 474) видно, что одинъ изъ корней о по абсолютной величинф, 


весьма великъ, другой же близокъ къ — --- Общя еормулы корней 
и = НУ — 4ае ие 
> 2а у — 24 


въ данномъ елуча$ будуть неудобны для вычислен!й. Въ самомъ дЪлЪ, 65° — 4ас 
вообще не есть точный квакратъ, и елЪ®д. \/6* — 4ас придется вычислять при- 


близительно. Ошибку, сдфланную при вычислеши \/5* — 4ас нужно будетъ раз- 


дЪлить на 2а для ре ошибки 2 или х”; и если @ весьма мало, напр. 
5 й 

о Ре 

= 150000’ "® За —= обо а потому ошибка =, сдфланная при вычислени 


Ув — дас 4ас поведетъ за собою потрёшность, равную 100002 въ величинахъ &’ и 
<". Такъ-что, если бы мы пожелали вычислять корни уравнешя съ точностью 


х 1 


1 а 
До 105’ ТО Должны бы были \/5* —4ас найти съ точностью до тд’ 


10000 
Т. 6. съ 4 лишними десятичными знаками, 


Отсюда понятно, что сложность вычисленй будетъ тёмъ значительн®е, чиъ 
меньше 4. 


Несравненно легче, при маломъ а, вычислять корни особымъ способомъ, 
называемымЪъ методомь посльдовалтельныхь приближений. Этимъ способомъ до- 


— 39 — 


статочно вычислить одинъ пзъ корней; въ самомъ дви сумма корней извфетна 
Гй 
и равна — — (въ чемъ убфдимея, сложивъ Формулы 2’ и 5”), и если будетъ 


вычисленъ корень 2’, то другой найдемъ, вычтя изъ суммы извфетный корень: 
ый р 

[12 

Нужно раземотрёть два елучая: корни одинаковаго знака, и корни разнаго 
знака. Если черезъ а, В и с означимъ абсолютныя числа, то уравневе съ по- 
ложительными корнями будеть вида: а2°—62-ф-с==0; съ отрицательными: 
а2*----с—0. Достаточно указать вычислен!е положительныхъ корней, т. е. 
ур-Ня а2° —92--с==0; ибо, если оба корня отрицательны, то перемфнивъ у 
$ знакъ -|- на —, получимъ ур-н!е съ положительными корнями, вычиехивъ 


которые и перемЪнивъ у нихъ знакъ, получимъ корни ур-н1я а2* -|- $5 --с=0. 


479. 1-й случай. Знани корней одинакозы. Итакъ, раземотримъ уравнен!е 
съ положительными корнями, т. е. вида 


о а аж 
5 а, 6 и с—абсолютныя числа, и слёд. знаки окончательные. 
Меньший корень этого уравненя есть 


8—8 — 46 —@— У — ($ — 5 — 406) (6 -- /5— 46) Час) 2 | ... @ 
—. а — 2а(Ъ -- /5? — 4ас) НУ дас 


Этоть корень мы и вычиедимъ. 
Решая ур. (1) относительно 6х, находимъ 
$5 = -|- 22°, 
откуда =з-+ +. жене (3) 
Т. к. а весьма мало, © величина конечная, 2 представляеть въ этой Формул® 


: а 
меньший корень, имфющ также конечную величину, то и $7 будетъ весьиа- 


а х 
мало. Поэтому, откинувъ членъ $7”, мы сд®лаемъ небольшую ошибку, и слЪд. 


первымъ приближешемъ корня 2’ будемъ имфть 
р [Я 
ОВ 
Это приближен!е меныме настоящей величины д’ ибо откинули положительный 
@ 9 
членъ —-27'. 
ь 
[Я 
Если теперь въ формул (3) замфнимъ во второй части 2 величиною -’ 


меньшею чЪмъ д, то получимъ второе приближене 
== 92) 
2 == РУ а 


а/с 1? 
которое опять меньше настоящей величины 27’, но больше чфиъ 2, на $(5) ‚ 


оао 


Замфнивъ снова въ ур. (3) во второй части х черезъ х,, найдемъ третье 
праближене 


6 а й 

—ь -- $; (2) И 
снова меньше петинной величины 2’, ибо х, меньше х’. Но х, будегь больше 
1.; ВЪ самомъ дЪлЪ, мы видфли, что 2, > 2,; возвысивъ 06% части послЬдняго 


а [Я 
неравенства въ квадратъ, помноживъ на р и придавъ по Ъ* ПолуЧиМЪ 


с [12 С а 
т $ (®)* > т (21) 
то-есть х, >24, ит. д. 


Итакъ, посяФковательныя приближен!я пдутъ все увеяичиваясь, но веегка 
остаютея меньше 2’, ел. они приближаются къ 2’. Докажемъ теперь, что раз- 
ница между хи приближенами стремится къ нулю, и сл. можеть быть сдё- 
лана какь угодно малою. 


Разность между хип первынъ приблаженемъ 2. т. е. иощующность пер- 
ваго приближеня мы выразимъ изъ уравненйя (3), которое даеть (замЪтивъ, 


с — . 
что == 2): 
а ’ 
2 — ей все ъ(# р 


о 


. 2С 
Но х’, на основанш (2), равняется —— =, и елВ/. 2’ меньше г 


м дас 
написавъ неравенство 

‚ _ 96 

д < г 


а 
возвысивъ 066 его части въ квздрать и умноживъ на --› найденъ 
а а 45? 
$ а г х 8 


зам нивъ первую часть равною ей величиною х’—х,, которую обозначимъ че- 
резъ =, имемъ: 


4ас с 
иль 
Эта Формула даеть предфль погрёшноети 1-го приближеня. 
Вообще, погрёшность я-го приближеня 


=, — й — 2, — (+ ь 5) — (-- ф -- р В — == $ (а*— #71) 


НУ а, 
Но 


2 
3 4с 
ибо 2, <<; н0 < г откуда 25 < ъ› а потому и подавно 


4 
хх, < $: 


Саждовательно 
2ь <“. 1 
Делая въ этой Формул послдовательно ® —=2, 3, 4,...,® и припиеавъ 
Формулу для 1-го приближен!я, имфемъ 
& < т ХЕ 


Перемножая почленно эти неравенства, сокращая об части на общаго мно- 
жителя 


ие - 


получимъ 
4ас\” с 
<(я) -ь. 
Но корни дфйствительные, слфд. 
2 — 44а > 0, 
4ас 
откуда 5 < 1. 


Если количество, меньшее 1, возвышать въ возрастающя степени, то 


4ас\* 
степени эти приближаются къ нулю, если же (=) пряближается къ нудю, то 


[— 
й умноженное на конечную величину >, также стремится къ 0. 


Итакъ, количеству п вседа можно дать такую величину, чтобы =„ было 
какъ одно мало. 


Итакъ, указаннымь епособомъ всегда можно найти приближенную величину 
меньшаго корня съ какою угодно точностью. Причемъ, останавливаясь на при- 
ближени 2„, дВлаемъ ошибку, меньшую 


дас”, в 
(=) хъ. 
Этоть способъ приложлиъ вояк разъ, когда — <1, т. е. когда кор- 


4ас 
ни дБйствательные; но практически пригоденъ тогда, когда - Весьма малая 


— 49 — 


дробь сравнительно съ 1, ибо только въ этомъ случа 2, 2.,. . .5, Коста- 
точно быстро приближаются въ #7. 


ПримърЪ. Дано ур. 
322 — 1640х |- 400 —0. 
Имемъ: 
а—5 $ —17640; с = 400. 
4ас__4х3х400 _ 4800 —__ 48 $4426 
$3 — 58369600 58369600 583696’ 


48 Ё ы 1 ы 
еслибы имфли дробь 280000" >” (1), то по сокращен она дала-бы 10000 № 
(1) ныветъ такого же числителя какъ (1/), но большаго знаменателя, слфд. (1) или 

ыы 
а <10000 


Эта дробь весьма мала сравнотельно съ 1, слЪи. наша метода приложима. 
Первое приближен1е для меньшаго корня есть 


400 40 


7! — $ 7640 — 764) 
его ошибка 
4ас ГЯ 
В 
4ас 1 е ` . 
по „< т0000} & $’ Ио обращени въ десятичную дробь, даетъ 


$=0,05235602..... 


елвд. 
$ < 6,06. 
Поэтому 
1 6 6 
= < 10000 Х 100’ 14 ®! < 1060000 


ел. =, навфрное меньше 


100000 
Слд., взявъ для 2’ число 0,05235, получиыь меньший корень съ ошибкою, 


меньшею $ И Тавъ 


В 
100000? 
2, = 0,05235. 


Вычиелимъ еще второе приближен!е; оно будетъ 


: 4ас 49с 
Ошибка этого праближешя =, < —я ‘Е 80 мы видЪши, 910 5 


а < ; значить 


а 
1000000 
6 


= < 10000000000 


йе: 
в а * 
Вычислял я (=, ) съ 10-ю дес. знаками, имфемъ 


= 0,0523560209,.... 


бе 
$ 
(= ) = 0,0000010763..... 
0.0593570972. 
Сохраняя 9 десятачныхъ м%фетъ, имфемъ: 
1, =0,052357097 
съ ошибкою < та . 


7640 
Чтобы вычислить другой корень, нужно изъ суммы корней, равной В 


вычесть найденный; взявъ въ ое девять десятачныхъь мфеть, имфемъ: 
2546666666666 
—  0,052357097 
2546614309569, съ точн. ко Е 
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480. 2-й случай. Знаки корней различны, 


Если знаки корней различны, что будетъ, когда с отрицательно, то, на- 
звавъ абсолютныя величины коэофищентовъ черезъ а, 6 и с, уравнен!е будетъ 
одного изъ слФдующихъ видовъ: 


ая —с=0, а — 6 —в=0. 


Въ первомъ уравненш меньший корень положителенъ, во второмъ отрица- 
теленъ; но если во второе вм. х подотавимь — 2, то превратимъ ето въ пер- 
ВЫЙ ВИДЪ, т. е. меньший корень сдфлаемь положительным. 


Поэтому раземотримъ, какъ найти положнт. корень уравнен!я 
ад? | 6х —в=0 
по способу послфдовательныхъ приближений. 
Опредёляя 65, находимъ 
7—6 — аж, 
а отсюда 


—=2 — 9. д? 
=. 2. 
Посл®ловательныя приближен!я будутъ: 
аб РИ а (Я а й 6 а я 
2=5; &=.Ь—у. (1) ЕТ) А 


ооо 


и вообще 


с & р 
г а Ъ. (2). 


— 44 — 


Искомый менышй корень выражается Формулою. 


Очевидно, что 
И) 


Возвышая 06 части этого неравенства въ квадратъ и затфиь умножая на 
а 
ъ› найдемъ 


а э а, 9. 
$," > $(2)5 


с [Я 
вычитая это неравенство изъ равенства и! получ. 


ори 


первая часть есть 2., а вторая есть д’, слёд. 
и 
< %. 
Возвышая 0обЪ части этого неравенства въ квадратъ, затЪмъ умножая на 
& 
> имфемъ 
ыы .—@ из. 
$; (@,) Е" (2) , 
ГЯ [Я 
вычитая это неравенство изъ равенства --=,› ин: 
с а 3 [Я а 8. 
5%) >ъ-ъ#; 
первая часть есть х,, а вторая —’, слЪд. 
а: 
ит. д. 
Продолжая такимъ образомъ, убфдимея, что всё приближения нечетнаго по- 
рядка больше настоящей величины д’, а четнаго-меньше 5". 


ВромБ того, если выпишемъ, всф четныя, затфмь во нечетныя прибли- 
женя, получимъ два ряда: 


[Я е а 
2 =; = — 5)" 
[+ [12 [+ а 
2.— Е — -+(з) 2 #,— Е — $ (#3) ы 
[Я а [Я [72 
= — (8) =, —1(4,)* 


Разсматривая первую пару нечетныхъ приближенй, зам®чаемь, что очевидно: 


де" 
и, 


— 45 — 
Обращаясь затФмъ къ первой парф четныхъ праближенИ, и взявъ ихъ разность, 
имфемъ 
Е а? — 2,*); в 2.<4, с. 
м: 


Переходя ко второй парф нечетныхъ приближенй и взявъ ихъ разность, 
находимъ: 


` 


< 


2%. — 


с = (а — 2?) ; Но 2,242 ‚, ел. 
1, < %.. 
Взявъ разность второй пары четныхъ приближен: 
д, — м, = (в? —4,*); 0 2<,, с. 


>; ИТ. Ц. 

Заключаемъ, что приближен!я нечетнаго порядка, оставаясь всегда больше 2’, 
идутъ постепенно уменьшаясь и слфд. приближаются къ 2’ приближеня же 
четнаго порядка, всегда оставаясь меньше 2’, идуть увеличиваясь, и сли. так- 
же приближаются къ 2. 

Докажемъ, что разность между тёми и другими приближенями и х’ стре- 
митея къ нулю, и сяфд. м. б. сдфлана какъ угодно малою. 

Возьмемъ приближене нечетнаго порядка х.‚,,, которое больше 2”, и на- 
зовемъ погрёшность этого приближеня т. е. разность между нимъ ий 2’ черезъ 
Фора; ИМФеМЪ: 


рн Е урн — 9 = (+— 5 . т „)— (5—2) 


Ро [12 Г р а р’ 
= (@ —=, = (+=) (# — 1) =, (2 -Н =»). ы 
Но, по (2), “<, пли —; 2.» какъ приближен! 
: ‚<Я 5} ар» риближен!е четнаго порядка, мень- 
ше 2’, а сл. и подавно < 2, или — $; итавъ 
я <= 
< [1 
И складывая, имфемъ 
р: 
< $ ) 
т Зас 
сад. боры Зря * а 
Вромф того 
а 9 й 


поэтому 
а „с или множа и для вторую 
& сара а 
'<Ъ х 2 часть на 2: 
2ас [Я 
< ис х 55° 


Выразимъ теперь предфлъ погрЬшноети приближеня четпаго порядка, напр. 
7... Имфемъ ^ 


[Я 
Но 2, и 2” меньше 2, или -., ед. 


. 2ас 
22 3 За * Яр 
Итакъ, предълъ погрЬшноети четнаго и нечетнаго порядка выражается 
. ас : 
одинаково: произведешемъ ит на ногрышноеть предшествующаго приближеня. 


Сл... будетъ-хи я четное или нечетное, всегда 
ас 
=, < 2 х 2-1 


Понагая въ этой формул *=2, 3,4... .., п получимъь Формулы 
пограшностей 2-го, 3-го,. . . . приближенй; присоекинивъ сюда ®ормулу 
погрьшности 1-го приближеня, имфемъ: 


2ас с 
“мых 
Зас 
ая хе 


2ас 
3 3-я х 5 


2ас 
= < 5 х в 


Перемножая и сокращая общихъ множителей, найдемт 


Зас\" с 
«< (=) Хэ 
Зас 
Отеюда видно, что если и будеть «1, или, что все равно, если 
62 
& < ря 


ъ 


2ас 
то веегда можно взять % доетаточно большимъ, чтобы сдфлать (=) Х =. меньБ- 


а ДОЗЫ 


ше данной величины; и сл. чтб. погр®шность г„, и подавно, была меньше 
той же величины. 


| б 6 6 
ои въ этомь случа метода удобна только тогда, когда >» будет эма- 


читнельно меньше 1, ибо только при такомъ услови 2,, х,, 2... - - будуть 
быстро приближаться къ искомой величинЪ. Останавляваясь на приближенш 
нечетнаго порядка, получимъ величину ошибочную по избытку; останавливаясь 
на приближени четнаго порядка, имфемъ величину съ ошибкою по недостатку; 
въ обоихъ случаяхъ выспий предфлъ едЪланной погрфшности узнаемъ, вычиеливъ 


Зас\" ‚с 
(=) Хэ. 
ПримфрЪъ. 652°--1405—17=0. ЗАЪеь 
а—5; $—140; Ей 


2ас 70 
9 == 1408 = 580} 210 чиело значительно <1, поэтому метода приложима. Пер- 


вое приближене 


с 7 1 
р $ — та6=56= 0,05 
Гого Р : =. $ асе, с 1 1 
огрышность этого проближеня, =, будетъ меньше 1 Х 5—5 Х 


1 
=11500з 64. и подавно, < 


Второе приближене 


10000 ` 


[Я а 


1 = 
= — $ 21 =0,05 — 5х 0,0025 = 0,0499107 ... 


2ас\* с 1 1 
Ощибка =. а з) Х 55, ии < 30} Х ю= 56000 & Потому и по- 
авно меньше х Ее 
1 6 3-Х 1000000 


Эначить, положительный корень, съ ошибкою меньшею одной полу-мил- 
3Нонной, равенъ 


0,049911. 
Сумма корней —=— 28, сл. отриц. корень, съ тою же точностью, равенъ 
| — 21,950089. — 
481. Задачи. Ршить сафдующя чиеленныя уравненя: 
1 1 120 
ы 2—5 Г —1в= ++ 52а. 
5 5 2—<& 2 
°: р а ав 
РАИЕ: --7 2—7 _ 7 


2—7) 2-7 ®— 
4. (= — 2)" == 8(#-- 1)*— 100. 


— 48 — 


5. 3(04 — 8) — 22 —(#— 555. 


9—1 4 _ (2—1 
р] а 2 _ 


7. 119--1#— Ви) . 


8. 21220, т Пе, 2) +65 —. 


х—3 —4 1 
у трио 
За, 1—1 _ 15—1 


* —- 5. 
ати! ети? 
1 1 1 
НН ое НЫИ — *— —5555. 
т и И 19. #8 — 5(2-- 89) =5555 
1 2 Е] фу: 1, 2—2 2-4 _ 
п зы-аа-аатин=е ааа Ниа я 
1 1 
И 
2 & __ 13 32—29, 2—1 50 
о. 16. а Рав Риф’ 
2 я 
3 23 8 52 
27. 5—1 Г 1021) 1) 288 18. а 1-8 = $ +40. 
Е ИЕ НЫ Е Е 
‘а—1 2—2 2-42 3 ^'50—3) 34—15) 4—5 
8 9 90 2-1, 4е--1 
21 Рав 5' АН 
#--0,5 _25—0,5 2(%--7) ат аи 
= #--0,5° ое: &--1 ре а 
142—9 18—4027 =--3 8 32-1 12 
Е т о ж--2 ео 4 ж4 
(+) 
т 
07 3-- ан и щие ны Е. 
"о #1! #4 — 5-2 &--3 
%—3, 1 65-4 риа 1/2, 2—9 
о +т(-— в Ра —14 вт 5 )- 
х вые 78-42 я 
9 В ). Е 3224 0—8 ' 9—8 
22 — 34 10 2 
а 1 о 
30. Я бя уе --0) Ре 
4-Е?) 
а-я -1 


х 1 1 
81, —. 32. => . 
т == = я (2—1)? ре (а — 1 


1 3 6 1 2 1 
аа аа Е) 
35. Ре. ой вай 
Е Е. ЕЕ Е ИЕ = 

3 3%—1 за-—э 25—40 — 243 -|- 1447 — 35-18 
Р%+\шить буквенныя уравнен!я: 
39. 28 — 26а -| (63 — в) =0. 40. 262? — (| х--1—0. 
41. ай -- аб -|- 53 — аа -Ё 63. 42. а22--1—69--(а— 5) Н(а-Е)х. 
43. (58 -|- 92) (34° —42-- 3) — (552 -| а) (32° 4= Г 3). 
44. 2542? -|- 1 — 9632 | 10ат. 45. 2 — 2.8% - и -НЫ —24%(х — а). 


46. (%--а)(х —5)(2а—=)=(5—а)(&-- 8) (% — 3). 

47. 2 — 2(2 5?) ж-|- (48—53) —0. 

48. 462 — (а* | 6? -|- 46); -- (а? -|- 92) -[ 5а6 —0. 

49. 28 — {а(&-- 1) -НЫо-Е 1) — 5}  а*-- 3—0. 

50. а62° — {[3(а--8)— а} 2 -|- 6 (а —6)*-- 2646 =0. 

51. 2? — 2=(1-- 34) — 43 -Р 13а? | 5а 1—0. 

52. 32%(12 — а?) — 25(3а3 — 4а? — 24а -{ 24) — 3а^ -- 8а3 -- 8а? — 32а --16—0. 
53. 276 - Ве -|- с?) З6е(Ъ - с)# -- 36 = 0 


1 1 02 оба о ас 
Е ЕЕ Ее ао 

а се _ № а--=\?_ [а 
В, и В аа" 


58 &--4а ые х--3а = х--2а 29. 
2 — бас-{- 608 Г 2? — вах- 8а? 2 — Зав | 12а 24° 


59. Доказать, что уравнен!е 
(1-92) - 2042 а-- 2) =0 
не имфеть дЪйствительныхъ корней. 
60. Доказать, что корни уравненя 
2 — (Руа -Н я — 5—0 
всегда дфйствительны, каковы бы ни были знаки количествъ г, $ и $. 
61. Доказать, что корни уравнен!й: 


1 1 1 а 5 1 1 
. Е а аа = Е =ч 


[7 
всегда дфйствительны, и что если @>0, оба корня 3-го положительны. 


62. Доказать, что корни уравнен1я 


(1 —@)*— (1-- 2) (х— В) (2 — с) =0 
всегда дфйствительны и вообще неравны. Указаль частный случай, когда корни д%- 
лаются равными. 


63. Доказать, что уравнен!е 


(аа - 63) — (а Е се Ра РВ З- в1"—=0 


Вы 


имфемъ корни мнамые, за исключешемъ случая, когда, 


Е. 


ати ее 
64. Доказать, что каждое изъ слфдующихь двухъ уравнен!й; 
(63 — 4ас) 2? — З[ас' Г 9е — 5 -- (61° — 41) =0, 
(@! — 5а’) 28 — 9(ас' — вазе’ — сб’ —=0 
имфеть корни дфйствительные, если 62 — 4ас < 0. 
65. Доказать, что уравненше 
(@—*)(е—)—№М=0 
имфеть корни веегда дЪйствительные, н вообще перавные; указать частный случай, 
когда корни будутъ равные. 


66. Доказать, что если корни уравнев1я 
ах? -|- 6 --в=0 
дфйствительные и неравные, то корни ур-н1я 
(«| (аз -- 25.2 с) = 2(ав — (я -- 1) 
будуть мнимые; и обратно: если корни 2-го ур-нйя мнимы, то 1-го дфйствительны. 


67. Доказать, что если т и ® суть два числа одинаковаго знака, и @, би е— 
кавая угодно дфйствительныя числа, то уравнене 


т 
д—&а 


имфеть корни дЪйствительные. 


68. Доказаль, что если уравнен!е 2-75 --9==0 имфеть корни дфйствительные, 
то уравневе 


22 ре --а-- (#-- а)(2=--р)=0 

имфеть тавже дЪйствительные корни, каковъ бы ни быль знакъ количества, 4. 

69. Каковы корни уравнен!я 

(а? — 52) 2 — (2а2-[ За6 — 63) -|- (а -- За6 -{- 202) =0 

при а—5? 

70. Къ кькимъ предфламъ стремятся корни уравнетя 

А-а — 2) О-ЕЗ--2)— 0—1 =0, 

когда ^ принимаетъ поочередно значеня: 1, —2, —1. 

71. РЬшить уравнен!е 622 — с(х —а)*—4, и изелфдоваль его корни при 6 —с. 


72. Доказать, что корни уравненя 


ба реа 


аи де 


всегда дЪйствительны. 


13. При вакомъ значени Х ур-ше (А — 1)? — 2. 1)#-- (0—2) =0 имфеть 
дЪйствительные равные корни? 


74. Доказать, что корни ур-ыя 02% --9--с—0 всегда раморальны, если 


е : 
ф— ат -- = ГДЪ а, с, т — количества ращюнальныя. 


2 р 2 


15. Доказать, что уравнене 
а-я — Ба-- в) Е КЕ-- 2) — вв —=0 
имЪфетъ корни дфйствительные, каковы бы ни были числа р, 9, г, зи Ё 
ЗатЪмъ, доказать, что услов1е необходимое и досталочное для того, чтобы корин 
были равные, выражается равенствами 
г 8 [2 
ить = : . 
1-27 29 1-1 
76. Доказаль, что еели корни ур-н1я 05 -- 65-- с =0 дфйствительны, то уравнеше 


(Зах 6)? — 2 (ах? -- 68 -- в) =0 


имфетъ корни мнимые. 
77. Доказать, что если ур-н1е 22? -- 65-- с—=0 имфетъ корни мнимые, то уравневйя 
ад? -- ве -- с -- № (2ах -- В) --2а\ —0, 
ах ве е-- а (2аз Е 6) 2ая—0 
имфють также мнимые корни. 


78. При какомъ значен1и % ур-ше (&-- ^)18 — а(2а —Хх-НЬ —2а*\ —0 имфетъ 
равные корни. 


79. Тотъ же вопросъ относительно ур-вя 22 -|[-2() —4)5-- 2-6. --3=0. 
80. Вычислить, по способу послфдовательныхь приближен, корни уравнен!й: 
а) 322 -|- 254% | 5—0 
Ь) 422 — 6255 —8—0 
с) 0,00004822 — 195 1—0, въ десятью деснтичными знаками. 
4) 3=*-{- 26155 — 540 —0, съ точность до 0,00001. 
е) 0,000007:2 --х—1-=0, съ 12-ю десятичными знаками. 
Ь 0,000249 —2=--3—0, съ точностью до 0,000001. 
8) 0,0000452 — 8х |+ 7—0, съ 11-ю десятичными знажалги. 
В) 0,0012 х—1=0, сь точностью до 0,001. 


съ точностью до 0,1. 


РУГАЕ.А. хх. 


Связь между коэффищентами ни корнями квадратнаго уравненя.—Приложения. -—По- 
строене корней квадратнахо уравнен1я.— Задачи, 


482. Теорема, Каковы бы ни были корни уравненя 
а фе Ре —0: 
1) ить сумма равна взятому сз обратныме знакомь частному оть 
раздъленая вторало коэффициента на первый, т. е. 
ф 


и? 
4% 


— 59 — 


_ 2) а произведене равно частному отз раздьлещя третьяо коэф- 
фишента на первый, т. е. 
[Я 


а 


Повьркл. Мы знаемъ, что во вефхъ случаяхъ корни даннаго уравнешя 
выражаются формулами 


и —— 8-Е У — 496 "= — У — 4ас 
М. — Ио 


2а 2а 


3 


складывая которыя, находимъ 
я-а" =— о 
и. 
а перемножая, находимъ 


ый ии С-В У — 44) (—6 — У — 496), 
° 44а? 


замЪчая, что числитель представляетъь произведене суммы двухъ количествъ на 
ихъ разность, и слФд. равенъ разноети ихъ квадратовъ, имфемъ: 


р (— 5) — (8 — 4ас)* __ 62 — (52 — 446) _ 


[Я 
4ая Ча & 


ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такъ какъ корни 2’ их”, при подетановк® 
въ уравнене, обращаютъ его въ тождество, то имфемъ два тождества 


аж с =0, ах" 95” с =0. 


Принимая за неизв стныя— коэФфищенты а, фи с, видимъ, что они удовле- 
творяютъ двумъ ур-мъ, и потому задача объ ихъ нахождени неопредфленна. 


Но вели оба равенства раздфлимъ на а: 
[И [я , | С 
2 ы — 78 а —. — 
тие =0, ия += =0, 


. 6 [Я 
то, принимая за неизвЗетныя — отношеня ай’ находимъ, что эти отноше- 
вя должны удовлетворять двумъ уравненямь, и потому задача объ ихъ нахож- 


. . |!) с 
денши опредфленна. Эти два ур-Шя и дадутъ намъ величины р и у ВЪ ФУНК- 


. . с . 
ЩИ корней. Для искхюченя Е вычитаемъ 2-е ур-не ИЗЪ 1-го и находимъ 
72 1/9; ь .. и} — 
(а) и) =0. 


Положимт, что 252”; въ такомъ случа позволительно сократить ур-н!е 
на количество х’— 2” (какъ неравное нулю), и получится 
Ч у ь г #/ [ 
&--я"-- — —=0, откуда д" = бт. 


и 


= 59 


ь } 
Внеся выфето -х Равную ему величину —(#-- 2”) въ первое уравнене, 
найдемъ 


(ия -- = —=0, или — жа’ = —=0, — откуда 
вые 
а 


. В : 
Теорема доказана; но опредфлене р сдфлано въ предположении, что корни 


неравны. Остается доказать, что теорема справедлива и въ случаз равныхъ 


Ги) 

корней. Мы знаемъ, что если корни равны, то каждый изъ нихъ == — ыы 
ь с 

слВд., ихъ сумма — — =; а отеюда, какъ и выше, найдемъ, что 25” = и 


ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такъ какъ 2’ и 2” суть корни уравненя 
аа -|- 58 -- ве =0, то триномъ 22? -|- 62--с обращается въ ноль при подета- 
новиЪ въ него хи 2” выфето х, и слЪд. длится какъ на 2—5’, такъ и на 
х— 2": сщбД., если 2’ не равно 2”, то этотъ триномъ, на оен. теоремы & 68, 
Длится и на произведене (х —2')(х — 5”), а какъ дёлитель —одинаковой сте- 
пени съ дёлимымъ, то частное будетъь нулевой степени относительно х, и по- 
тому приводится къ одному члену, имепно къ частному отъ раздёленя перваго 
члена ах” дфлимаго на первый членъ 2% дфлителя, что даетъь а. Итакъ 


патоки 27), 


пли, раскрывъ вторую часть и расположивъ по степенямъ буквы х, находимъ 
тождество 


ал -|- ес = а — ах --х’а -- ай” 
а отнявъ отъ обфихъ частей по а"; 
ие - а-я) Наш". 
Отеюда, по теорем $ 73, имфемы 
= —а(-Р а") п ва, 
выражая изъ 1-го равенства 2'’-|- 2”, а изъ 2-го 22”. находимъ: 


ГИ) с 
и. 1! и 
а’ @ 


И это доказательство предполагаеть, что 2’ $2. Но нужно замфтить, 


что вели найденныя соотношеня вфрны, когда корни различны, то они при- 
ложимы и тогда, когда корни разнятся между собою какъ угодно мало, а по- 
тому справедливы и для равныхъ корней. 


483. Примъчане. Если уравнене имфеть видъ 
#*--э2--9=0, 


то, чтобы перейти къ нему отъ уравненя а2°--55--с==0, надо положить: 
й-=1, БЕ 60, 


оба 
Тогда Формулы соотношев!й примутъ видъ: 
За 9; ия = ==Ь— р; 


елёд., сумма корней уравнемя х-рх--4==0 равна коэффишенту при 
первой степени неизвиетнало, взятому съ обратнымь знакомь, а произведеще 
корней равно извъстному члену. 


484. Сльдствтя. 1. Вычиелить разность корней уравнея ах? -|- 6х -|- 
с —=0, не рёшая уравнешя. . 


Обозначивъ разность корней буквою 2, можемъ выразить 2* по сумм» и 
произведеню корвей; на самомъ дфлф: 


а (а Зах” — 4х" 
52 46 _ 12—49 
и! их НЕВЫ —- 
=(@#- =”) — а откуда 
„— М 4ас 
а 


Тоть же результатъь нашли бы и прямымъ вычитанемъ корней. 
П. Когда извфетенъ одинъ изъ корней квадратнаго уравненя, то другой 


можно найти, не рЪшая уравненя, а: 1) раздфливъ произведеше корней (=) 


на извфетный корень, или: 2) вычтя извфстный корень изъ суммы корней, 
ь 

т. е. изъ ——: 
а 


‚1 1 1 
ПримъръЪ. Рюииийиь уравнене Е в — нЕ - 5 5. Прямо видно, 


что уравнене имфетъ корень х’=а, ибо при х=а об части двлаютея тож- 
дественными. 


Для нахожденя втораго корня приводимъ уравнев!е къ цфлому виду: 
(24-х? - (5* — 20*)х — а (а-- 5) =0; 


: в И $ 
й разкфливъ произведеше корней НЕ на извфетный корень а, найдемъ 


2а--6 
другой корень 
| а (а--5). 
а 
Можно решить это ур-не и другимъ праемомъ; нанишемъ его въ вид 
1 1 1 1 ) 
Рае ли (а—2)[(#-Р)(а-Ро- а] =0, 
Приравнивая нулю первый множитель, находнмъ одинъ корень 2=—а; 
приравнивая нулю второй множитель, получаемъ ур-не первой степени 
(#--®)(а--о-а==0, 


откуда и найдемъ второй корень. 


Ш.— Кода коэффищентия уравненя соизмюримы, то дийствитильные 
корни или оба соизмъримы, или оба несочзмьримы, потому-что ихъ сумма, 
напр., сорзм$рима; м кода они несоизмиримы, то сопряженны. 
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[У.— Коюа каэффииенты ур-ня дъйствительны, то или оба корня дьй- 
ствительны, или оба мнимы, ибо ихъ сумма дфИиствительна, и кода они мни- 
мы, то сопряженны. 


Переходимъ къ изучению приложен теоремы $ 482. 
485. Приложене Г. Изел6доваше, & ргтог, корней квадратнаго уравнения. 


Опредьлеще.— Изсльдовать & ртзот квадратное уравненае значить: не 
рьшая ею, опредълить, будуть-ли корни ею дъйствительные или мнимые; 
козда они дъйствительны, узнать — равные они, или неравные; въ случаль ить 
равенства, указать ить общую величину, въ случаь же неравенства указать— 
‘одинаково они знака, или имъють знаки противоположные; если имтоють 
оби знак, то указать—какой именно; если же знаки корней различны, 
то указать знакъ корня, имъющалю большую абсомотную величину. 


1. Если окажется, что 


Ь?— 4 < 0, 
то корни уравненя будуть мнимые сопряженные. 
2. Если 
$2 — 496 —0, 


то мы знаемъ, что корни уравнешя дъьйсивительные равные, и общая вели- 
чина ихъ есть. 


3. Наконець, если окажется, что 
$ — 406 >0, 


то заключаемъ, что ур-не имфетъ корни дъйствительные неравные. При этомъ 
сл®дуеть замфтить, что для опредвченя знака разности 6*—4ас не веегда ие- 
обходимо вычиелять эту разность, а именно если ас < 0, т.е. а и с инъють 
знаки противоположные, то разность 6°— 4ас необходимо положительна. 
Въ самомъ ДВлЬ, если ас <0, то можно положить 496 = —&*, гдф — ©? 
количество существенно— отрицательное, и олд. 52 — 46 = 0% — (— ©) — 4-2, 
а сумма квадратовъ дЬйствительныхь количествь существенно положительна. 
значить при ав < 0 корни уравненая безусловно дъйствительны. 


Вогда уравнен!е имфетъ корни дЪйствительные и неравные, то: 

Если =>0, т. в. произведен!е корней положительно, оба корня имжютъь 
одинаковые знаки. Но если знаки корней одинаковы, то общ знакъ будетъ 
такой, какъ у ихъ суммы, которая равна —. 

Отстода: 
ели 256, то р будеть количество отрицательное, и саФи. оба корня 


отрицательны. 


ь Г 
Если 5 <0, то — = положительно, и потому оба корня положительны. 
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[Я В - 
Коли же —<0, т. е. произведеше корней отрицательно, то знаки корней 


противоположны. Но въ такомъ случа® сумма ихъ имфеть такой знакъ, какой 
у корня съ большею абсолютною величиной. Отсюда: 


Еели —— 0, то сумма корней —^ будеть отрицательна, и слёд. боль- 
пий, по абсолютной величин®, корень отрицателенъ. 
Если же < 0, и сл. — о > 0, то больший корень положителенъ. 
Примзры.—[. Изсльдовоить корни уравнешя 
ТЗ 5 =0; 


въ данномъ случав 62 — 4ас —= 3" —4ЖХ7Ж 5 = — 131, т. е. количеству от- 
рицательному, слфд. корни — мнимые. 


П. Изсльдовать корни уравненя 
9 12%--4=0. 
Такъ какъ коэфоищенть при 2 четный, то составляеть разноеть © — ас; 


имфемъ 6 — ас =6* —9Ж4=0, а потому корни ур-вя дъйствительные 


ГД 6 2 
равные. Общая величина ихъ —= — Е 


Ш. Изсльдовать корни уравненя 
32° —82-4=0; 
3 — с —=4"—3Ж4=--4, слёд. корни дъйствительные неравные. Произве- 
деше корней —-|- 5, т. е. положительно, слёд. знаки корней одинаковы. Сум- 


8 
ма корней —=-|- т е.> 0, слёД. оба корня положительны. 


ГУ. Изсльдовать корни уравненя. 
82*-- 57% -- 10 =0; 
$? — 40 —517? —4Ж8Х 10=-- 2929, количеству положительному, поэтому 


: 10 ы 
корни — Пйствительные неравные. Произведене ихъ, равное -- 5. положитель- 


но, олд. знаки корней одинаковы. Сумма корней, равная —©, отрицательна, 
слёк. оба корня отрицательны. 
У. Изсльдовать корни уравненя 
342 —8%#—3=0; 
а и с имфють знаки противоположные, елфд. корни—йствительные неравные. 
Произведене ихъ, равное — 1, отрицательно, потому знаки корней различны. 


8 ь 
Сумма корней, равная -! --, положительна, слёд. больший по абсолютной вели- 
чин% корень положителенъ. 
УТ. Изслюдовать корни уравнемя 


3272 | 8& —3=0; 
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а и ве — разнаго знака, сл®д. опять корни уравненя дфйствительные, неравные 
и разнаго знака. Сумма ихъ, равная ыы етрицательна, слфд. больший по 
абсолютной величинЪ корень отрицателенъ. 

486. Приложене И. Составлене квадратнаго уравнентя по даннымъ корнямъ. 


Пусть требуется составить квадратное уравнен!е, корнями котораго были 
бы количества @ и В. Некомое ур-н1е должно быть вида 


2--уе--9=0; 


нужно опредфлить коэофищепты ри 9; соотношеня между коэооищентами и 


корнями даютъ: 
—=— (а-- В), ч=«.В; 
искомое ур-в1е такимъ образомъ есть 
28 — (х-- Ве аВ=0. 
: в. Е: 
ПримъРы [. Ооставшнь ур-нме, котороло корни были бы: т а 
Искомое ур-ше должно быть вида 


2-25 9=0, 


причемь должно быть: 


И: 9-Я 355 В 
2=—{5-2)=5, а=ъ' (-з)= 20 
слфи. искомое ур-Не будетъ: 
о з —6= 
2*-- орт = 0, пли 205--7х —6—0. 


| а ь 
П. Составить ур-нае, корнями которо были-бы ЕВ и 
Иекомое ур-н!е должно быть вида 
ара 4=0 
= и В а ъ 4 . 
ве (Е) = —№ аа м 


сл$д. ур-не будеть 
2-62 аб 

—^ рии 5" 2- а ПИ (а — 6?) — (а -[ 53) 5 | в =0. 

Ш. а квадраипное уравненде, съ соизмтримыми коэффишентами, 
которое имтло бы корень Б—З/Т. 

Искомое уравене должно быть вида 

Ру а=0; 

такъ какъ, по условю, ри 9 должны быть соизмьримы, и мы доказали, что 
ур-н16 съ соизыфримыми козоищентами, имфющее корень 5 — 3/7, иметь дру- 


той корень сопряженный еъ первымъ; слфд. второй корень будетъ 53/7; 
поэтому 


р=— (5—3 5-3 =— 10; 
ч=(5—3/7)(5--3/)=- 38; 


О ы 


сяд. искомое уравнене есть 
д — 10% — 38 =0. 

Примъчанае.— Задача эта опредфленна только тогда, когца существуетъ 
услов!е, чтобы коэооященты искомаго уравнен1я были соизмфримы; если этого 
требованя нфтъ, то задача неопредфленна, ибо существуетъ безчиеленное мно- 
жество квадратныхъ уравненй, имфющихъ данный корень; такъ, уравненя, 
нывющЕя корень 5 — 3/7 (называя другой корень буквою ^), суть 


2 — (5—3) +^6-3/)=0, 
тд» ^— произвольное количество. 

Въ $ 471 мы видёли, что услове, чтобы квадратное ур-н16 с% соизмюри- 
мыми коэффииентами удовлетворялось несоизивримымъ значенемъ о /В 
неизвзетнаго, выражалось двумя соотношенями между коэоопщентами. Взявъ 
эти соотношеня, мы имфли бы два ур-вя, изъ которыхъ могли бы получить 
уже найденныя значеня для ри 4. 


ГУ. Составить квадратное ур-не, съ дъйствителными коэффищентами, 
имющее корень 2-34. 


Искомое ур-Ше иметь видъ 
я --ра-р9=0; 
для опредъленя р и 4 замфчаемь, что ур. сё дюйствительнями коэффииен- 


тами, имфющее корень 2-|- 3%, имфетъ другимъ корнемъ мнимое сопряженное 
выражене 2 — 3%. Отсюда 


р—=— (2--3-2— 3) =—4, 4= (2 -+ 3%) (2 — 38) =13; 
и искомое ур-н1е будеть 2 —42--13=0. 

Примьчане. Задача эта опредфленна потому только, что на коэфФищенты 
наложено ограничене, чтобъ они были дъйствилиельны. Если этого ограничения 


ныть, задача неопредёленна; называя буквою ^ совершение произвольное коли- 
чество, дЪйствительное или мнимое, получимъ уравнене 


2 — (А-З НА (2 -{ 39) =0. 
необходимо имющее одинъ изъ корней равный 2 -|- 3%. 

Если бы мы прямо выразили, что 2 -- 3 удовлетворяеть ур-нио 2*-|-рх 
-41=0, то (ем. $ 473) въ случав дЪйствительныхь ри 9, нашии бы рва 
ур-в1я для опредвленя ри 4, именно: 
| 4— Э--а- 2 =0, 12 -- Зр =0, 
откуда нашли бы р—=—4, 94—13. 

487. Приложене ПП. Преобразовае корней квадратнаго уравнения. 

ЗАДАЧА [. Дано квадратное уравнене ах? —- 5х -- © —= 0; составить 9ру- 
з0е уравнене, которою корни отличались бы отъ корней даннало тольчо 
знаками. 

Искомое уравцене будетъ виа 


2 -Нрх-|-9=0. 
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если корни даннаго ур-н:я обозначимъ буквами х’и <”, то корни новаго должны 
равняться —’ и — 4": подъ этимъ условемъ и нужно опредфлить ри 9. Итакъ 


Е ВЕ О АИ п__ В. 22% / у ти — ®. 
рии 8, а). (и 


СлЪд., искомое уравнене будетъ 
ъ [Я 
п— а. =0, или ах — 9х -- с =0. 
Легко виДфтТь, Что мы ею получимь прямо изь даннало, подставивъ въ 
посльднее — Х влмьсто х. 


ЗАДАЧА П. Дано квадратное ур. ах?-- 5х | в = 0; составить 9рулое 
ур-не, корни которало были бы обратны корнямь даннало. 


Пусть корни даннаго уравненя будуть х’и 2”. Мы хотимъ составить урав- 


1 
т слфдовательно 


===) = 


11 ный а 


нее, х*--72--9=0, корнями котораго были бы ; | 


= СЗ 


= д 1х ‘а с 


Такимъ образомъ, искомое ур-е будеть 


а —0, = ши са 8 а—0. 


1 
этоть же результать мы найдемъ, если вт. данное ур. подставимъ _ выЪфето 2; въ 
самомъ дл, подстановка эта даетъ 
а ь 
я =0, пли ся - 9х - а=0. 
Итакъ: уравненае съ обратными величинами корней выводится изь даннало 


1 
залтною х обратнымь ему количествомь 5 ы 


ЗАДАЧА Ш. По данному уравнензю ах? -- Ъх -|- © =0; составить друюе, 
корни которало равнялись бы корнямь даннало, сложеннымъ съ даннымь коли- 
чествоме ). | 


Пусть корни даннаго уравненя будуть х’ и 2”; требуется составить урав- 
неше 2*--р2--9==0, корни котораго были бы а/ + Л их’- Л. Сл$довательно 


(ина) =); 
ое -Е Аа" -А а (и -м о м. 
Требуемое уравневе есть, сл®доват., 
*--(>-— 2) -| (^*— 2-2) =0, 
пли ал? | (6 — За) -- (а^* —вА-- в) =0. 
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Этотъ результать мы нашли бы, вели бы въ данное ур-Не вмфсто 2 под- 
ставили х— Л; въ самомъ дфль, подстановка эта даетъ 


а( — № — ХЛ --е=0, 
или, раскрывая скобки и приводя члены въ порядокъ, 
х ал? -|- (6 — За) -- (а — 6 -- в) =0. 


Итакъ: уравненме съ корнями данноло, сложенными с5 \, выводится изъ 
даннайо замъною х биномомь х—^. 


ПРИМЪРЪ. Ооставить уравнене, которало корни были ды больше кор- 
ней ур-тя 32% — 55 —4—0 на 2. 

Замфнивъ въ данномъ уравнени х разностью х— 2, имфемъ: 

3(#— 2) — 5(1—2)—4=0, или 34°—172--18=0. 

488. Эта задача важна по своему отношеню къ сафдующимъ двумъ во- 
просамъ, вотрёчающимея при изелфдован!и задачь второй степени. 

ВопрРосъ 1. Выразить, что оба корня квадреитноло уравнещя 

а? 8 -- в ==0 


больше даннало количества \. 


Если корни уравнешя пазовемъ буквами л’и <”, 10 но условшю должно 
быть 


х>лих”>), пли, что то же, х—А>0из’—^>0... (1). 


Если теперь по данному уравненцо мы составимъ такое, котораго корни 
равнялиеь бы х’—Лиз”—^, то найдемъ требуемыя условя, выразивъ, что 
корни новаго уравненя должны быть положительны (въ силу 1). 


Для составленя новаго уравнен!я, нужно въ данномъ зам нить х разностью 
х--^; сдфлавъ это, найдемъ: 


а? - (6 -|- За^)а — (а 8-5 -- в) =0....... (2) 
Чтобы корни этого ур-в:я были положительны, необходимо, чтобы: 1) ихъ 


произведен!е было положительно; 2) ихъ сумма была положительна. Итакъ, 
требуемыя условля будуть: 


1) ЕЕ 0, или, умноживъ 06% части на а”; 
Е у 
а(а\-|- 6-е) > 0; 


-—>0, или, умноживъ 06% части на — а*: 


аъ -- За^) < 0. 
Примъчиие. Чтобы выразить, что корни даннаго ур-шя оба меньше 2, 


необходимо выразить, что корни ур-Шя (2) оба отрицательны; сдфлавъ это, 
получимъ условия: 


а(а/*-|- 5 -- с) > 0; а(ь + 2а^) > 9. 


ВопРосъ П. Выразить, что данное количество \. заключается между 
корнями ур-тя ах [хе =0. 


5) __6 =. 2а^. 


ее ВУ 


Пусть корни даннаго уравнешя будуть л’и 2”, причемь 2х’< 5”. 
По условю должно быть: 


т<л и >», ши х—л<0 и х"—^>0....(1) 
Ур-не, имбющее корни 2— Л и 1”—^, есть 


аж? |+ (6 -- За) -Ё (а -НЬА- в) =0. 

Въ силу неравенствъ (1) корня этого ур-Ня должны имфть противополож- 
ные знаки, слёд., необходимо и достаточно, чтобы ихъ произведеше было отри- 
цательно, т. е. чтобы 

2 
ве или  а(а^- Ао) < 0. 
-`489. Приложенде ТУ. Найти соотношеше между коэффищентами квадрат- 


наго уравнешя подъ условемъ, чтобы между корнями уравнешя существовала 
данная зависимость. 


ЗАДАЧА [. Какая связь должна существовать между коэффииентами 
уравнемя ах*-- хр с—=0, чтобы ею корни х’и х’ удовлетворяли условию 
рх’ — ах’ = 1? 

Рышивъ данное уравнене и подставивъ найденные корни въ равенство 
рх’ —45'—т, найдемъ требуемое услове. Но обыкновенно требуется дать иско- 
мое условше, не ршая ур-нйя; этого доститнемъ слфдующимъ премомъ. 


Говоря, что х’ и =” суть корни даннаго ур-н!я, мы выражаемъ этимъ, что 
_ они удовлетворяютьъ ур-мъ: 


ни” = — 


И ях —— 


э | <" 


и наоборотъ. Слфд., задачу можно формулировать такъ: 


Какова должна быть связь между коэффииаентами даннало ур-нля, что- 
бы х’и х” удовлетворяли тремь ур-мз. 


фи’ — 9х’ —, ях —=— 2, а =. 
Очевидно, рёшивъ два изъ этихъ ур-н! (и проще первыя два, какъ ур-вя 
1-й степени), мы найдемъ требуемое услове, подетавивъ найденныя рёшеня 
вЪ 3-е. Первыя два даютъ: 
‚ __ @"— 64 п__ ра". 
— «р 7 = а(р- 9’ 
подставляя въ третье, найдемъ: 


ее =, Иди (ат — (и) -Рас(р-Ё 4) =0. 


Это и есть требуемое соотношене. 


ЗАДАЧА П. Опредълить ). токъ, чтобы корни хи х” уравненя 
(2^ — Па - (5-1) - (3-1 =0 


. 3 
или отношене - ° 
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Согласно условю, корни должны удовлетворять уравненямь 


Я й / „_ _ 51 / и__ЗА-1. 
2—3", а И 2—5 
Рьшая первыя два, находимъ 
‚__ 3-0 м — А, 
м С о 5) 


внося въ третье уравнен!е, имфемъ 


ЕЮ шв 66-1 — 25-10-10: 


это и есть соотношене, которому должно удовлетворять А; располагая по сте- 
пенямъ ^, имфемъ 


ЖА? -- 854-31 =0, 
31. 
—` 85 
Провфримъ, дЬйствительно-ли эти значен!я ^ суть требуемыя. 


откуда оо — 


Во-первыхъ поесмотримъ, каковы корни даннаго ур-@я при Л=со; для 
этого выносимъ ХЛ за скобки: 


1 1 ' 

А [(2— ху (5+ хе (3-х) =0; 
отсюда видно, что когда Х приближается къ безконечности, корни даннаго ур-вя 
стремятся къ предфламъ, удовлетворяющимъ ур-вю 2*-|- 5х-[--3==0, откуда 


Е 5 и” = — 1; отношене 2’: 5” дЬйствительно =3 : 2. 
Во вторыхъ, при ^=— 5 данное ур-не беретъь видъ 14752--70%5--3 
—0, откуда = — 5, = — = дЬйствительно 2’: 2” =—3:2. 


490. Приложене Г. Какому условю должны удовлетворять ноэффищенты 
двухъ квадратныхъ уравненй 


ал фд--с=0, ...(1) аноде =0,.... (2) 
чтобы эти ур-Ня имфли одинъ общ корень? 
ПЕРВОЕ РЪШЕНТЕ. Пусть корни ур-вя (1) суть хи В; ур-ня (2) 
и В’, гдБ «—общШ корень; мы имбемъ 4 уравненя 
[2 
(иво -.- 8) Докажемъ, что для того чтобы данныя 
с .(4) ур-н1я имфли одинъ общий корень, необхо- 
а димо и достаточно, чтобы ур-ня (7) съ 
«+ 8=— к ‚.. (5) тремя неизвЪетными ©, Ви В’ _ пыли но 
@ крайней мёрф одно общее рёшене. Въ ва- 
ее .(6) момъ дьдь: 
а 


1) Если ур-нйя (1) и (2) имфютъь общий корень «, то ур-ня системы (7) 
будуть удовлетворены этимъ корнемъ а и двумя не общими корнями В и В’. 


к. ИВ 


2) Если ур-вя (7) имбють общее рёшене (х, 8 и В’), то: корни & и В, 
удовлетворяя ур-мъ (3) и (4), служать корнями (1), ах и В’, удовлетворяя 
(5) и (6), будуть корнями ур-вя (2); т. е. и“ и будетъь общимъ корнемъ дан- 
ныхь ур-н. 

Итакъ, искомое услове есть услоше, при которомъ сиетема (7) имфетъ 
общее рьшене; это услове найдемъ, исключивъ о, Ви В’ изъ ур-н системы 
(7). Вомбинируя (3) и (5), имвемъ 


в— аи, ...- (8) 


комбинируя (4) съ (6), получимъ 


ие... (9) 


. сй — ас’ 
он, “— и —ш 
с(аб' — 5’). 
Сад. изъ (4) инфень В. ее, ` 


Подставляя эти величины въ (3), и найдемъ искомое услов!е: 


ва — ав | са’ — 9%) а 
а аа +в = ь. 


что не трудно пригести къ виду 
(си — ас’)? — (а — В) (5е' — в6') =0. 


ВторРОЕ РЪШЕНТЕ. Полагая @ и а’ отличными отъ нуля, и умноживъ ур. 
(1) наа,, а (2) на а, замфнимъ ихъ двумя слёдующими, имъ тождественными: 


аа’ -|- Бах са —=0,. ... (10), аа та -- а’ - ас. =0,... . (11) 
изъ которыхъ тотчасъ выводимъ слфдующя замфчаня: 


1) Если аб’ — фа’ —0, то ур-вя не могутъ имфть никакого общаго рше- 
Ня, если въ то же время не будеть и ас’— са’ =0; но въ такомъ случаь оба 
ур-ня дфлаются тождественными, иначе говоря, имють два общихь корня. 

2) Евли ас’ — са’ —=0, то ур-шя не могутъ имфть ни одного общаго корня, 
если приэтомъ не будеть и 96’ — 6—0; но тогда опять оба ур-ня будуть 
тождественны. 

3) Изъ сопоставленя этихъ замфчан выводимъ то заключене, что если 
два квадратныя ур-н1я имфють одинь только общиЙ корень, то разноёти а/’ — ба’ 
и ас’ — са’ отличны отъ нушя; слёд. по крайней мфрф одно изъ чисель сис’ 
не есть ноль. 

Зная это, вычтемъ изъ (10) ур-н1е (11); найдемъ 

(а — ща) -Н ас’ — ва =0,..... . (12). 

По извфетному принципу, система (1) и (2) тождественна системв (1) и 
(12); слфд., обний корень, м. б. найденъ изъ послёдней системы; а какъ ур. 
(12) есть ур-не 1-й стешени и саЪд., имфетъ только одинъ корень, значитъ, 


если данныя Ур-ня имфютъ обний корень, онъ дояженъ быть 


ас’ — —е', 


ты 
а а. 


— 64 — 


Будучи общимъ корнемъ системы (1) и (12), онъ колженъ удовлетворять 
ур-вшю (1); такъ что искомое услове найдемъ, подставивъ найденное для х 
значене въ ур-ше (1). Итакъ 


а(ав — а'с)* (ас — вс) > 
РИ") И" ВЫ 6, 


что легко привести къ виду 
(ав — а’с)* — (а’— 5) (6—5) =0, ...... (3). 
соотношене это просто, симметрочно и легко удерживается въ памяти. 
Его можно представить въ другой ворм%. Раекрывъ скобки и умноживъ вс% 
члены на 4, найдемъ: 
Дас”? -1- 4с?0/ — Заса’с’ — 4а6’5ес’ — 466’ | 46а | 46 ав ==0, 
или, придавъ и вычтя 676”?, можемъ дать ему видъ: 
626’ | 4ас? | 4е?а/ — 40 ас' — 45а | Зае'са, — 96" -|- 4асф" 
| -- 4а’65? — 1басае = 0, 
или (№ — 2а6' — 2са')* — (5° — 406) (5? — 496) =0 .... (14). 
Примичане Т. Обний корень ращюналенъ; слЪд. онъ не м. 6. мнимымъ. 
Слёд., когда два квадратныя ур-ня имфютъ одинъ общий корень, вс ихъ корни 
дЪйствительны и потому 
$" —4% > 0 и  — 4’ > 0. . 


Это же можно видфть и непосредственно. Если квадратное ур-не имфетъ 
корень «-[Г В, то другой его корень будеть « — В; а елфд. воли два ур-вя 
иижють одинъ общ мнимый корень, то они имфютъ два общихъ корня и слфд. 
тождественны. 


Примъчане П. Мы замфтили, что два квадратныхъ ур-вя не могутъ имфть 
общато корня, если ас’— са’ —=0, и приэтомъ аб’— фа’ отлично отъ нуля. 
Сл»дуетъ прибавить: исключая случая, козда в—=6' =0. 

Въ самомъ Вл, въ этомъ случаВ ас’— са’ =0 и ур-щя будутъ 

а -- 65 =0, а’? 9х =0; 
очевидно, что они имфютъ облий корень х=0, и что два друме корня, опре- 
ДФляемые ур-мя 
аз | —0, ах-Ни =0 
различны, ибо по положению, аб’ — Фа’ не равно нулю. 

Замфтимъ, что соотношеше (13) удовлетворяется и при с—=6’—0; слЪд., 
оно общее и примЪнимо и къ исключательному случаю, © которомь идеть рчь. 

491. Приложене ТТ. Услове, при которомъ два квадратныхь ур-мя имб- 
ютъ два общихъ корня. 

Г. Называя обпие корни уравненй а2? -- 65 --е—=0 и 927 --Бж--е =0 
буквами хи В, будемъ им®ть 

ь 


а 8=-—2, &В=—=, а8=°, 28 —=<; 


Эти условя, будучи необходимы, вмфет® съ гфмъ и достаточны, ибо, какъ 
скоро они выполнены, то называя общую величину равныхъ отношенй (1) 
буквою К, имфемъ: а—=аК, И=6К, с=еК и потому второе уравнене бе- 
ретъ видъ К(ах* -|- 55 |- с) =0 или а2*-- 5 -- с =0, т. е. ничфмъ не отли- 
чается отъ перваго, а слФД. имфетъ тфже корни какъ и первое. Итакъ: 


Чтобы два квадратныхь уравненя имъли два общихь корня, необходимо 
и бостаточно, чтобы ижь коэффииентя были пропорипональны. 


П. Можно это услов!е вывести иначе. Выше мы видфли ($490), что пола- 
тая аи а’ отличными отъ нуля, можно одно изъ данныхъ уравненй зам%- 
нить ур-мъ 

(а5’ — 6%) -- (в — ва) =0. 

СяЪд., если данныя ур-мя имфютъ два общихъ корня, то полиномъ 
(а5’— 6) «-- (ас’ — са’), будучи первой степени, пдолженъ обращаться въ 
ноль при 9692ъ различныхъ значеняхъ 2, а потому ($ 71) ‘онъ долженъ быть 
тождественно равенъ нулю, а для этого ($ 72) необходимо и достаточно, чтобы 
его коэхоищенты равнялись нулю, т. е. чтобы 


в и 
а’ — фи —0 ий а6’—са’—=0, отвука «==: 
492. Приложеще ГП: — Найти два числа, зная ихъ сумму № и про- 


изведене Р. 


, 


Очевидно, искомыя числа суть корни уравненя 
2 —5-ГР=0..... (1) 
вЪ самомъ д№я%, сумма корней этого ур-юя равна 5, а произведеше Р. 


ПримърЪъ.__Найти два числа, которыхъ сумма равнялась бы 13, а про- 
изведеше 40. | | | 

Искомыя числа суть корни ур-я 2°—135--40—0; рёшая его, нахо- 
Дим: 2—8, 2”=5. И въ самомъ дфль: 8-75—13, 8Ж5=40. 

Чтобы задача была возможна, необхедимо, чтобы ур. (1) им ло корни д®й- 
ствительные, т. е чтобы разность 5% — 4Р была положительна или нуль: 


5" — 4Р = 0; 
отеюда Р= (>) 


т. в. наибольшая величина (тахптиш) произведеня 0вухь чисель, положи- 
эпельныть или отрицательныхь, импющихь постоянную сумму, равна квад- 
дату ить полусунмы. | 
Если бы требовалось набиии два чиела, зная ить разность би произве- 
5 
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дене Р, то задачу эту можно бы было свести къ предыдущей. Въ самомъ дёл%, 
если искомыя числа будуть 2’ и у’, то по уелов!ю задачи имфемъ 

я—У=б п УР: 
но положивъ — у’ —2”, дадимъ этимъ ур-мъ видъ 


ия” =, яд” = —Р, 
сд. хи 2х” суть корни уравнешя 
4—6 —Р=0. 


Если 9 положительно, сл. х —у’>0, то для х нужно взять болывй 
корень ур-Шя, а другой корень, взатый съ обратнымъ знакомъ, даеть у. 
Если 6 отрицательно, нужно сдфлать наоборотъ. 


Услове возможности задачи выразится слдующимъ образомъ: 
62 
я -- Р>0, 


62 
откуда видно, что при Р положительномъ задача веетда возможна, ибо РЕ 


будеть представлять сумму двухъ существенно положительныхь количествъ. 


493. Приложеще УП. — Найти сумму одинаковыхъ степеней корней. 
квадратнаго уравненмя а2?-|- 5-е =0. | 


Пусть корни будуть 2, и х,; требуется вычислить 2,” -|-2,", не рЫшая 
ур-ня. Сумму эту для краткости будемъ обозначать знакомъ 5». 


1. Во-первыхъ, мы имфемъ 
Г/) 
= %=— 
П. Чтобы найти №5, возьмемъ тождества 
ах 6, 1 е=0.... .(1), аа. е=0.... (2) 
сложивъ ихъ, найдемъ 


а, -- 5, --2е=0, откуда 5 = 


62 — 2ас 
аа ` 


Этотъ результать можно найти иначе, замфчая, что 
в 9 
р ров *_. ——— =. 
де вай = (а, 2, — 29.9 = В — п 


Е. Чтобы найти $,, помножимъ ур. (1) на х,, ур. (2) на <, и сложинЪ 
ихъ почленно, что дает: 


25, 5,08, —=0, она 8,=— 92°, 


@ 


или, замфняя №. и \, ихъ величинами: 


(52 — 3ас) 
а 


Этотъ результать можно найти иначе, замфчая, что 


3 
д те (а, -- 2.) — За, (а, р) == — а 
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ТУ. Помножая тождества (1) и (2) соотвётетвенно на 2.’ и 2, и скла- 
дывая, найдемт 


а $ — 4а63с -— 2а2с? 
а, 05, 1 $, =0, откуда пе АА, 
Иначе найдемъ этотъ результатъ, замфчая, что 
5 208 90 
вина, = (2,2 -|- 2,*)* — 2(412,)* =(— <) — а’ 
Вообще, легко найти №„, зная суммы $, и №; ибо, помноживъ тож- 
деетва: (1) на х,"”-?, (2) на 2."-?, и сложивъ, имфемъ соотношене 
аб Е 65-1 ея 68.5 == 0, 
въ которомъ и содержится общее рфшен{е задачи: при ея помощи можно по- 
порядку вычислять $5, №., №... 
Такъ, полагая %==2, имфемъ уравненше а5,-|- 65, -|- 8, =0, въ кото- 


ромъ =—2, 5, =, °-Р м. =1--1=2; слёд. 
5? 96 
=. 
Положивь ж=3, имфемъ 25; -- 0$, | с, =0, откуда 
В 9 2% с $ 63, 36 _ 
ха-ха ант. 


494. Пусть требуется найти сумму одинаковыть степеней обратныхь 
величинь корней квадриитноло уравненля. 


Называя эту сумму черезъь 3_„, имфемъ 


= Е - - |= ая аз= ет : 


р т т с \"› 
а 


с 
Такъ напр., отсюда найдемъ: 
1 1 — 26 1 1 {52 — Зас). 
ЕРы=- за я= и Е а 
$8 — 4269 -- ас. 
д — ы ; ит. п. 


495. Построене корней нвадратнаго уравненя. 
Рашая геометрическйй вопросъ съ помоп!ю алгебры, веегда получаемъ 
уравненя однородныя; тая ур-Шя мы и будемъ разематривать. 


1. Уравнене вида 2*—т.ю даетъ пропорщю %®:2=2:9; сл. поетрое- 
ше ливи х приводится къ нахождению средней пропорцональной между ли- 
нами т и ®. 


2. Пожное уравнеше. Обозкачая буквами ри # отношешя двух ли къ 

° линейной единиц®, имфемъ четыре вида ур-н!: 

жаре =0; 2—0; рф =0; 2—0. 
5% 


= 63 = 


Такъ какъ первое выводитея изъ втораго, а третье изъ четвертаго перё- 
мфною х на — 1, то достаточно построить корни 2-го и 4-го. 

Предетавивъ 2-е съ видф 2(р— 2) =, замфзаемъ, что вопроеъ приво- 
дитоя къ поетроеню сторонъ хи р — х прямоугольника, равновеликаго квад- 
рату стороны Ё, зная сумму измфревй прямоугольника. 

| Для этого на прямой АВ=р 

описываемъ полуокружноеть; въ точ- 

9 кЪ А возставляемъ къ лини АВ пер- 

пендикуляръ АЕ и черезъ точку 

Е проводимь прямую ЕО параллельно 

АВ, пересфкающую окружность въ В 

и Е. ФТегко вадЪть, что прямая 

ЕЕ — АС изображаеть одинъ корень 

ур-вя, а лишя ЭЕ—ВС — другой. 
Г] в Въ вамомъ дл» 


Черт. 7. Аб -- ВС —=АВ =», 
АС Хх ВС — СЕ — АЕ? — 2. 
Для возможности задачи необходимо, чтобы прямая ЕО ветрёчала окруж- 


ыы 
м 


ЕЕ 
А 


ность; слфд. задача невозможна, когда АЕ > 06 = — 


тому-что при этомъ усзови ЕР не ветрчаеть окружности. Когда АЕ=06 — 


или когда > >, по- 


АВ р 

5 Ияй &=5, прямая ЕР касается окружности въ точк% @, и корни по- 
АВ 

. 2 

прямая ЕП пересфкаеть окружность, и корни получаются неравные: АС и СВ. 


лучаются равные А0— 08 —= : . Наконець, когда АЕ < 06 —= 


2 . 

Все это вполн® согласно еъ тфмъ, что при увлови #> =. корни уравненя 
у 

Е мнимы, при ит дфйствательные равные, 


у 
а при < т. дъйствительные неравные. 


Четвертое ур-не приводится къ виду 
2(% —р) = и соотвЪтетвуеть вопросу: по- 
строить измвреня_ прямоугольника равно- 
великаго данному квадрату, по разности р 
- этихь измбревй. На прямой `АВ-—р, какъ 
на Даметрь, описываемь окружность; въ 109- 
- КВ А проводамъ къ ней касательную АЕ == А 
и изъ точки Е проводимъ сфкущую ЕСО че- 
_ резъ центръ. Имфемъ 
ЕО —х', 6 —=— 5”, __.. 
| . _ ибо рЕ— СЕ = 06 —=АВ==р,. 
Черт. 8. т ЕС х ЕВ — АЕ*— 4". 
Очевидно, построен е всегда позможно; в это обстоятельство вполнЪф согла- 
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сено съ твиъ, что ур-н!е 4-в; имфя свободный членъ отрицательный, имфетъ 
всегда дъйствительные корни. 

ДРУГОЙ ПРТЕМЪ. — Вели ур-ня 2-6 и 4-6 имфють видъ 

2 —ра--т. п=0.... (2) 2—ра—т. п=0..... (4) 
то для примненя указаннаго према, слфдовало бы предварительно найти 
среднюю пропорщональную # между т и ю; нижеслфдующее построене нозво- 
ляеть избфжать этого предварительнаго построеня, давая, къ тому-же, способъ, 
примбнимый во воЖхъ еслучаяхъ. 

Для построеня корней ур-ня (2) бе- 
ремь АВ=р; въ точкЁ А возставляемъ 
къ ней перпендикуляръ А) — т, въ т0ч- 
к В перпендикуляръ Вб =, проводя 
ихъ въ одну сторону отъ прямой ДВ. 

Проведя прямую С), описываемъ на 
ней, какъ на даметрф, окружность, кото- 
рая, вообще, пересфчеть АВ въ двухъ т0ч- 
вахъ Е, Е; искомыя лини будуть АЕ и 
ЕВ, или АЕ и ЕВ. Въ вамомъ дл, изъ ера В 
подоб1я треугольниковь РАЕ и ЕСВ им$- : | 
емъ: АЕ: СВ = АО: ЕВ, откуда АЕ Х ЕВ = т. ®; кромЪ того, по поетроению, 
АЕ-|- ЕВ —= АВ = р. 

Перпендикуляръ, опущенный изъ средины 0 линш ОС на АВ, перес$- 
каетъ хорду ЕЕ въ ея срединё Н; отеюда выходить, что АР = ЕБ, и слёд. 
АЕ— ЕВ. 

Для возможности задачи нужно, чтобы окружность СТ ветрёчала АВ, а 


о 
это требуеть, чтобы ОН было не больше < . 


Но ОН=” - и, Ср — СК2-- ОК? = АВ -|- (т -- п)*; отеюда легко ви- 


деть, что услов1е возможноети будетъ тт < (2). 

Примьчане. Если т—п, С) будетъ 
параллельна АВ, А) — касательна КЪ 
окружности въ 0, и перевернувЪъ чертежъ, 
найдемъ обыкновенное поетроен1е. 

Для построевя корней (4), къ АВ, 
равной данной разности р, возегавляемъ 
въ точкахь А и В перпендакуляры АО = 
и ВС— и, по разныя стороны отъ АВ; на 
прямой СО, какъ на д1аметрь, описываемъ 
окружность, пересфкающую прямую АВ 
въ точкахъ Ки Е. Корни будуть = 


д’ —АЕ, и’ = — ВЕ. Черт. 10. 


Въ самомь дфл%, разность абсолютныхъ величинъ этихъ дин; (или ихъ 
алгебраическая сумма} ееть АЕ — ВЕЕАВ=р, а произведене ихъ = %, п, ибо по- 


бе 


добные треугольники АБЕ и ВСЕ даютъ: ДО: АЕ = ВЕ: В, или АЕХ ВЕ== 
АХ Вб—=ж. я. 

Задача всегда возможна, ибо веетда имфетъ мфето пересфчене прямой АВ 
съ окружностью 06, такъ какъ послфдняя, по самому построеню, имфетъ точки 
Си 0 по 06$ стороны прямой АВ. 

Такимъ образомъ, измфняя направлене пернендикуляра, соотвЪтетвующаго 
тому изъ множителей т и п, который отрицателенъ, мы тФмъ же самымъ по- 
строешемъ находимъ оба корня ур-вя, причемъ отрицательный коренъ прихо- 
дитея на продолжени АВ: противоположности въ знак соотвФтствуеть проти- 
воположноеть направлешя. 

Примьчане. — Если т и п равны, середина прямой АВ будетъ въ цен- 
трБ окружности; если на АВ, какъ на паметрЪ, описать окружность концентрич- 
ную первой, ВС будетъ касательною къ ней, и какъ 06 —0Е, найдемъ обык- 
новенное построене. 

496. Задачи. 

1. Изелфдовать, а рг1о!1, корни уравненй: 

д — 125-235 —=0; 2 — 105-26 —=0; 405—512 | 14—0; 
1152 -|- 375 —28=—0; 81422 — 144% -|{-64—0; 2548 —20%--7=0; 
548 — 175 --3=0; °622-|-155—21=0; 44 —112—6=0; 
752 —5%-|-11=0; 942 —6%--1=0; 428 -- 245 -- 36 =0. 
9. Составить длн каждаго изъ этихъ уравнен!й: 1) ур-н1е съ противоположными 


знаками корней; 2) ур-не, корнн котораго были бы обратны корнямъ даннаго; 


3) ур-ые съ корнями, уменьшенными на ^; 4) ур-ве съ корнями, умноженными 
на ^. 


3. Ооетавить квадратное ур-н1е, корнями котораго были бы: 1) 10 и 5, 2; 


7 2 7 | 8. За--6 34—65. а—6 а-ь 
а о р Е Во 
4) Составить квадратное ур-н!е съ соизифримыми коэффищентами, нмзющее 
корнемъ: 


5 Уз—\/5 
— или ЕЕ 
3—2 Уз--У5 
5. Составить квадратное ур-н1е съ дЪйствительными коэффищентами, имфющее 
корнемъ: 


\7 —4, наи 4 +3, или 


3/5, или 3/2. $—4, или ув, ин а или 


И 
(8--/2-9 4--3/8:9, па Е 


6. Опредфлить А такъ, чтобы корни #, и 2, уравнен!я 
242 -|- (2 —#-Н0—2)=0 
удовлетворяли соотношеню 84) — 42. = 11. 
7. Опредфлить Х тавъ, чтобы одинъ корень уравнен1я 


(3 — 5-3) -- (А — Па-2=0 
быль вдвое больше другато. 


РЕ Е 


8. Опредфлить ^Х такъ, чтобы корни уравнешя 94 — (2 — я — 6 -^—0 
были: 1) равны по ведичниф и съ одинаковымъ знакомъ; 2) равны по величин, но 
противоположны по знаку. 


9. Если х: и <. суть корни уравневя 2*--рх-- 4=0, опредФлить, при ка- 
комъ соотношенш между р и 4 будеть: 


я 
1) ит 2} ж.?-|- 222 — т?; 3) 21° — х.? — тй; 4} д3-- 3 — т; 


5) 213 — 2.3 — т. 

10. Въ уравнени 12—55 1 4—0`опредфлать 4 такъ, чтобы: 
1) одинъ изъ корней быль 31/;; 2) 5х — 35'—3; 3) <'—4%; 4) 1-5 —17; 
5) 2? а 2? — №. 

11. Въ уравненш 52 — 4ах | а —0 опредфлить @ такъ, чтобы: 
1) #1 —2=2\3; 2) 21? + 1.8 =56; 3) жз-Ё 2.3192; 4) 5-7, = 172 — /108. 

12. Въ уравнешн 2-4(р—2)х-- 30? 5—0 опредфлить рф тавкъ, чтобы 
одинъ изъ корней былъ вдвое больше другаго. 


13. Дано ур-ве 2 --72-- 9=—0, имфющее корни 21 и х,. Составимь ур-ше, 
1 1 1 1 : 
корнями котораго были бы: 1) 2! -|--с м 2.--—; 2) -; и; услове дЪйствитель- 
Е Е 22 2 
ности корней этого ур-нёя; 3) м, -- 22 и <, 22. 
14. Составить квадратное ур., которато корни и 5” удовлетворяли бы усло- 
ВлмЪ: 
ва" -- и’ —в—0, 27.5'— (=) 1 =0; 
каково должно быть а, чтобы корни этого уравнев1я былны дфйствительны? чтобы они 
были положительны? 
15. Найти соотношен!я, связываюния корни ур-й 
2—2 — 29-10 — 20—=0н 2 --рх--9— 0. 
Предиполатал, что построенъ прямоугольниЕъ изъ корней 2-го, указать лиш и, выра“ 
жаюция корни 1-го. 


16. Предполагая, что ур-ыя 4--рх--9=0 и 4? -|-2'2--9'=0 иыфють 
одинъ общий корень, требуется составить уравнене, корнями котораго былн бы не 
обиие ворни данныхь ур-вй. 


17. Даны уравнен1я: 2%--а2-- 1—0, 2 х--@=0. Оинредфлить & тажъ, 
чгобы оба ур-ня им$ли одинъ обпий корень. 


18. Какова должна быть связь между коэффищентами ур-вя аа? -|- в#-- с =0, 
чтобы одинъ изъ корней былъ &вадратомъ другаго? 


19. Какую величину нужно даль козффищенту © ур-я ах вх -|- 4% = 0, чтобы 
одинъ изъ корней былъ кубомъ другаго? 


20. Опредфаить А п в тавъ, чтобы ур-Шя 
(2-1) 22—(3— Па--2—0н (и-- 2) — (3410 #—1=0 
имфли два общихъ корня. 
21. Опредфлить Х такъ, чтобы ур-вя 
322 — (& —)# + ^--1=0и 22*-- (2 — це -2=0 
имфли одннъ оби корень; каковъ этотъь корень? 
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22. Доказать, что услове, необходимое и достаточное для того, чтобы ур-н1я 
аа с =0 и (а Ба’ 2? -|- 2 (а — са) «-- (66 — с) =0 


имфли одпиъ общ корень, состоитъ въ томъ, чтобы то нлн другое изъ инхъ имЪло 
равные корни. 


23. По прим$ру 5 484 р$шять ур-н1я 


я ея [Я [Я 
ВН ВО Е а Ре. 
въ ы. в 
аа Ня Ра Ра‘ 


ТУТ А.А ХХхХотГ. 


Квадратный триномъ: разложеше его на множители первой стенени; теорема объ 
изм®нев1и знака. — Приложеня. — Задачи. 


497. Квадратный триномъ.— Если въ полином® 95° -|- 65 -- с подъ а, бис 
разумЪть иостоянныя количества, а подЪ '5 перемьнное, измфняющееся въ 
области дёйствительныхь чисель (отъ — со до 0, и оть 0 до -|- 00), то по- 
линомъ этотъ, называемый хвадратнымь зприномомь, будетъ изифнаться по 
величин п знаку. Такъ, при 2=0, овъ =; при х==1, равенъ «--6--с; 
при = — 10, равенъ 100% —106-- с; и т. д. Между этими величинами одпи 
могуть быть положительны, друг я отрицательны. Т% значеншя 2, при которыхъ 
триномъ обращается въ 0, называются корнями тринома; ихъ мы найдемъ, 
приравнявъ триномъ нулю, и рёшивъ квадратное ур-н!е а2*-|- 62-5 е=0. 


Ёвадратный триномъ обладаетъ замчательными свойствами, изъ числа ко- 
торыхъ въ этой главф мы изучимъ: 1) разложене тринома на множители; 2) 
измфнен!е его знака, и затФуъь займемся приложенями этихь свойствъ. 


Разложене квадратнаго тринома на множители первой 
степени. 


498. ТеорЕмА. — Двадратный триномз равенз произведеню коэффи- 
иента при т’ на два двучленныхь множителя, равныхь разностямь 
между х и каждым изз корней тринома. 


Первое доказательство. Обозначивъ триномъ буквою у и вынеся за скобки 
а, найдемъ 


уе ае а) 


[ 
дополнимь квадрать бинома, первые два члена котораго суть:2*-- 2; приня- 


РЕ, ея 


Ь 
мая 2 за первый членъ бинома, второй найдемъ, разд ливъ „2 ва 2х, что 


ь $? 
даетЪ 5 прибавляя въ скобки и вычитая 3.» пПолучимъ 


5 2 6—4 
о-в) ааа) я | 
Различаемъ три случая: 65° —496е>0, № —4=0, № — 4 < 0. 


— 4ас 
положительна, а потому 


1. $1 — 4ав > 0. Въ этомъ случа дробь . те 


У Е 4ас 


величина дъйствительная; триномъ беретъ видъ 
ь \? \/52 — 4ас\? 
ЕВ Гон А ЗИ . 
и) | 
Примвняя сюда вормулу разложеня А*— В*— (А-- В)(А— В), найдемъ: 
= $, у 4с 6 4 ый 
== + + 24 бы 24 и. (1) 
причем всю три множителя дфьъйствительные. 
Этому разложению можно дать видъ: 


В “(2— ее —в- ЕЕ 
у— 2а 24 ь 
а, СИЕ 
и замфчая, что а ОУ 4 
2а 24 
-+-‹=0, пли, что тоже, корни тринома, можемъ, назвавъ эти корни через» 
я и я”, дать триному вяхъ 
у—=а(2—2')(#— #1)... .(Т) 
тдф ве множители дЪйетвительны. 


суть корни ур-шя аа” -|- 65 


Ц.. 05° — 4чс —=0. Трипомъ (ори. 1) приводится къ виду 
у=а(#-- 5.) 


ь Г ь 
=== — (— — — — ая величина 
Замбтивъ, что х-- 58 = ( 5), и 40 — 5. ВИТЬ общая вел 


равныхьъ корней при услови 5* — 4 —=0, мы назвавъ эту величину буквою 
<’, можемъ дать триному видъ 


у—=а(х —2')*. 
Таково разложеше тринома въ случаз дЪйствительныхь равныхъ корней. 
Ш. 5 — 4ас < 0. При этомь услови триномъ иметь корни мнимые; ему 


можно дать такой же видъ, какъ и при дёйствительныхъ неравныхъ корняхъ, 
т, е. (1) иди (1’), но оба двучленные множители будутъ мнимые. 


Впрочемъ, дня дальн®йнихь озелФдованй удобнЪе дать триному въ этомъ 
случа иной видъ. Замфтивъ, что изъ неравенства 6— 44а < 0 слфдуетъ 


— 74 — 


Е 4ас — 9? 
4 —$*> 0, такъ-что дробь —_.— будеть положительная, представимъ у 


44а 
ВЪ ВИД 


ео я 


и замфтамъ, что въ квадратныхъ скобкахъ находится сумма двухь существен- 
н0—положительныхь количествь. 


499. Второе доказательство.—Представивъ триномъ въ вид» 
ъ {Я 
4 — а( 2-х >) 
ат в) 
ъ с й 
замфчасмъ, что =—@-2’) и ЖЕ”, тд х и 2” суть корни три- 
нома. Подетановка дастъ 
у==а[х* — (ав "== а —пт—фяе и]. 
Вынося въ первыхъ двухъ членахъ за скобки 2, а въ двухъ остальныхь 


м 


— 5”, нослдовательно имфемъ 
9==а[(*—2')5— (а —2)] = —#1)(1— =). 


Такъ какъ соотношен!я между коэооищентами и корнями, на которыхъ 
основано это доказательство, существуютъ и для дЪйствительныхь и Для мни- 
мыхъ корней, то и полученное разложене имфетъь мЪето для тёхъ и пругихъ. 

Когда дЪйствительные корни равны между собою, то, положивъ въ иреды- 
дущей формул 2—4”, найдемъ 


у=а(2 — 2) = Ма (в —#)|: 
триномъ представляеть точный квадратъ выражен я Уа(х—х)). 


500. Третье доказательство. — Если х’и 2” будуть корни тринома 
ах*-|-ф5-Р с, то, предполагая, что они различны, замфчаемъ, что триномъ обра- 
щается въ ноль при подотановкв въ него двухъ различныхь значений хит 
вмф сто 2; а потому онъ длится на произведене биномовь #— и &—= 
сл. 

ал 0д--с=(х —2)(х—=”). 0. 
({ есть цвлое относительно х частное нулевой степеня, ибо длитель одинаковой 
степени съ дфлимымъ; сдёд. ( вайдемъ, разифливъ высиий членъ 42“ дфлимаго 
на высший чденъ 2° длителя; слфд. 9 —а, и потому 


а в е=а(2 —2)(1 т’). 


Примъчаще. — Доказательство предполагаетъ, что 2’ и <” неравны; но 
если теорема вбрна для 2’ и 2” неравныхъ, 10 она остается вфрна, какъ бы 
мала ни была разность между 2’ и 2”; значатъ она в$рна и въ предфльномъ 
случаЪ, когда корни равны. 

Впрочемъ, для случая равныхъ корней можно дать самостоятельное доказа- 


тельство теоремы. Въ самомъ дфлв, при равныхъ корняхъ $“==4ас, откуда 
е_ №. 5 
Е 


РГ. Е 


ах* --- Бе в = а(2*-- ое 5) ==4(*-- 2 -|- 28) а «(=-+ >.) 


за 
ъ ъ 
=«(=-- 55)(2 Ч в} 
ино каждый изъ равныхъ корней —— — такъ-что п въ данномъ случа® 
а 6 --се—=а(в—5)(а —х”), 
Ь р 
деЖеН Ныне 
Только ЗД%бь 2—4” — р 
501. Примъры.-—1Т. Разложить на множители триномъ у= — 32%-|-55-- 8. 
Рьшивъ уравнеше — 35*-|- 52-8 =0, находимъ корни тринома: х’==— 1, 


и 


< =5; сл. 
у=—3@-+1)(#—5)=—@+1) (3—8). 


И. Разложить на множители триномъ у= 495 — 705 -|- 25. 
Рьшивъ уравнене 4922 — 7105--25 —=0, находимъ равные корни: 


ЕЕ Е 5; слфд. 


у= 49 (#— 2) = (@#— 5). 
ПТ. Разложить триномъ у= — 942 -|- 65-1. 


неа, 


1У. Разложить триномъ у — 421 — 125-13. 
3—2 „38-28, 


5 — 


2 2.3 


4 (2—3) (#3) 3-м 0-33. 


Такъ какъ корни тринома мнимые, то его нужно представить въ иной 
Форм —въ видф суммы квадратовъ; найдемъ: 


9— (2—3) 4. 


502. Приложеня. —Т. Составлене квадратнаго уравневя ино даннымъ 
корнямъ. 


Корни тринома равны: и 1-УЗ, о = саЪд. 


Корни тринома суть: 2’ = 


сад. 


: 3 
Пусть требуетея составить квадратное ур-н!е съ корнями д’= — ге 
7 
“== о" Оно должно быть вида (2 —2))(1— 2”) =0; вл. 
3 т ми м В 
пайдемъ (= += )(@ — :5) =0, пли 2-- 5—8 = 0, или 


75-10% —21=0. 


— 16 — 


П. Часто можно примфиять разножене квадратнаго тринома ина множители 
къ сокращенно дробей. 
622 —55—6 
Пусть требуется сократить дробь о“ Разложивъ на множители 
числителя, получимъ 


6(#— (+ т =) = (2=— 3)(32-- 2); 


знаменатель = (42° — 9) = (2х -|- 3)(2х —3). 
35-2 
Со —: й и. 
кративъ дробь на 25 — 3, найдемъ 23а 
223 — 1952 -- 1195 — 245 
За — 382-119 
Разлагая на множителей знаменателя, найхемъ 


Другой примфръ: сократить дробь 


32 —382--119=3 (#—1)(# = @-— 1) #17); 


для сокращения дроби, надо попытаться, не дЪлится ли числитель на 2—7 
или на 32—17; найдемъ 


23 — 19° -| 119% — 245 = (42° —12% | 35)(#— 17); 


2? — 12% -- 35 


сокращая дробь на х— 7, получимь дробь РА 


дальнфйшему упрощен!ю. 


‚ не подлежащую 


ИзмЪнен1я знака квадратнаго тринома. 


502. ТкорЕвмл. Ёо1да корни тринома ах? -|- 9 --с мнимые или 
дъйствительные равные, т. е. кода 5* —4 = 0, то при встоз дъй- 
ствительныхь значешять х, триномь неизмьнно сотраняетз знак 
коэффииента а. Если же корни тринома дъйствительные неравные, 
т. е. если 5* —4ас> 0, то ри всъхз значензяжь перемъниио т, 4в- 
жащихь внъ корней (т. е. меньшихь меньшаго, а также большихъ 
большаго корня), онз сохраняетз знакз коэффициента а; при всъьхз же 
значенять т, лежащихть между корнями, знакь тринома противо- 
положенз знаку коэффимента а. 


1. Когда 5 — 40 <0, триномъ имфетъ мнимые сопряженные корни; слЪд. 
я —=а-- в, 1’—«—8, тд а и В-—количества дфйствительныя. Разло- 
жен!е будетъ: 


дай иона (ва) (2 —а-Е = —®-ЕИ 


Изъ этой оормы тринома видно, что при воякомъ дБйствительномъ значения 
д, положительномъ пли отрицательномъ, выражен!е въ скобкахъ, какъ сумма 
квадратовъ дЪйствительныхь количествъ, веегда положительно; а стало быть 
проязведен!е этого выражешя на а всегда будетъ имфть знакь количества а, 


ГИ 


каково бы ни было х. Итакъ, если а>> 0, триномъ будеть всегда положите» 
зенъ; если а< 0, онъ всегда будеть отрицателенъ. 
Можно дать другое доказательство. Изъ неравенства 65° — 4ас < (0 имФемъ 
4ас >, а раздЪливъ 06% части на существенно положительное колячество 
ГА 


; [Я 2 [а 2 
44, находимъ: аа: Саяфдовательно, можно положить НЕ К, тАЪ 


К дфйствительно и отлично отъ нуля. Тривомъ беретъ видъ 
ы ъ а В Ъ 2 
ах с-=а(а7-- Ри: к) —=а | -- 5) +ю| 


аналогичный уже найденному. ДалЪе доказательство ведется вышеуказаннымъ 
способомъ. 


П. Пусть 5* — 4ае =0: корни тринома дФйствительные равные; означая 
общую величину ихъ буквою х, и имфемъ 


22? | вх -- с—=а(#—2))*. 


Произведен!е нензмФнно сохраняетъ знакъ а, каково бы ни было дфйстви- 
тельное значене х, ибо Факторъ (2 — 2')* положителенъ при веякомъ дЪйетви- 
тельномъ 2, 


Можно вести доказательство еще такъ: пзъ 09° — 446 —=( имфемъ 4ае — 65°; 


в 2 
раздфливъ 00$ части на 44°, находимъ в’ Представивъ триномъ въ видф 


ь [ С Г 
а ( 1 —х 5.) — — 
д*-- Р -- д) 1 замфнивъ _ дробью 1.» получамь 
а а 
а? -|- ев (2+) , 
откуда очевидно, что триномъ неизмфнно сохраняеть знакъ коэфоищента @ при 
сякомъ ДФйстрИТельномЪ 2. 


Ш. Пусть, наконець, 65° — 4ас > 0: триномъ имфеть корни ДЪйствитель- 
ные неравные; пусть они будуть 2’ и х’, причень 2’<”. Триномь можно 
представить въ видф ре 

а(х — т’) (1 — т”). 

Разобьемъ скалу возрастающихъ значенй 2 на три области: 1) отъ — со 
до меньшаго корня 2’; 2) сть меньшаго корня 2’ до большаго 2”; 3) отъ бодь- 
шаго корня 2” до со: ` 

О ое о О ака ое ОВ 


ее: 
1 2. Ва: 

Когда 2 остается въ первой области, т. е. меньше меньшато корня =’; а 
слфдовательно и подавно меньше 2”, 0бЪ разноти х—я’ и 2-—х” Фудуть 
отрицательны; проязведене ихъ положительно, а потому все произведене 
а(#—#')(1— =") сохраняеть знакъ кооФоищента 4. 

Когда х находится во второй области, т. е. больше 2’, но меньше х”, 
тогда х—2’> 0, ах—2”’< 0; произведене разностей отрицательно, а потому 
все произведеше а«(х—2') (х—2"} имфеть знакъ, противоположный знаку 
коэюФищента @. 


— 18 — 


Наконень, когда 2 лежитъ въ области (3), т. е. больше =”, а потому ий 
подавно больше 2’, оба бинома х—2'’ их — <” положительны; ихъ пройзве- 
ден{!е положительно, а потому вее произведене а (1 —') (х — 2”) имфетъ знакъ 
коэоФищента а. 


Такимъ образомъ при измфнени 2 оть — осо до --со триномъ два раза 
мфняетъ знакъ; причемъ перемн® знака предшествуетъ обращен!е тринома въ 


ноль (при х=4’ и при х="). 
Резюме: 


у=аж-- в -с, 
(1’ и 1” корни тринома, причемъ 2’<#”). 


1. — 446=0............ У иметь знакъ а. 
х<:....... 9 иметь знакъ в. 
П. *—4>0{ Х<5<;...... у еть звакь —а. 
2>....... у иметь знакь --а. 


504. ПримъРы.—1. Триномъ 2*— 2х--3 имфетъ корни мнимые, ибо 


® 
(2) —4=1—3<. 0; приэтомъ коэвеищенть при 2° положителенъ, слЪц. 


при всЪхъ значешяхь х оть — со до -- со триномъ остается неизмфино по- 
ложительнымъ. 


П. Триномь —42*-|-12х—9 имфетъ корни дфйствительные равные, ибо 
Ь — ве —=6*— (—4).(—9)=0; приэтомъ, коэффищенть при 2* отрицате- 
ленъ, слЪд. при вефхь х отъ — со до -- со триномъ остается неизмённо 
отрицательнымъ. 

Ш. Триномъ 21° —6х-|-5 имфетъ корни дЪйствительные неравные: 1’==-|-1 
и 5”—=-|- 5. СлЪд. при веякомъ значеши х оть — со ко --1, а также при 
вефхъ х-хъ оть --5 дю --со триномъ положителенъ; при вофхъ значеняхъ 
х, лежащихь между Ти -- 5, онъ отрицателенъ. 


У. Корни тринома 15-|-- 2х — 85° суть и и +5; елфд. при воёхъ 2 
между — со и —*, а также между +5 и -- со, онъ отрицателенъ; при 


5 8 
воякомъ 2 между префланми — г и -|- > положителелъ. 


505. Слъьдствтя.—[. Если триномь ах -- 65 -- с мъняеть знакъ при 
подстановкь въ нео послъдовательно вмюбто х сначала количества &, по. 
томь В, то уравнене 

а де =0 
имтеть корни дъйствительные неравные и одинъ изъ нихь заключается меж- 
ду хи В. 

Во-первыхъ ур. имфеть корни дфйствительные неравные, ибо въ против- 
номъ случаб имбли бы 5* — 406 =0, а при этомъ уелови триномъ при вея- 
комъ х вохранялъ бы знакъ коэофищента а, что противорфчитъ условю. 


Вых 


Во-вторыхь, обозначивь корни черезь 2’ п 2” ин полагая 2’< 1”, инфемь 
слфдующую скалу дБйствительныхъ значенй 2: 


и -> 


— — 
1 2 3 

Сказано, что при подстановк® выфето х количествь «и В триномъ мфняетъ 
знакъ; слфц. если напр. при х—х триномъ пмфеть знакъ коэФеищента а, то 
х заключается внф корней, т. е. или въ (1), или въ (3) области; при &=В, 
триномъ, мфняя знакъ, получить знакь — а, а потому В содержится между 
корнями, т. е. во (2) области. Такимъ образохь, если « находится въ (1) обла- 
сти, то между и и В заключается корень 2’; если же х лежить въ области (3), 
то между а и В будетъ корень д”. 

ОБРАТНО: Если между двумя числами а и В заключается корень ур-ня 
ах*--6%-- с —=0, и только одинъ, то знаки, принимаемые первою частью 
ур-ная при подстановкь вмюсто х чисель а и В, противоположны. 

По условшю, между х и В заключается только одинъ корень: пусть это бу- 
деть менышй корень 2’, и пусть «< В; тогда скала ифйствительныхь знач - 
ый х будетъ 


В р Е ке: 


откуда видно, что при х=а, какъ лежащемъ внЪ корней, триномъ имфетъ 
знакъ -{|-а, а при х=8, какъ лежащемъь межку корнями, знакъ —@, проти- 
воположный первому. 


П. Кода триномь ал? |- 65 -|- с солраняеть одинь и тоть же знакь при 
подстановкь вмъето х количествь © и В, то между & и В заключается 
четное число (0 или 2) корней уравненая ах -|- 9х - в =0. 


Въ самомъ дЪлё, триномъ имфетъ два корня, слФд. между х и В могутъ 
заключатьея (0, или 1, или 2 корня; но въ данномъ случаЪ между я и В не 
можеть содержаться только одинъ корень, ибо въ этомъ предположени, на осн. 
елёд. Г, обр., результаты подетановокъь & и В выЪсто х имфли бы разные знаки, 
что противорёчить условю. Сл. или между х и В заключаются оба корня, 
или ни одного не содержится. , 


Приложентя. 


506. 1. Козда ас < 0, корни ур-ня ах? [д -- с =0 — дьйствительные, 
неравные и имъють противоположные знаки. 

Въ самомъ фл, подотавивъ вмЪсто 2 ноль, замфчаемъ, что триномъ обра- 
щаетея въ с, а слёд. знакь его противоположенъ знаку коэфоищента <. Слфд. 
ур. имфетъь корни дфйствительные, неравные, и такъ какъ 0 заключается между 
этими корнями, они имфють противоположные знаки. 

В 
о 
иметь корни дъйствительные неравные, и одинъ изъ нихь, и только один, 
заключается между © и В, 


507. П. АКозда А и В имюють одиноковые знаки, уравнене 


=. 80 = 


Дадимъ ур-нню цфлый видъ, собравъ вов члены въ первую часть: сдёхавЪ 
это, найдемъ: 


# 


А(х — В) В —®—6(4—9)(«—В)=0. 


Замфнивъ х сначала количествомъ ©, потомъ В, получимъ результаты: 
А(« — В), В(В — <); такъ какъ А и В — одного знака, разности же х— Ви 
В —м имфють знави противоположные, то заключаемь, что оба результата 
имфютьъ противоположные знаки, а потому: уравнене имфеть корни дЪйстви- 
тельные неравные, и одинъ, и только одинъ изъ нихъ, содержится между © и В. 


508. Ш. Дано ур-не ах?--рх-- с —=0, имьющее дъйствительные не- 
равные корни. Узнать, не рушая ур-ная, будеть-ли данное количество у 
меньше менъшало корня, или оно заключается межу и корнями, или же боль- 
чив большийо корня? 


Для рыпен!я вопроса подставляемь Л выфето 2 въ первую часть ур-шя; 
если окажетея, что результать аЛ?-- 6 --с этой подетановки имфетъ знавъ 
количества — а, то этимъ будетъ доказано, что № содержится между корнями; 
если, напротивъ, результать ал? -|- 6). |- с будеть имёть знакъ количества --а, 
то должны заключить, что А находится внф корней, т. е. что оно или меньше 
меньшаго корня, или больше большаго. Чтобы р®шать, какой изъ этихъ слу- 


Г) 
чаевъ имфетъ мЪето, замЪтимъ, что полусумма корней, равная — 52а” В6ТЬ КО- 


личество содержащееся между корнями; а потому, если ^, находясь вн® корней, 


$ 
будеть меньше —5_, ТО очевидно, Х будетъь меньше меньшаго корня; если же 


ь 
Х будеть больше — >. то оно больше большаго корня. 


_ ПримзрЪ 1. — Пусть дано ур-не х* — 22х -|- 80 =0, имьющее 9ъй- 
ствительные неравные корни: Хх’ и Х”, и пусть х < х”. Требуется распо- 
ложить корни х’и Хх" и число 12 вь порядкь возрасталющихь величинь? 


Подставляя въ первую часть 12 вмфето 2, находимъ; 12° — 22 х 12-80 
— — 40:‹результать подстановки имфетъ знакъ противоположный коэофищенту 
при 2°; слёд. 12 заключается между корнями: 


д <12<т'. 


РИ 2. — Расположить въ порядку во раоющи величинь кор- 
ни хи Хх” тою-же ур-щя и числа 4 и 20. 

Результать подетановки 4 выфето 2 въ первую часть веть: 4°—22Ж4 
-80>0, т. в. того же знака, какъ коэФоищенть при 2?; слд. 4 находится 
внё корней. Дал%е: полусумма корней равна и; а какъ 4 < 11, то заключаемъ, 
что 4 меньше меньшаго корня. 

Подетановка 20 выфото 2 даеть 20° — 22 Х 20-|-80> 0, слфк. 20 нахо- 
дитя. ва® корней. Далфе: 20 > полусуммы корней 11, едфд. 20 больше боль- 
таго кория. Итакъ 

Ё4<7<12<х< 4... 
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ПримърЪ 3. — Пересьчь шаръь райуса В ялоскостью такъ, чтобы обь- 
емь сферическаю сеамента АМВ быль равновеликь объему цилиндра, имью- 
чело тоже основанде, а высоту равную разстоя- 
нию центра шара оть этою общело основанля. 

Пусть МС —т; ур-е задачи будетъ 


"(ЗВ — 2) = =(®— 2).А6 = (В — а) ОВ — 2). 
Одинъ изъ корней х —0, очевидный & рог; 
раздфливъ ур. на 2, получимъ 
3(В —){2В, — 2) — х{3В — 2) =0, 
Или 222 — 6Вх-{- ЗВ? =0. 
Чтобы рьшене этого ур-н1я служило отвфтомъ 


на задачу, нужно, чтобы оно было дЪйствитель- Черт. 11. 
нымъ, положительнымъ и < В. 


$? — авс = (38)? — 682—382, — количеству пояожительному: слёд. оба корня 
: 3 
Дйствительны. Ихъ произведене, равное 58», положительно, слфд. оба корня 


имфютъ одинаковые знаки; сумма нхъ, равная ЗВ, положительна: ел. оба корня 
положительны. Подетавивъ въ первую часть В, вмфето х, находимъ въ резуль- 
тат — В; слёд. В, заключается между корнями, т. е., называя корни буква- 
мия’ и”, и полагая х<х”, имфемъ 


х<В< и’: 
заключаемъ, что одинъ изъ корней меньше В, другой больше В. 


Такимт образоль задача имфеть одно рюшеме, выражаемое меньшимъ 
корнемъ 


‚_В (8—\3) 
в ы 


я 


ПРИМБРЪ 4. — Описать около шара такой конуеь, чтобы отношене 
610 полной поверхности къ повертности шара было равно данному числу м. 


Чегко видфть, что если за неизвестное принять высоту конуса х, урав- 
нен!е задачи будетъ 


2? — 4тВх | бтВ* —= 0. 


Чтобы т, выведенный изъ этого ур-ня, представляль рёшене данной 
задачи, необходимо, чтобы онъ былъ количествомъ д»йствительнымь, положи- 
тельнымъ и > 2В. — Ворни будуть дЬйствительны, если (2В)* — ЗВт 3. 0, 
или т (т — 2) \0, ини, наконець, такъ какъ > 0, если т3.2. Пусть это 
услове удовлетворено. — Произведене корней положительно, ел. они имзютъ 
одинаковые знаки; сумма ихъ (4жВ) положительна, сл. оба они положитель- 
ны. — Остается раземотрть, какова ихъ величина сравнительно съ 2В. Под- 
становка 2А выфето х въ первую часть даетъ-- 482, т. е. результать одина- 
коваго знака съ коэофищентомь при 2*; заключаемъ, что @К лежить вн® кор- 
ней; сдфд. вли оба корня <2В, или оба>2В. Полусумна корней — Зи В, а 

6 
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какъ т\2, то она не меньше 4В; но 2В меньше этой величины, сл. оба 
корня больше 28, и задача имфетъь 2 ръшеня. 


509. Задача. — Дать общую фофму условий, необходимыль и доста- 
точныхь для тою, чтобы корни уравнензя 


а 68 -- в =0, 
предполалая, что они дъйствительны, были оба больше, или оба меньше 
Фанназо количества Х. 


Во-первыхъ, согласно требован!ю, необходимо, чтобы Х лежало внЪ кор- 
ней, а потому подстановка этого числа на мфето х въ триномъ 42° -|-65--с 
должна давать результать одинаковаго знака съ @, т. е. должно быть 


а (а? 5-6) > 0. 
Это услове выражаетъ только, что А не содержится между корнями; остается 
выразить, что: 
1) въ первомъ случаБ оба корня больше ^, т. е. 


х>лиа”>^, откуда т или Е >”, или, наконецъ, 


— г. >А. 
Итакъ, услойя, необлодимыя пля того, чтобы оба корня были больше А, 
таковы: 
а (а о-в) >00 и —- >. >^. 


Будучи необходимы, они выЪет® съ тжиЪ и ое ибо какъ скоро 
они выполнены, то изъ перваго сяфдуеть, что Х не содержится между корнями, 
а изъ втораго должно заключить, что ^ меньше каждаго изъ корней, ибо, до- 
пустивъ, что корни меньше ^, имфли-бы 


ие" <, ши — <). 


2) Такимъ же образомъ найдемъ, что услоя, необходимыя и достаточ- 
ныя пля того, чтобы оба корня были меньше Л, будутъ: 


а(з----9>0 и —ф 5 <А. 


510. Задача. Дать общую форму условя, необходимало и достаточнало 
для тою, чтобы данное количество Х содержаловь между корпями ур-мя 


ах? -- 5-е ==0. 

Необходимо и достаточно, чтобы результатъ подоайовки числа Х на ивето 
х въ триномъ а2*--55--с имфлъ знакъ, противоположный знаку 4. 

Каковъ бы ви былъ знакъ а, это услове будетъ 

а (в Р-ев) < 0. 
511. Задачи. 
1. Разложить на множителей первой степени триномы: 
24° — 3—5; — 24° —3=--5; 952 — 9-2; 2-1; 
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428 -|- 17; 2-| 115 — 527; 2? -- 175 16; 205 —а -|- 69; 
2 -|- 8-|- 28; 45? — 19%- 9; 48 — 272? —13; 2-3; 24% ал— 6а?; 
27 -—|- ад — 20; 2? — Зав а? — в; 23 —4т(х—т) — 17; 
2? —2(а-|- 6) 2- 1086 — 3 (2 -- 5); 2 — ит а/; отд тая, 
422 — 4тух -- 17° — 1; алла —Затх + та -- 4. 
2. Сократить дроби: 


15-41 -- 28. 127 —у—6, 56 ` 
2052 | 432-21’ ЗБ’ 2 Зав — 38° 
2? — 265 — 44 (а — 35) — 353 253 — 2822 -- 905 


да — 4х Рам ° 1024—1508 590 — 4505 ° 
3. Какь расположены числа 15 и 17 относительно корней уравненя 
2? — 182-32 — 0? 


4. Расположить корни ур-н1я 342 — 175-110 —=0 и числа 0, $ и 6 въ порядк* 
возрастающих значеюй, не р$фшая ур-тя. 


5. Изелфдовать изм$нен!я знака тринома — 062% х (аа — &)-- 4, въ кото- 
ромъ @, 6, си 4 — числа положительныя. 

6. Показать, что корни ур-шя (А — 2) (С— 2) — В*—0 всегда двйетвительнн, 
пользуясь теоремою объ измфнев{и знака тринома. 

7. Дано уравнеше 3(х—=) —4(л —В)=2(2—«) (1—8) 18(#—«), въ 
котором «> В. Узнать, имзёть-ли оно дфйствительные корни или минные, нё при- 
водя ево къ виду 4-0 -Ре—0. 

8. Опред®лить Х такъ, чтобы триномъ 

ОЗ ао =—0—1 
быть точнымъ квадратомъ, и привести его къ новому виду, ВЪ которомъ онъ при- 
этомъ м. б. представленъ. 


ТАЗА ХТ ГЕ. 


Ршене неравенствъ: квадратныхь, высшихъ степеней, ирраюнальныхь. — Призо- 
женя. — Задачи. 


Ц$лое квадратное неравенетво. 


512. Цфлыя квадратныя неравенства мотутъ быть двоякаго вида: 
ал*-- 6% --с> 0, или а --с< 0; 
но умноживъ второе на —1, приведемь его къ виду нерваго; сафя. съ теоре- 
тической точки зрв1я достаточно указать рёшене неравенетва 
а фене >0..... (1) 
Сабдуеть различать два случая: 53 — 44620 и ?— 44 >0. ` 
6* 


с. 94. == 


1-й случай: 52 —4ае 2 0. 

При этомъ услови корни тринома будуть дфйствительные равные, или 
мнимые; а извфетно, что какъ въ томъ, такъ и въ другомъ случаЪ, при вевхт, 
дйствительныхь значешяхь х отъ —содо--со триномъ сохраняеть нейз- 
м®нно знакъ коэоФищента @. Поэтому надо различать случаи: а>0 иа< 0. 

Если а> 0, триномъ всегда останется положительнымъ, и слфд. неравен- 
ству (1) уковлетворяютьъ ве дЪйствительныя значешя #. 


Еели-же «< 0, триномъ всегда останется отрицательнымъ: неравенство ие 
можеть быть удовлетворено никакимъ дфйствительнымъ значешемъ х. 


2-й случай: 5° — 4ас > 0. 


Въ этомъ случаЪ триномъ имфетъ корни пфйствительные неравные; мы 
ихь найдемъ, рёшивъ ур. а2°--5%--с==0: пуеть они будуть 2 из”, п 
пусть и <”. 

Если а> 0, то триномъ, сохраняя знакъ перваго члена при воЪхъ значе- 
щяхъ 2, лежащихь вн корней, останется при вефхь этихъ значешяхъ поло- 
жительнымь; ся®д. неравенству будуть удовлетворять съ одной стороны ве® 


значеня х, меньшия меньшаго корня 2’, съ другой ве х-вы, больнице боль- 
шаго корня 27”: 


ххх п ими". 


Если а< 0, то триномъ, сохраняя знакъ противоположный первому члену 
при вевхъ значешяхъ х, лежащихь между корнями, будеть положителень при 


ик 
513. Примъръ [. — Рющить неравенство: — 34? -|-Ч%—5< 0. 
Здъеь 12 — 4—1 —4(—3). (—5) = —, сли. корни тринома мни- 


мые, а потому при веёхъ дБйетвительныхъ значеняхъ т, сохраняя знакт 
перваго члена, онъ будетъ отрицателенъ; такъ что неравенство удовлетворяется 
веякимъ ДЪйетвятельнымьъ значешехъ перемфвнаго. 


ПрРИМЪРЪ Ц. — Рюшить неравенство 31° — 10% 3 > 0. 
Здвеь 6? — ае—5* —3. 3=—16: корни тринома кйствительные нерав- 
ты 
ные, именно; 2” — = #’= 3. 


* 


Неравенство требуетъ, чтобы триномъ былт положителент, т. е. имфлъ 
знакъ перваго члена, а это имфетъь мфето при вефхъ значешяхь х, лежащихь 
вн% корней. Поэтому неравенетву удовлетворяютъ вс% 


<> а также > 3, 


ПРИМЪРЪ Ш. — Рюииеть неравенство 4х -|- 5х —19— 0. 


ЗдЪеь $? — 4ас—-5*—4.4.(—19) —329: корни тринома д®йетвитель- 
ные неравные, именно: 


У и в-ИВ. 


8 


8 


— 85 — 


Неравенство требуетъ. чтобы знакъ тринона былъ противоположенъ знаку 
перваго члена, и потому х должно заключаться между корнями, т. в. 


5/25 5—8 
ЕЕ а 


ъ 3 сады 
ПримыРрЪ 1 \. — Рюииить неравенство о >0. 


Чтобы частное было положительно, нужно чтобы дфлимое и дЪлитель им*- 
ли одинаковые знаки, или, что тоже, надо, чтобы произведее ихъ было по- 
ложительно, т. е. чтобы 


(3—5) (71—х)>0, ши —37-- 265 —35>0. 
Отсюда, какъ въ прим$рф Ш, найдемъ, что 


5 
5<2<Т. 


Примзръ У. — Рёшить неравенство 2°-- 245 — а? > 0. 


Крайне члены противоположны по знаку, саЪд. корни тринома дфйстви- 
тельные неравные; а именно, найдемъ, что 


2—0 (/2—1). м—=—@в(/2- 1. 
Неравенство требуетъ, чтобы триножь сохраняль знакъ 1-го коэоФищента, 


а въ случаБ дфйствит. неравныхъ корней это имфетъ мЪсто при возхь значе- 
вяхъ 2, лежащихь вн корней. 


Отсюда: 
1) Если &>0, и сл. х”>’, неравенетву удовяетворяють вс значеня 
#>а(/ 8—1), а также в 2<—а(/ 8-1). 
3) Если а<0, и сл. <”, неравенству удовлетворяють 
ве 2<а(/2—1), а также вбВ 2> —а (/ 2-1). 
Примъръ \[. — Решить неравенство 
(и—3) и—4) 1 — 84 (п — 3) —12%> 0. 
Находимъ корни транома; для этого рёшаемъ ур. 
(и—3) п—4) 2 —8а(п— 3) 5 — Па =0, 
изъ котораго 


— 44 (®— 3) == У16а ®— 3)2- 12а? (п — 3) ®— 4). 
(п—3) и—4) 


Подрадикальное количество ==44*(»— 3) {4 (#—3)--3 (в—4)} 
—44*(п— 3) (1п — 24); такамъ образомъ найдемъ 


‚_2а[2(т—3)-- М®— 3) (7% — Е и 24 [2 (п — 3) — /(&— 3). (т- —24)]. 
в ®%—8) &—4 ®%—3) ®—4) 


Знакь тринома зависить какъ отъ знака коэоищента (п— 3) (®—4), 
такъ и оть природы корней, слфд. оть подрадикальнаго количества, а потому 
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нужео разсмотрёть ифеколько случаевъ, давая юж всф значешя въ слБдующихь 
интерваллахъ: 


ее Ро ООе 
——” —” 

1 2 8 4 
ПЕРВЫЙ ИНТЕРВА ЧУ. — Давая 2 значеня въ цервомъ интервалл®, 
т, в. меньшия 3, будемъ имЪть: я—3<0, 7% —24<0, п-4<0; сл. 
коэФФищентъь при 2% больше 0; подрадикальное количество > 0, и корни дЪй- 
ствительные. Неравенству будуть удовлетворять значен!я х, лежащя вн кор- 

ней; нужно, слФд., сравнить корни. Пишемъ наугадъ неравенство 
2а[2 (и — 3) + /№—3) @п—24)] _ 2а[2(п—3)—/&—3) 1%—24)] 1 
НЕ 1. 

(в— 3) (и—4) (иЩ— 3) (и—4) 

Такъ какъ (и— 3) (и— 4) >0, то можемъ откинуть знаменателя, не изм®- 
няя знака неравенства; затфиъ, сокращаемъ на 2, откидываемъ отъ обфихъ 
частей обще чдены 2а(и—3), сокращаемъ на полож. количество 2\/{#—3)(7я—24) 
и подучимъ такимъ образомъ тождеетвенное съ (1) неравенство 

а>2Фа аи 2&>0 


Если а> 0, это неравенетво, а слФд. и испытуемое, вфрно; сад. будетъ 
х’> я". Если же «< 0, тои 2а<0, а потому въ испытуемомъь неравенств» 
первая часть должна быть меньше второй, т. е. х’<х”. Заключаемъ, что, при 
а> 0 неравенству удовлетворяютъ 

во д<5”, атакже хх; 
при «< 0 ему удовлетворяютъ 


ве д<х, а также в хр” 


: 24 
Второй ИНТЕРВАДЛИЪ. Для значен!й ю, большихъ 3, но меньшихъ т, 
будетъ: я—3>0, м —24<0, и-4<0. Сл. (п—3)п—4)< 0; под- 
радаказьное количество < (, значить корни мнимые, а потому триномъ будеть 
отрицателенъ, и данному неравенству, которое требуеть, чтобы триномъ былъ 
положителенъ, удовлетворить нельзя. 


ТрРЕТ:Й ИНТЕРВАЛЛЪ. ДлЯ ив <4 будетъ: и—3>0, 1 — 24 


>0, п—4< 0; ся. коэооищенть при 2* отрицателенъ, а корни дЪйстви- 
тельные. Неравенство требуетъ, чтобы триномъ имфлъ знакъ противоположный 
коэоФищенту при -2*, а этому требованНюо удовлетворяютъ всё значеня х, лежа- 
ция между корнями. 

Для сравненя корней пишемъ неравенство (1); умножая 068 его части на 
отрицательное количеетво (*—3)(и—4), должны изм%нить знакъ неравенетва; отки- 
нувъ, затыъ, обще члены и сокративъ на полож. количество 2/(#—3)(7—24), 
найлемъ 

а<—а, ИЛИ 2а< 0. 

Если «> 0, это неравенство невфрно, а потому смыеслъ испытуемаго не- 

равенства надо изыфнить, слфд. будеть <”. Еми а<0, ти 2а<0, а 


— 87 — 


потому испытуемое неравенство вфрно; и сл. 2 >”. Заключаемъ, что 
при @>0, неравенству удовлетворяютъ ве х, болышя я’, но меньшия 2”: 
>; 
при «< 0, значешя х заключаются въ предфлахъ 
ж>я> а. 
ЧЕТВЕРТЫЙ ИНТЕРВАллЪ. Когда я >> 4, то будетъ: * —3>>0, 7в — 24 
>0, я—4>0; и—3)(#—4)>0, а корня дйствительные. 


Неравенетво требуетъ, чтобы триномъ им®лъ знакъ перваго ковоФищента, 
чт0 иметь мЪето для х, лежащихъ виф корней. 


Сравнен!е корней въ этомъ случаз покажетъ, что при @ >> 0 будеть я’ >х”, 
при «< 0 будеть х<х”. Заключаемъ, что при @«> 0 данному неравенству 
удовлетворяютъ 


&>х, а также АЙ 
при а < 0 ему удовлетворяютъ 
<; | ео 
ПримзрЪъ. УП. Ржииипь неравенство 
: о 52-624 —1). 
Общ й знаменатель =2а--1; но какъ знакъ его неизвфетенъ, то мы не 
можемъ, въ ввдахъ освобожденя неравенства оть дробей, множить 06% его части 


на 2а--1, не сдЪлавъ предварительно того или другаго предположеня о знак 
этого двучлена. Итакъ, нужно разобрать два случая: 2а -|-1>0и 29--1< 0. 


Первый случай: 2а--1>0, ши а>— > , 


Въ такомъ случаЪ, умноживъ 066 части на 2а--1 и не перем няя смы- 
сла неравенства, получимъ мождественное съ даннымь неравенство: 


я--2—6> (24-1 -- 6(2а— 1) (84а 1). 
ИЛИ 2? — 2ах — 24? > 0; 
корни тринома первой части дЪйствительные неравные, именно: —4а и -- ба. 


Неравенство требуетъ чтобы триномъ имфлъ знакъ одинаковый съ коэФ- 
Фищентомъ при 2%, сл. 2 должно содержаться вн корней —4а и -|- ба. Та- 
кимъ образомъ нужно знать, который изъ этихъ корней больше; а это зависить 


1 ` . 1 
отъ знака ©. Но а, будучи > —->, можеть имфть значеня отъ —5 № 0 


(отрицательныя), и отъ 0 до -|[ со (положительныя). Когда а< 0, то ‘очевидно 
—4@> 64; при а>0, наобороть — 4а < ба. 
Такимъ образомъ 
а<0........ д<6а, а также х> — 4а. 
в а (0 еее... «3-44, а также х> ба. 


Второй случай. 28--1<0, или «<—5. 
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Умножая обЪ части перавенства на отрицательное количество 24 Ти 
изыжняя смысхь неравенства, придемъ въ слЪдующему неравепетву, тождествен- 
ному съ даннымъ. 


2 — дах — 24% < 0. 

Оно требуеть, чтобы триномъ первой части имфлъ знакъ, противоположный 
коэФоищенту при 27, а этому требовавю удовлетворяютьъ значешя х, лежащя 
между корнями — 4а и -- ба тринома. 

1 
Тавъ какъ 2, будучи < — =, отрицательно, то —4а > -- 64. и потому 


значеня х, удовлетворяющ!я неравенству при 


«<—5 суть --ба<х<— 4а. 


Примьчане. Можно бы было получить т же результаты, умноживъ 06% 
части предложеннаго неравенства на положительное количество (34 -|- 1). 


514. Приложеще Г. При какихь услойяхь (0 будеть заключаться между 
корнями уравненя. 


8—1 —р(р——919-—1-—49=0. 
Необходимо и костаточно, чтобы результатъ подстановки нуля вместо х имфль 
знакъ, противоположный знаку коэооищента при 2”, т. е. чтобы 


—2(р—1) —94—1)—29<0, ша (р--9)* — (р--1)> 0 ши, наконець, 
(рав 9ч—10>0, 


А этому неравенству можно удовлетворять двояко: или полагая 2--9>1, 
паи р--9< 0. 


515. Приложене П. Еакимь услойямь должно удовлетворять количе- 
6160 & для то, чтобы _5 содержалась между корнями уравнетя 
22-1) -Р За -- 3) а =0. 
Необходимо и достаточно, чтобы результать подотановки — Е вместо х 


2 
въ первую часть быль отрицательный, т. е. чтобы было` 


—з (а За-- 3) 0, ши м -в—1<0. 
Этому неравенству удовлетворимъ, взявъ 
1—5 1-НУ5 
о а 
516. Приложене ПП. Какимь условямь должния удовлетворять коэф- 


фиилентия полинома 


2 — Аж -- ЗВ” ху -- Ау 2В'х-- 2Ву- А" 
для 7.040, чтобы онъ оставался положительнымь при всяких значеняхь хи у? 
Первое услов!е состоить въ томь, что А должно быть > 0, ибо при А<0, 
если корни ур-щя относительно 5 | 


Дал ЗВ’зу -- Мут-|- 28% --2Ву--А"=0...... (1) 
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будуть дЪйствительны, полиномъ 2 будетъ отрицателенъ при тфхъ значеняхь ск, 
которыя содержатся между корнями, а если мнимы, то 2 постоянно будетъ отри- 
цателенъ; слфд. онъ не быль бы положителенъ при всякомъ х. 

Если А>0, то полиномъ 2 будетъ всегда положителенъ, если корни ур-шя 
(1), ршеннаго относительно х, будуть мнимыми, что ведеть къ неравенству: 


(В? — АА’) у? -- 2(В’В" — АВ)у-- В — АА" < 0; 
а этотъ квадратный относительно у триномъ будетъ постоянно отрицателенъ, вели 
В" — АА’ О и (ВВ — АВ)" — (В — АА’) (В — АА”) < 0. 
СлФд., искомыя условя таковы: : | 
А>0, В —АА’<О и (ВВ АВ) — (В — АА’) (В — АА) < 0. 
517. Приложеще №. — Изельдовалть корни уравнешя 


2-10 -—-(—1=0 


при излиьненаи Х оть — со до -- со. 


Прежде всего нужно знать, какъ взять Л, для того чтобы корни ур-вя 
были дёйствительны. Необходано и достаточно для этого, чтобы было 
(А -- 1) д 20—10 =0, ваш 2-3 —1>0....(1) 
Ворни тринома 2^?--3^—1, какъ видно & рг!ог!, дЪйетвительные неравные; 
именно 


3 я 17—83 
а р =УМ 8. 


Чтобы удовлетворить неравенству (1), нужно ^ давать значешя, лежаня 
внф корней. Итакъ, при Л, <Л<^, Ур-в6 пыфетъ мнимые корни; при ^==^, 
и ^=Л, — дЪйствительные равные, а при ^<^, п ^>Л, — ийетвительные 
неравные. Изедфдуемъ теперь знаки дфйствительныхь корней при изыбнеши Х 
оть — 00 до ^, и оть Л, до - со; они завиеятъ отъ знаковъ козоФищентовъ, 
а послёдые мфняютъ свой знакъ при переходв черезъ 0; поэтому, надо знать 
тЪ значеня Л, при которыхъ коэфенщенты обращаются въ нули; эти значеня 
суть 

№—=— 9, №М=-1 №=-. 
Составимъ теперь нижеслёдующую скалу возрастающихъ значений ^: 


ба, Вы а ий ыы =. ты 65 
^, м 7», », та 


1. — При ^===со уравнеше, если въ немъ вынести Л за скобки, беретъ 
ВИДЪ 


(1-Е 5) +244 =)=— (1—1) =0; 
и са. при ^==-= со корни его должны удовлетворять ур-нио 
ж-- 2 —1=—0. 


Эти корни суть: 


—(1--У2), &=/2—1. 
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2. — < — 2. Произведен!е корней = ; НО ебли ^<— 2, 10 и 


подавно ^<1; сад. л--2<0и^—1< 0, а потому произведене корней 
отрицательно, и слфд. знаки ихъ яротивоположны. 


Сумма корней =—% 5 ь ) ; но ^, будучи меньше —2, меньше и —1; 


сад. Л-2<0ил--1<0, п потому сумма корней отрицательна; закдю- 
чаемъ, что отрицательный корень имъеть большую абсолютную ‘величину. 


3.— ^=— 2. 0теюда ^12=0, и слФД. одинь корень безконечень, дру- 
10й удовлетворяеть ур-ню 


2(—2--1)#— (2—1) =0, ши — 2-3 =0, 


откуда: я —=— 00, д" = г й 
4. — —2<л<— и — Въ этомъ случав ^--2> 0; затфиъ, ^, 


будучи меньше а, будеть меньше и —1и -|-1, вл. ^--1<0 и 


: х—1 
^—1<0. Произведеше корней, равное — < ‚ положительно: знаки кор- 


х--2 
1 
ней одинаковы. — Сумма корней, равная о, положительна, ел: оба 
корня дьйствительные, неравные и положительные. 
3-- 17 
5. — Л = ри. Въ этомъ случав, количество 53 — ас обращается 
въ ноль, и ур. имЪетъ корни дЪйствятельные равные; общая величина ихъ 
выражается Формулою о Вычисливъ ее, имфемъ 
ыы 
2: 2 
__3 17 — 
6. — И << ра 3. Количество 52 — ас становитея отри- 


цательнымъ, и в имВетъ м мнимые сопряженные. 


7. — Нри ^ = У снова 6? — =0, и ур-ве имфеть корни 9ьй- 


стештельные равные. 


п еЕ — При этомъ будетъ: д—1<0, ^-1>0, 


^-2>0, откуда легко убФдиться, что произведеше корней положительно, 
сумма же ихъ отрицательна, а потому ур-Не имфетъ корни дьйствительные, 
неравные и оби отрицательные. 


9.— ^=--1. Въ такомъ случа ^—1==0, сяёк. произведеше корней 


равно нулю: одинъ корень равенъ нулю, другой удовяетворяеть ур-ню 35--4=0; 
слфд. 
я —=— 5, д” = 0. 
10. — ^>-Е 1; то, очевидно, ^>—Т и ^>—2; са. ^Л—1>0, 
А--1>0, ^--2> 0, поэтому произведене корней и сумма ихъ отрицательны, 
а слёк. ур-ве имфетъ корни дъйствилтельные, неравные, сз противополож- 


ными знаками, и отрицательный корень имьеть большую абсолютную величину. 


11. — Л—=- со. Результать тоть же, что въ первомъ случаЪ: 


=— (1/8), “= -ь . 


Рашональныя дробныя неравенетва. 


518. Вогда неизв®естное входить въ неравенств въ знаменател», то мы 
можемь уничтожить знаменателя, если онъ представляеть количество суще- 
ственно-положительное. Во всъхь остальныхь случаяхь приводять 86% члены 
неравенства къ одному знаменателю и собирають ижь вь первую часть. Та- 
жимъ образомъ получается неравенство вида 


926 пли < 0, 
гд8 Ри ( суть полиномы, содержащее х. Замфчая, что по правилу знаковъ 
при умножени и дЪленш, произведене количествь Ри ({ всегда имфетъ тотъ 
же знакъ, какъ и ихъ частное, можно предыдущия неравенства замфнить тож- 
дественными имъ: 

Р9>0, или Р9<0. 


Въ тому же результату мы пришли бы, умножая 06% части того или дру- 
гаго неравенства на существенно положительное количество (?. 

ЗатВиъ разлагаютъ полиномы Ри ( на множители 1-ой степени относи- 
тельно х, и получаютъ неравенство вида: 


А(2 — )(#— В)(&—1)(2—5)....>0, 
ГВ А не содержить 2. ЗатЪмъ распредёляютьъ количества ©, В, 7,. 
въ порядкЪ возрастающих величинъ. Пусть напр. будетъ 
—<<а<В<у.....<-о. 

Очевидно, каждый двучленный множитель будетъь сохранять неизыфнный 
знакъ до тЪхъ поръ, пока 2, увеличиваяеь, не перейдеть значене, обраща- 
ющее этоть множитель въ ноль. Такимъ образомъ можно указать знакъ про- 
изведеня для веякаго отдфльнаго интервалла, и слфд. указать т интерваллы, 
въ которыхъ произведен!е сохраняетъ требуемый неравенствомъ знакъ. 


519. Примъьъ [. — Вь какижь предълахь нужно измюняать х, чтобы 
уЭовлетворить неравенству 


442 — 54 —1 


я баз 7 


— 92 — 


Перенеся 1 въ первую часть и приведя къ общему знаменателю, полутимъ 
неравенство 
2 —4 
2 — БЕЗ 
Умноживъ 06% части на существенно-положительное количество (249 — 55 
-- 3)*, найдемъ неравенство, тождественное предложенному: 


2 — (2 — 55-3) >0, 


пап, по разложени 2? —2 и 22 —55--3 (триномовъ, имфющихъ корни дЁй- 
стедтельные неравные, и ся®д. изуёняющихь знакъ при измфненш 2) па мно- 
жители 1-Й степени: 


42-3) —/)(@—1(&—5)>0. 


Будемъ давать х значеншя въ слдующихъ интерваллахь, въ которыхъ ве- 
личины, обращающия каждый биномъ въ ноль, расположены въ возрастающемъ 
порядкВ: 


—02....-8. 1... Ее 9 


Вей ВЕНЫ 


1 2 3 4 5. | 


Еели давать 2 значешя меньшя (— /2), то каждый множитель будетъ от- 
рицателенъ; а какъ ихъ четное число, то вое произведеве будетъ оставаться 
положительнымъ. 


Еели давать 5 и большя (—\/2), но меньшия -|- 1, а сд. и ио- 
давно меньшя \/2 и 


>09. 


г то множитель 2-!- /2 будеть положителенъ, осталь- 
вые же биномы — отрицательны, и такъ какъ число отрицательныхь множите- 
лей — нечетное, все произведене будетъ отрицательно. 

Давая х значешя, большя --1, но меньшя -|- 2, находимъ, что Два 


С 


— < о 
множителя: 2-Г /2 и 5—1 будуть положительны, а два: х — /2 и ат 
отрицательны; елфд. произведене положительно. И такъ далЪе. 


Убфдимея, что данному неравенству удоваетворяютъ значешя х, опред$- 
зяемыя нижеса®дующими предфлами: 


#<—/; -1<2<+; >45. 


_ бай — 25-|-3 


а 0< ни 


520. ИрРимърРЪ П. Рьшить неравенство, 


Это неравенство жождественно а. 

(542 — 25-5 3)(#—1) (7 —3=-1<0. 

Замфчая, что дия тринома 52 —25--3 имфемь: 1—5.3< 0, т. е. что 
Корин его мнимые, заключаемъ, что онъ всегда будеть сохранять знакь перваго 
козоФищента, т. е. всегда позожителенъ. Поэтому данное неравенетво #тожде- 
ственно еще сафдующему проетёйшему: 


&—1(@—32410<0. 


ВЕ. Е 


3—5 „__8-ЕУ8. 

и а 

Даемт НЯ послфдовательно значетя въ интерваллахъ: 

8—5 3 5 
и а 
————_——— ы — —ы=— ——. 
1 2 3 4 
| 3 — \/5 


Вогда < ^- : —, ве три множителя, а ел%л. и произведене, будуть 
отрицательны. При 8 — У <т<1, первый множитель положителенъ, два друге 
2 
з З-+-У5 
отрицательны, ел®д. произведене положительно. При 1<#< —5—› первые 


два множителя >), трей <0, ел$к. произведеше <0. Наконец, при > Е 
всЪ множители, а съ ними п произведеше > 0. ПШтакъ, неравепеству удовле- 
творяютъ: 
< \5, ово ВУ 
2 2 
раз -|- 3% 
521. Примъръ Ш. Рэшиить неравенство и т 4. 
Приведя къ общему знаменателю, имфеузъ 


2(а— 105) х-|-35 -- 16а 


50% — 44а < 1, 


что тождественио неравенетву 
[2(& — 106) х-- 36 -- 16а] (56 — 4а) < 0, 
или, по вынесени изъ первыхъ скобокъ 2(а — 105), а изъ вторыхъ 55: 


10а — 105 (о-в (г 96) <0. 


2(а — 105) 
Относительно коэвфишента 1({а — 105) могутъ быть предположеня 
а<10 а< Ц 
< {51 >51 - 


Первый случай: 60, а< 1405. 


Произведене 10(а — 106) положительно; елёд. неравенство тождественно съ 
36-1 16а а 4а 
д—-.)< 0. 
( -Р 5@— 105) (2—5) < 

Триномъ долженъ имфть знакъ противоположный коэоФищенту при 2, елЪ®д. 
35 -|- 164 с. 

2(а — 106) ° 
Нужно знать, который изЪ этихъ а. боль й. Положимт: наугадь 
36 -- 16а м. 4а, 
 а— 107 5 
это произведене, и пе измфняя смыелъ перавенства, получимъ ему тождествен- 


я должно заключаться между — 


;т. к. 10(а— 1050, мы можемь умножить 06% части на 


рб 
ное: — (36-Е 164)55 > 4а.2(а — 10$), или — 155? — 8а? > 0, что нев$рно, ибо 
первая часть существенно отрицательва. 
35-164 Ра 44 
3(а — 105) ^56? 
__ 36-168 
2(& — 105) 
Вторьй случа: 5<0, а > 166. 
Произведене 10(& — 105)6 отрицательно, слФд. предложенное неравенство 


тождественно съ 
36 16 4а 
(2+ 8(@— 105) (2 г. 58) >50. 


Заключаемь, что — а потому х вужно взять такъ, этобы 


44а 
<<; 


ие р 36 --- 16а 4а 

& Потбму х не должно зайлючаться между корнями тринома: — тя Ее 
Е | 35 -|- 16а _ 4а 

Побмотримъ, который изъ нихъ больше. ДопустивЪ, Ч70 —5@—105)75 и 


замфчая, что 10(& — 1055 < 0, унножаемъ допущенное неравенство на это про- 
изведен!е и перемфняемъ смыслъ неравенства; найдемъ тождественное @ь нимъ 
неравенство — 155° — 8? < 0, что вфрно. 

Заключаемъ, что предположен!е было правильно, а потому данному нера- 
венству удовяетворяютъ два ряда значенй 2: 


ат и <. 

Третй случай: 5> 0, а< 165. 

Оперируя такимъ же образомъ, найдемъ, что предложенному неравенству 
удовлетворяютъ: 


#>-— 


35-164. 16а 44 
8@& — 105) В, 


Четёёртый блучай: 5> 0, а> 105. 
Вышеуказанныйь сноеобомъ нридемъ къ результату: 


36 16а 4а 
—2@—1 55 


Итакъ, чтобы удоваетворйиь предложенному неравенству, надо: 


При (#—105).5>0 брать: — 32-5164 <<. 


&>— 


= 2@—105) 
При (а — 10).5—<0 брать: я ИЛИ «<. 


Р#шен1е иррашюональныхь неравенетвъ. 


522. Котда неизв®отное встрёчается подъ знакощжъ квадратнаго корня, то, 
вообще говоря, нужно бываетъ освободить его изъ подъ знака корня, & для 
этого нужно изолировать радикалъ въ одну часть неравенства. Зат®иь, сяфдуетъ 
опредфлить знакъ второй части неравенства, будетъ-ли онъ неизмфннвйь, или 


об 


же зависть оть предположен! относительно буквъ, входящихъь въ эту Чаеть. 
Гели знакъ этоть не одинаковь съ знакомь, стоящимь передь радикаломь, 
смысль неравенства очевидень. Если же одинаковь, то нужно возвысить объ 
части въ квадралть, сохраняя или перемьняя смысль неравенства, бнотря 
потому, будетэь-ли этоть обийй знакь -|-- или —. 


523. Примъръ [. — Решить неравенство \/(х —1)(х—2)>#-—3. 


Чтобы /(х —1)(#—2) быль дВйствителенъ, надо, чтобы подрадикальное 
количество было > 0: этому требован!ю удовлетворяютъ всф х оть —со.... 
до 1, и оть 2 до со. ЗатЪмьъ, очевидно, неравенство будетъ удовлёТворёно 
вефии значешями х, которыя, не содержась между 1 и 2, будуть меньше 3, 
ибо въ этомъ случаЪ вторая часть будетъ отрицательна. Итакъ, во-первыхъ, для 
х можно брать всё числа отъ — со до 1, и оть 2 до 3. 

Пусть теперь будеть х> 3: 0бЪ части будуть положительны, а потому, 
возвысивъ въ квадратъ и сохранлвъ знакъ неравенства, ищемъ числа, удовае- 
творяющ!я неравенетву 


22 — 31-2 > 2 — 65-9, ИЛИ #—1>0. 


Это неравенство удовлетворяется всфми значенями т, большими 3. 

Итакъ: предложенному неравенству удовлетворяютъь вс значешя 2х отъ 
— © до + Ти оть -- 2 до оо. 

524. Примъръ НП. — Рьинить неравенство /ай — 21-1 /2ал — 2 > а, 
в% которомь а > 0. 

Сначала ищемъ, какъ взять х, чтобы еба ракикалЯ быми ИБтАРеьны, 
иначе, чтобы нодкоренныя количества быхи пофожи?ельни. Разбизиркния &?— 27? 
какъ неполный ивадратный триномъ, зажьааемь, что он будеРь положетежень, 
если д взять между его корнями, т. е. ян —а<х<а... (1). Ты #5 
образомъ убфдимся, что второй радикаяъ будеть двйствителень ии 0<5<3а 
... (2). Изъ сопоставленя (1) о (2), заключаемъ, что 06% рабижалалх будуть 
АЪИствительны, если 

а>2>0... (3). 

Зная это, перенесемьъ первый Членъ неравенства во вторую часть; найдемъ: 
Мах — 2 > а— /а— а. Такъ какъ вторая часть положительна, какъ и пер- 
вая, то, возведя въ квадрать и не нефемфняя сжыёла Нербвениьи, получим 
тождественное данному неравенство: 2а >> 2а* — За\/а— 1?, или, раздёливъ 
06% части на положительное количество де и изехиуровавъ раданаяь: уа*— 7? 
>а—а. Ш (3) я<а, в. а—х>0, а потому вторичное возвышене въ 
квадрать дасть: 2* — ах < 0. Шо смыслу этого неравенства х должно заклю- 
чаться между корнями первой частй; елЪд. 


а>%>0. 
что неё отличается отъ условя дъйствительности. 


525. ПРИМЪРЪ Ш. — Рющить неравенство м ое (1), в 


которомь а и 6 положительны и «>. 


— 96 — 


Пусть сначала |-> 0, т. в. х> —6. Изъ усломя а > 6 сяфдуеть, что 
ар 2-Ь, а потому и х-- а>0. 06% части предложеннаго неравенства 
положительны, а потому, возвысивъ ихъ въ квадрать и сохранивъ смыслъ ие- 
равенства, получимъ тождественное съ даннымь неравенство (по отняти 1 отъ 
обфихьъ частей): 

2ах 26х 
е >— ее. (2) 
2 -- а?“ #2 --ь 


Изъ числа значенй 2х, большихь —6, возьмемь сперва положительныя;, тогда 
а |/ 

а > а или, по осво- 

божденши отъ дробей, ах? -- оф? > 2? -- а, или 2*(а — 5) > а (а —5). Сокра- 

тивъ на положит. количество а— 6, дадимъ этому неравенству видъ (2-5 \/ад) 

(“— Уа6) > 0, и какъ первый множитель > 0, то необходимо, чтобы было 


> /аб. 


сокращеше на положит. количество 25 Дастъ: 


Раземотримъ теперь величины 2, содержащияся между 0 и — 6, отрицатель- 


ныя; въ этомь слуза® сокращене (2) на 22 даетъ: ИЛИ 


а |, 
рай За 
(-Ё /аб) (= — /а6) <0, а какъ второй множитель < 0, то необходимо, чтобы 

> —\/4. 

Но а>Ь, откуда а5>> М и /6>Ь, а в16д. — /46<—В; тавимъ обра- 
зомъ услове х> — /а содержится въ условш х> — 5. 

Пусть теперь #2 < 0, или < -— В, т. е. 2 содержится между —6 и 
— со. Цадимъ сначала х значеня между —Ви — 2, т. е. положимъ х > —а, 
откуда 2 а> 0; въ такомъ случа первая часть предложеннаго неравенства 
будетъ положительна, между тмъ какъ вторая отрицательна, и потому нера- 
венство (1) будетъ удовлетворено всфми значенями х между —б и — а. 

Давъ д значешя < — а, будемъ выфть д-а<0; а какь и х-|-6< 0, 


06% части даннаго неравенства будуть отрицательны, а потому возводя въ квад- 
рать, должны измфнить смыелъ неравенства; найдемь 


2ат < 205 
аа 8 аа -- $2’ 
откуда, сокративъ на 22 < 0 ит. д., получимъ 


(#-- /а5)(® — /а6) > 0; 
второй множитель для разематриваемыхь значешй сх отрицателелт, елфу. не- 
обходимо, чтобы и 2-|- /26 < 0, откуда 
#<— 5; 

такъ какъ это услов!е удовлетворено само еобою, то неравенство (1) удовлетво- 
рено вефми отрицательными величинами 2, меньшими — а. 

Итакъ: предложенному перавенству удовлетворяютъ всф отрицательныя зна- 
ченя 2, и положительныя, большя \/а0; и стало быть неудовлетворяютъ толь- 
ко значеня 2, содержащияея между 0 в -|- /а5. 


= 


526. ПрРииърЪъ [\№.—Риинить неравенство “< а—1, 10% а 


данное дъйствительное количество. 


32а 
Во-первыхъ „— с АОлженъ быть дёйетвительнымъ;: а для этого надо. 


чтобы было (32-1 а)(т —а) > 0, т. е. чтобы х не содержалось между — 
и а. Отеюда видно, что надо различать два случая: а<0иа> 0. 
Еели а< 0, надо брать х такъ, чтобы было: < а, или х> — а при 


а 


й В 
а_> 0 колжно брать: или > а, или < —. 
Э 


Но если а<0, т иа—1—< 0, и неравенство становится невозможнымь, 
ибо оно будетъ требовать, чтобы положительное количество было меньше отри- 
цательнаго. 

Итакъ, необходимо должно положить а > 0; затЪыъ необходимо еще, чтобы 
было а> 1; тогда об части будуть положительны, и возвысивъ ихъ въ квад- 
ратъ, сохранивъ смыелъ неравенства, получимъ тождеетвенное ему 

ев (а—1)*, иаи 35 а— (@а— 1) (#— а) < 0: 


д—а д—а - 


а по умноженш обфихъ частей на (1 — а)*: 
(х —а)[ — (а — 2а— 3) -| (4 —2а--2)а| < 0, 
что можно предетавить въ вид% 


1—8 — 2) ва. а) 0. 


а — 2а—9° 
Во-первыхъ, должно быть «—1>0; во-вторыхъ, х можно давать только 


. ; а 
тамя значеная, которыя; или а ИЛИ >а0. 


Раземотримъ, каковъ будетъ знакъ коэффищента 2 — 3а— 2; корни этого 
тринома, какъ видно & рг1от!, дЪйствительные и неравные, одинъ положитель- 
ный, другой отрицательный; зам$няя въ трином$ @ единицей, находимъ въ 
результат — 3, ел. 1 находится между корнями, и слёд. положит. корень 
>1; вычиеливъ его, находимъ а, =1-Г/З. Мы можемъ давать @ только зна- 
ченя, большия единицы; но эти значеня могутъ быть или < или >1-- /3. 

Такимъ образомъ, различаемъ два случая: 

Первый случай: 1 За<1--/3. 

Тая значешя а лежать между корнями тринома а’ —2а— 2, а потому 
онъ отрипателенъ; значить и произведене двухъ пругихъь множителей д. 6. 


отрицательнымъ, а потому величины х, удовлетворяющия неравенству, должны 
лежать между 
#— 2а--2 
дд 
В ао * 


нужно знать сравнительную величину этихъ пред ловъ. 


— 98 — 


Но триномъ 2? —2а-- 2, имя корни мнимые, положителенъ при всякомъ 
а; а —2а— 2, при взятыхъ значеняхъ @, отрицателенъ; слЪд. 


— `` @<х<а. 
(ъ другой стороны, для дйствительноети радикала, ваходящагося вт, ие- 


[72 
равенств®, х нужно брать или > а, или < — =. Поэтому сравнимъ предёлы 


Копустивъ, напр., что 


Въ разсматриваемомъ случа: «0 и а*—2а—2<0; сиёд.. умноживъ 
в — 2а—2 
0б% части на г. — перемфнивъ емыеслъ неравенства, найдемъ ему тож- 


дественное 
— а" -|- 2а--2 < 3а* —ба--6, или 0 < 44° —8а--4, или 0< (2а—2)*, 
что вфрно; елд. вЪрно и допущен!е. Такимъ образомъ, необходимо и достаточ- 
НО ВЗЯТЬ 2 Такъ: 
а? — 24-3 
а — 2а—2 


Второй случай. а>1-- / 3. 


Множитель 4 — 2а—2 въ этомъ случа > 0; сл. необходимо и доста- 
точно. чтобы произведене двухъ другихъ множителей было положительно, слЁд. 
а? — 2а--2 
я — 24—98 ` 


а 
. а<#<—5. 


х можетъ принимать ве значен1я, не содержащяся между в и а. 


Для сравнев!я этихъ предфаловъ, допустимъ, напр.: 
аа— 2а-1-2 
а? — 2—2 

Такъ какъ въ изелфдуемомъ случа а и а4*—2а—2 положительны, за- 

мфняемъ это неравенство ему тождественнымь 
а — 24-12 <а“—23а—2, пи 4<0, 

8 — 2а--2 
а — 2а—2 
а? — 2-2 
а —2а—2 
Комбинируя эти результаты съ предфлами, найденными а рг1011, находим, 
а — а? 
—2а—2 


‚ а<а. 


что невфрно; и потому а> а; такь что должно взять 


ии 1<а, ИЛИ > 


[12 
< — 3? ИЛИ х> 
Итакъ: 
при а<1 предложенное неравенство невозможно; 


2106 = 


8 
при 1<а<1 + Уз 3 ему удовлетворяютъ: аб а <#<— 5; 
при «>1-- УЗ ему удовлетворяютъ: или с < — > или & > ие? 
527. Примъръ №. Рюшить неравенство УЗ2— а У2— в адь @ 


ва. а ва 


дъйствительное количество. 


2 
Чтобы оба радикала были дФйствительны, нужно, чтобы было х> а и 
>“ 3) НО ОДНО ИЗЪ ЭТИХ условй содержитъ въ себ другое, а именно: 
в 
при а< 0 необходимо и достаточно, чтобы было х> 3; 


2 
при @«>0 необходимо и достаточно взять #> за. 
Первый случа: а< 0. 


Нужно знать знаки обфихъ частей, и для этого сдфлать предположеня 
относительно знаковъ ха и х- 50. 


1) х-а<0, тогда и подавно 2--5а< 0; 068 части неравенства отри- 
цательны, а потому, возвысивъ 06$ части въ квадратъ, съ перем ною смысла 
неравенства, и уничтоживъ положительный знаменатель, получимъ: 

(3% — 2а)(- 54) — (34 — а)(&-Р а)* < 0, или 23а? -|- 54а? — 49 <0, 
или, сокративъ на а< 0: 
2322 -|- 54ал — 49а > 0. 
Триномъ первой части, какъ видно А ргог!, имфетъ корни дфйетв. нерав- 


ные съ противоположными знаками; слФд. чтобы сдфлать его >00, необходимо 
и достаточно дать х значеня, лежанйя вн корней. Корни его суть 


ы У1856 --27 27, Е. 1856 —27 
> ая и ил 
х 93 а, -- 
ий какъ а<0, то очевидно 2’> =”. 
Сл®довательно, должно взять 


ге / 217 
г< р ый а, ИЛИ > ов ВЕ 


а 
Но мы видфли, что х должно быть > и <. Подетавляя въ три- 


номъ (—а) и з вифето х, убёдимея, что эти величины расположены отно- 


сительно корней хи 5” такъ: ь 
— 1856 27 
Е Е 
3 _ 28 
й слёД. невозможно удовлетворить неравенству, если 


а<0 и 1<—&«. 
й 4* 


— 100 — 


2) -а<з<— ва, т, 6. з-а и х--5а противоположны по знаку; 
а 
первая часть неравенства > 0, вторая < 0; и какъ 2> „› неравенство удов- 


летворено. 
3) «+ 5а>0; и подавно х-Ра> 0. 06% части неравенства положитель- 
ны, потому, возвышая въ квадратъ и сохраняя смыелъ неравенства, найдемъ: 


231 54ах — 49а? < 0, 
и елд. 


\1856 -{-27 


М1856 — 27 Н27 


ть о ба” 


а 
Кромв того, должно быть: 2>—5а и >» что праводится 


къ х> — Ба; а кавъ порядокъ величинъ таковъ: 
— со. ее . о 5. . а. о ‚ ._Ба „со 
то очевидно, что неравенству удовлетворить нельзя. 
Итакъ: хозда а< 0, чтобы удовлетворить неравенству, надо взять 
—а<я<— а. 
Второй случай: @> 0. 


Чтобы радикалы были дфйствительны, надо чтобы было: аа. Слжд. 


будетъ: х+а>0 их 5а> 0; а потому, возвысивъ въ квадрать и сохра- 
нивъ смыслъ неравенства, находимъ тождественное данному неравенство (по 
сокращени на а> 0): 

23° -- 54ах — 49а? > 0; 
откуда заключаемъ, что х нужно взять внф интервалла корней. А какъ поря- 
довъ величинъ въ данномъ случа таковъ: 


\1856 -|- 27 2 У1856 — 27 
— со. . о. а. . ` 54 ... = .. . -- со, 


т0: кода а> 0, необтодимо и досталточно взять 


1856 —27 
> а 
528. Задачи. 
РЪшить неравенства: 
1. 2— 135--40>>0; 22—45—140>0; 957—12%--2<0; 
д? — 5х < 6000; 1122--х— 180<0; 2—32—4>0; 
я — 12%--37> 0; 41 — 8а-|-17>0; 342 —8=2--12<0; < 104— 16; 
62—75--2<0; 122— 175--6>0; 848 —62--1<0; 
421 -|-50 —19<0; 22--25--1<0; 57--54-3>0. 
(#--1)%<3(2—1)%; 38 —7— 15280; 29— Па> —#(1--9). 
2. Рёшить совмфстныя неравенства: 
а) 2—72--6>0, 2— 155-56 < 0. 
Ъ) 2'—72--6>0 32—13 30 < 0. 


— 101 — 


с) 22—75 6<0, 22—13 30< 0. 

4) 421—75--6>0, 412—132 30 > 0. 

е) 2—75--6<0, 42—955--150< 0. 

(а за зай а) < о. 

Зал — 3522 53 —@< 0. 

21 —1) —ре— 1 —ча—10--229>0. 

(24 — В)? -|- 65(263 — 5) -- 2а53 > 0. 

(2 — 3а5) 23 -|- 36 (1 — а5) — 36 — 263 < 0. 

(а— 1) (1—5) -- 9 (а -- 1) 22 —23ах(1—8>0. 
(«—5)(& — 105) — 2(@— М; -- @-Р 116 —2 < 0. 
(т — п) — 2(т-- да--т—п>0. 

(12 -|- 92 — т) — 2(т?-[ п?) 5 -- (т? тв -| и?) > 0. 


жа. 14. (ой -- 3-1) < 3(=- 23). 
2(1 —4) + х—2< 0. 15. 2(од-- За 11) > 3(953 | <). 
2—1 34 < 2? 17. д? 2—а «3 -ра, 


ат 94 —9` В аа а—3 


Изсл®довать корни слёдующихь уравневй при измфневи Х оть — со до -|- 00: 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


(2-1) —20-1)5—0@— 2) =0. 
(3) — 1) — (2 ПЕНА =0. 
(2--л— 2) (А 1) —1=0. 
О-о-о —9=0. 
0—1 --2А- = 2ав =0. 
(8 -|- ЗА -- 7) - (А — 1) —15=0. 
8 — (2-- Пх-Е ЗА —1—=0. 


25. Вывести услов1е дфйствительности корней ур-н:я 


(АЕ 1) — (44-15-19 =0, 


п опред$лить пред$лы Х для того, чтобы оба корня были больше 2. 


26. Что нужно, чтобы корни уравневя а? --с —2а=0, предполагая, 
что они дфйствительны, были оба больше 22 


27. 


Рфшить ур-н1е 


- ГЫ н изсяфдоваль его корни. Что нужно, что- 


бы оба корня были больше 1002 


Изслфдовать корни сл$дующихь ур-в!Й при нзмфненн Х оть — СО до -|- 90. 


28. 


29. 
30. 


(0, — 1) —20—2)=--30—3)=0. 
— (0—1 —2=0. 
28—20) —1П--А—2=0. 


31. ОпредБлить предфлы для №, подъ усломемъ, чтобы для всякаго дфйствитель- 
наго 2 удовлетворялось неравенство 


еле и > г 


— 102 — 


Рфшить слЪдуюш!я дробныя неравенства: 


1 а — 46 
1 1 1 
в я За Гав — 42-3 
2—7 6 2—3 8 
зе 2 —85-- 15<® 38. 1—4 [12 
#—1 1 1 
ый бард ыы ее т” 2-1 
39 2% — 95 22а 1 
4—6 28 - 3 
52 -- 3х — 28—12 12 12 
40. >10. ты <3. 
т. 48 — 12 -|- 35 т — 22-3 _ 
"23 @- Е. | веЕО< 
(#—4)(#—0) 
: : < 
44. Рёфщать Я иж = ей <0, полагая, что а< 
пез и э--3_ 2—1 
а: "(@&-+ 5) =-3)(@а— ю— в Аа 2 (да —4)` 


Р%шить иррацональныя неравенства: 


—52--6)(/=—2) 
о 4-8 


49. 28 < а уэя — аа, 
50. 4(4? — 1?) — ву — 12—90 > 0. 

51. У --5ах-- 4? < 2% -р За. 

52. /(=—1)(#—2)--/@—3@а—4<у?. 


53. еее — 2/2 > 0. 


47. и: 


9.8 — 
>0. 48. >= 


полагая а > 0. 


-— 


Е .: = 
54. = <3за- =. 55. и > 4+ 1. 
56 ре У а. 
” я-а #— 24’ 


са. 
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ТУТАЗА ХхХХГУ. 


Разиональныя уравнен!я, приводимыя къ квадратнымъ. — Биквадратное ур-н!е; изелЪ- 
дован1е его корней. — Разложене биквадратнаго тринома на множители первой и 


р = ее ры 
второй степени.—-Преобразован1е сложныхъ радикаловъ: У А -- У В, У А -- УВ ит, и, 


529. Р5шеше биквадратнаго уравненя. — Уравнене четвертой степени 
называется биквадратнымь, козда оно содержить только четныя степени 
неизвъетнало. Слёдовательно, общая Форма его есть 


ай ож е=0.....(1). 
Его рёшене приводится къ Вань квадратнаго уравненя. въ самомъ 
ДЬлЬ, примемъ за неизвестное 2?, положивъ 


И и д (9): 
Ур-ше (1) приметъ видъ 


ау в=0..... (3). 


Рьшивъ его, найдемъ два корня 


НИЯ 446 ‚„_ —6— М5 — 4ас 
а Е: | 
Подставляя въ ур-ве (2) выфето у сначала у, потомъ у”, находимъ 
2*=у, 2 =" 
откуда ие, в== И, 
и ЕЕ вн 


Итакъ, биквадратное ур-н!е имфетъ четыре корня, попарно равные и про- 
тивоположные по знаку. 


580. ИзслЬдоване корней. Мы знаемъ, что корни уравненя а2“-Ье--с==0 
суть корни уравнен!я 
2—у, 
въ которомъ у означаеть одинъ изъ корней уравнен!я 


ау в =0. 

Слвдоватенльо: всякому дъйствительному ц положительному значеню 
У соотвфтетвуютъ два дъйствительныя значення х, равныя по величин и 
противоположныя по знаку; каждому дъйствительному в отрицательному 
значению у сооовЪтетвуютъ два значенля х мнимыя сопряженныя; наконецъ, 
каждое мнимое значене у даеть два мнимыя значешя для Х. 

Цтакъ, приходимъ къ сяфдующему изолвдован!ю: 

Г. ? — 4 >0. Ворни ур-Шя @у*-|-5у-- с ==0 дфйствительные неравные: 


; С 
одного знака. если ихъ произведене а положительно, и съ противоположными 


[Я 
знаками, если а отрицательно, 
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[Я 
Въ первомъ случа (-; > 0), оба корня положительны. если ихь сумма 


[7 ь 
— = положительна, и отрицательны, если —_ отрицательно. Если оба зна- 
‹ 
чешя у положительны, ве четыре значеня 2х дфйствительны; если оба значе- 
С ; [Я 
Ня у отрицательны, всф четыре значешя х мнимы. Во второмъ случа$ ( ь 0) 


два значеня у противоположны по знаку, поэтому два значеня 2х дЪйствитель- 
ны, два друЧя мнимы. 

П. 5 — 44 —=0. Корни уравнешя 47° бу с —=0 — дфйствительные 

ъ 

равные: ихъ общая величина = — т 

Слёд. биквадратное ур. имфетъ четыре корня попарно равные: 


аи \/ р 
= 2а’ 
|! ь 
они дёйствительны, если =<0, и мнимы, если > 0. 


Ш. 5-—4ж<0. Корни ур-ыя ау°-- бу с==0 — мнимые, сл. и 
вс четыре корня биквадратнаго ур-в1я мнимые, ибо квадратный корень изъ 
р--4 есть мнимое выражен!е того же вида. 

Результаты этого изслФдован!я можно резюмировать въ видз слёдующей 
таблицы: 


| 2 <0 .. . 4 корня дЪйствительные, попарно рав- 


{ с ей ные и противоположные по знаку. 
| а 
6—4 >0 2>0 .. . 4 корня мнимые. 
с <0 ... 2 Корня дёйствительные, равные и проти- 
воположные по знаку; 2 корня мнимые. 
[ о ... .4 кория дёйствательные, попарно равные 
Ш 4 о & р рно р 
— 406 — 
| 2-0 .... . 4 корня мнимые. 
61 —4%<0........ .4 корня мнимые. 


Примьчанае. Отсюда видно. что нужны ори условя для того, чтобы веЪ 
: ий 
четыре корня биквадратнаго ур-я были дЪйствительны; именно: 


р г [И 
63 — 4 = 0, =>0, < 
и одно услове, чтобы два корня были дфйствительны, а два мнимы; именно: 
с 
—< 0. 
& 


531. ПримьРы. — 1. Рюшить уравненае 645 — 2447 -|- 225 —0. 
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ПоложивЪ 2=, находимъ квадратное ур-не 
649? — 2449 225 —=0; 

225 244 |. 

въ немъ: 5? — асе —122* — 64 Хх 225 —484 > 0; ве 0; — т 0; 


слфц. оба значеня у — дЪйствительныя, неравныя и положительныя, а потому 
биквадратное ур-Ше имфетъ веф четыре корня дъйствительные. Находимъ: 


__ 122 == /1223 — 64 х 295 _ 12222. 
ии ИН ИЕ ИВ. 


й 


_9 ие, 
У—т у] тб; 


3 3 5 5 
откуда: =, т=—5, ат =—--р, “=—-. 


П. — Римиить уравнене 51 | 122*-- 4—0. 


Положивъ 2—9, находимъ ур-не 5у°-|- 12у-- 4—0; въ немь 6” — ас 
—36—5х4=16>0; 5 =5>0; 259. Слёд. корни его ДЪЙ- 
ствительные, неравные, оба отрицательные; а потому данное ур. имфеть веЪ 


четыре корня мнимые. Находимъ 


__ —6 = 16 __ —6=4 

У— 5 5 ' 
й 2 

у А у=— 2 


Савд. = \/*.. в Ни \/. 24, аи =— ЗА. 

Ш. — Рилшить ур-ше За — 96—90. 

Положивъ 2°—, находимъ ур-Ше 3у? —26у — 9—0. Въ немъ: $? — ас 
=13°--3.9=1694-27=196>0; <=—3<0; = < 0; мм. 
оно имфетъ корни дЪйствительные неравные, съ противоположными знаками, а 
потому предложенное ур-н!е иметь два дъйствительныхь корня и два мнимиыль. 


и 18 == /196 13—14. 


3 Бр В. 
, 1 
откуда У—=-9; у’=— 5} 
ы 1 1 : 
слВд. 1—3; ди—=— 3; и — —. $ Уф. 
-3; И. я 


[У. — Рюшить уравнене 2й — 1052 -|- 61 =0. 


Положивъ 2==у, получимъ ур-Не у— 10у-|--61 =0, въ которомъ 
1 — 6 —25 —61 —— 36; сад. оба значешя у мнимы, и потому данное 
Ур-ве имфеть четыре мнимьхь корня. Находимъ 


у=5-- 192% , у’ —5 — 14%. 
Слад. НО . 
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Преобразовавъ это выражене по способу $ 440, найдемъ:. 
2 ==3-[-28, 2—3 —%4. = — 3—4, ЗЫ, 

У. — Рьшиить уравненме х — 10*-|- 28 =0 

Положивъ 2—9, имфемъ ур-не у? — 10у-- 28 —0, въ которомъ 53 — 
—=425 —28=—=—3< 0; сщёд. корни его мнимые, именно 

у—5 == 3. 5. 
Слфд. четыре мнимые корня предложеннаго заключаются въ формул 
%=—=\ Б:=Е 3. 3. 
Примфняя къ ней преобразоване, указанное въ & 440, найдем: 


я Е {. 


Такимь образомъ: 


т — И РЕ ; Ва 


в/в ИЕ Жь; мы И А Вх 


532. Приложенче. -- Доказать, что уравнеще == - ая и=4 


иметь весь четыре корня дъйствительные, каковы бы ни и дъйстви- 
тельныя количества а в В. 


Помноживъ 06% части на (2 — 4?)(2? — 6*), дадимъ уравненю ифлый видъ 
2 (41° — 53) -|- 2*(2° — а*) — 4(2° — 9*)(#* — 0) =0. 
Положивъ 2—9, получаемь квадратное отноеительно у ур. 
9(у— 6?) -Нуу— @*) —4(у—а)у— 1) =0. 

Подставляя въ первую часть вмфсто у сперва а”, потомъ 65°, замфчаемъ, 
что результы этихъ подстановокъ: 42(а* — 65°) и 6°(5° — &*) имфють противопо- 
ложные знаки; слфд. корни относительно у — дЪйетвительные и неравные, и 
одинъ изъ нихъ сокержится между 2° и 6°. ДалЪе: коэФищенть при у’ отри- 
цателенъ (—=—2); подстановка-же 0 на-мфсто у даеть — 49258; сл. 0 нахо- 
дитея вн корней, и слёд. меньше обоихъ корней, ибо мы уже знаемъ, что 
одинъ изъ корней положителенъ. Итакъ, оба корня: у’ и У” дйствительны и 
положительны, каковы бы ни были а и Ъ, а слЪд. всЪ четыре корня даннаго 
ур-ня дёйствательны. 


Въ этому заключению можно придти и иначе. Ур-н!е относительно у при- 
водится къ виду: | 


24? — З(а?-|- 53)у | 4а26 —=0. 
Подрадикальное количество Формулы корней есть 
9(а2-- 5) — 32а, или 94“ — 1442 - 9". 
Но этотъ квадратный относительно а? триномъ инфетъ корни мнимые, ибо 
496 — 815' < 0, сад, при веякихъ а и 6 знакъ его одинаковъ съ знаком 9, 
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т, в. положителенъ. Поэтому оба значешя у дЪйствительны. Ихъ произведене 
3 
2476? показываетъ, что они одного знака, а сумма ихъ 5 (4-5) показыва- 
етъ, что оба они положительны. Слд. четыре корня предложеннаго ур-н1я все- 
гда дЪйствительны. 
533. ТЕОРЕМА. — Сумма корней биквадратнало ур-мя равна ну- 


3 
| с 2 
аю, произведене 75 равно =) а сумма *69др0т065 их5 равна ра 


Вь самомъ дёлЪ, четыре корня 2', х", х0т, д“ попарно равны и проти- 
воположны по знаку, слёд. сумма ихъ:— 0. — Во вторыхъ, (-|- /у/’)*-{- (— /у’) 
+ (+/+ (— у’) = 2 у"); но у-р у”, какъ сумма корней квадр. 


ур-н ау*--фу-- с =0, равна —2, слЪд. сумма квадратовъ корней даннаго 


р 26 : Ея — 7 Г 
ур-шя == —-.. Наконець, произведение (-|-- /у)( — У/у)(-- Му”) (— У) =” 
ый 
@& 

534. Разложене биквадратнаго тринома 22‘-|- 62--с на множители пер- 
вой степени. 

Триномъ а2‘-|- 62-- с, обращаясь въ ноль при каждомъ изъ четырехъ 
своихъ корней 27, хи, ап, аду, длится на каждый изъ биномовь #— 17, 
Фи, 4—2, х— и, а потому и на ихъ произведен1е; такъ какъ ДЪлимое 
н иБлитель — одинаковой степени относительно 2, то частное будетъ нулевой 
степени, и потому приводится къ частному отъ раздёленя высшаго члена дл“ 
дБлимаго на выепий членъ 2 дфлителя. Итакъ: 

ай -|- 6 с = а(х — 21) (5 — #1) (— #)(— 2). 
ПримъРы. —[. Разложить триномь 51 — 50-45. 
Ворни его суть: 3, == 1; сад. 

52 — 502-45 —5(х — 3)(2-- 3)(#—1)(&- 1). 

П. Разложить триномь 22 -|- 12-6. 


Корни его суть: ==\/2.%, == Е . $. баб. 
дата 6 и У; ее \/. уе 9. 
Ш. Разложить триномь — х*-|- 105? — 169. 
Борни его суть: 3==24, —3==25. блёд. 
— 14-10472 — 169 —— (1—3 —94)(#— 3-2) (ее -3—2)(а-- 3-2). 
535. Разложене бинвадратнаго тринома съ дфйствительными коэффищен- 
тами на дЪйствительные квадратные множители. 
Пуеть триномъ ах‘-| 62° с имфеть корни а, —, В, —В; въ такомъ 
случа его можно представить подъ видами: 
аз ый о=за[(е —а)(в + а) — В)(=-ЕВ..... (1) 
—=4[(2 — <) (+ — В((=-- «)(@- В. .... (2) 
—= (2 -— в) (# + З)И(«- а)(#—8]..... (3) 
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Когда четыре корня ©,— а, В, —В дБйствительны, всЪ три разложешя 
дадуть дЪйствительные квадратные множители. 


Если два изъ этихъ корней мнимы, то квадратные множители будуть дФй- 
ствительны только въ одномъ изъ этихъ разложешй, именно въ томъ, гдё 60- 
единены два сопряженные корня для составленя одного и того же множителя. 


Наконецъ, если четыре корня мнимы, то опять существуетъ только одно 
разложен!е на дфйствительные квадратные множители, то именно, въ которомъ 
каждый изъ квадратныхь множителей происходить отъ сочетаня сопряженныхъ 
корней. Отеюда 


ТЕОРЕМА. — Биквадратный триномз с5 дъйствительными коэф- 
фичентами вседа можно разложить, по крайней мор, однимь спо- 
с0б0мз, на произведене дъйствительныхь квадратныхь множителей. 


Чтобы получить это разложен1е, нужно вычислить корни тринома; это вы- 
чиелен!е усложняется вспомогательнымъ вычисленемь въ томъ случа», когда ве 
четыре корня мнимы, т. е. когда 65? — 44с < 0. Въ этомь послёднемъ случа 
значительно быстрёе найдемъ требуемое разложене слдующимъ премомъ. Пусть 
имфемъ триномъ 


6 {Я 
91 — 4 т оч 
а (На), 
С [Я : 
въ которомъ предполагается 5* — 4ас < 0. Разематривая хи д КакЪ крайне 


с 
члены квадрата, дополнимъ его, прибавляя и вычитая 25° \/ -х ; найдемь 


о ен) 
Но какъ 65° — 4% < 0, то 4 > 0, сл. и < > 0, а потому \/=. — ко- 


личество дъйствительное. але, раздфливъ обЪ части неравенства 5? — 446 < 0 
на положительное а*, находимъ 


се № \/* Й \/2 й 
Но оба эти множителя не могутъ быть отрицательными, ибо ихъ сумма, 
с 
равная 4 \/ <. › Положительна, слфд. оба они положительны, и потому 
с Ь 
/ а 0. 


Итакъ, триномъ можно представить въ ведё произведеня двухъ дЪйетвительныхъ 
Факторовъ: 


а а [А [ШВ пы = 
ен 

ПрРимъРЪ. Разложить на два дъйствительные множителя триномь 
уУ— 2 — 102*-- 28. 
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Инфемъ: 
у= (2/7 — (4/7 10) 
= (ау --10 -- З/Т ай — «4/10 МТ). 
5836. Преобразоваме сложнаго радикала у А-В. — Корни биквадратнаго 


ур-!я выражаются хормулою вида у А-— В; и когда В не есть точный квад- 
ратъ, т. е. /В несоизм®римъ, Формула эта весьма невыгодна для приближеннаго 
вычиеленя. Попытаемся, если окажется возможно, замфнить выражене этого 
вида другимъ, которое не содержало бы извлеченя корня изъ несоизм®римаго 
числа. Но предварятельно докажемъ слёдующую лемму. 


537, Лемма. — Если а, 6, а’ и 9’ суть числа соизмъримыя, а бп УХ 
несоизмюримы. то равенство . 


ЕЕ а ааа (1) 


возможно только толда, кода а—а и 6 —Ы. 
Въ самомъ дёлв, изъ равенства а-- /б =а-- у Ь' выводимъ 
Уб={@— а) РУЗ, 
или, возвышая 06% части въ квадратъ: 
И— (а — а’) {а — а) /Ъ--5, 
или И — 5) — (а—а')*=2(а— а) /Ъ. 
Допуская, что а не равно а’, мы нашли бы отсюда нелёпый выводъ 
— "_Ы— (а— а» 
Пеле, 
т. е. что несоизмфримое число равно соизмфримому. И такъь а==а’, а тогда 
изъ (1) слёдуетъ, что и 6=Ы. 


Зная это, попытаемся найти такя два соизмфримыя числа т и у, которыя 
удовлетворяли бы равенетву 


У а фа (1) 


тдё Аи В положительныя соизибрамыя числа, а \/В несоизизримъ. Возвысивъ 
обф части въ квадрать, найдемъ 


А ое (2) 


Уту полженъ быть несоизифримъ; въ самомъ дфлё, допустивъ противное и на- 
писавъ ур-н!е (2) въ вид® 


УВ=а=-у— А-- 2, 
нашли бы, что несоизм$римое число равно соизмфримому. Примфняя къ ур-н1ю (2) 
предыдущую лемму, находимъ: 


р у=Ан зу=1; 


и это — единственно возможное услов!е существовав!я равенства (2) при хиу 
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‘соизмфримыхъ. Послёдн!я уравненя показываютъ, что х и у суть корни квад- 
ратнаго уравнен!я 


В 
откуда 


ИВ. В в) 


—— у = ие ) . о. 

Видимь, что преобразоваше УА--/В въ выражене /2--/у, вену 
были бы соизмфримы, возможно только тогда, когда А? — В ебиь эпочный квад- 
рать; дыйствительно, въ этомъ случа, положивъ А*— В—=К?, гв К — 60- 
измфримо, имфемъ: 


А+ К _ АК 
= п у=- 


И такъ, если это услоне выполнено, искомое преобразоване возможно и 
выражается тождествомъ 


м А- /А*— В А— А — В 
АУ АВ, 
Й 9т0 — единственно возможная Форма преобразован1я ВЪ разематриваемомъ слу- 


чаз, ибо ур-ве (2) распалось на два ур-ня съ 2 неизвфетными, вел детв!е чего 
и получилиеь опредфленныя рфшен!я рая хи у. 


ЧВелая подобнымъ же образомъ преобразовать МА — УВ, не можемъ поло- 
жить УА — /В=/=-Р Му, ибо это повело бы къ нелёпому сяфдетвию: 
—УВ= 2/лу; 
но можно положить равенство 
МА — УВ= У — уу, 


откуда, подобно предыдущему, найдемъ: 


АВА + Е —\/^ > ЕВ 


Но если бы мы искали два количества х и у, а ур-ню 
МА ИВ ж- у, 
не дЪлая ограничен!я относительно соизмФримости хи у, то задача, очевидно, 


была бы неопредфленна. Возвышая 06$ части въ квадрать, мы нашли бы 
уравнен!е 


А-В == уу, 
которому можно удовлетворить, полагая 
В 
#-У=А, =, 


откуда нашли бы прежнюю ‹орму преобразован!я 


МА УВ = РЕ: Вы, а 
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но можно бы было удовлетворить ур-Н!ю м иначе; что дало бы друия значеншя 
для хиу; рёшеше (1) было бы однамъ изъ безчисленнаго множества рёшенй 
неопредфленнаго ур-ыя УА == УВ= Уз уу. 
538. Примьъчаще. — Опредфляя х и у, удовлетворяюнщя ур-ню 


МА УВ = Уж, ..... а 
мы должны были возвысить это ур. въ квадратъ и рёшать ур-н!е 
А-В ау. ее... (2) 


Но ур-н1е (2) могло бы получиться и изъ ур-Шя УА + УВ=—У— уу; 
такъ-что нужно удостовфритьея, что найденныя значеня для х и у ДЪйстви- 
тельно удовяетворяютъ преобразованю /2-- Уч. 


Й въ самомъ дёлЪ преобразоваше УА-- /В=— Уж— у не можеть 
имфть мфета при дфйствительныхь хи у; сл*5. система (3) $ 537 въ самомъ 
ДЬлЪ отвфчаеть искомому преобразован1ю. 


Принъры. — 1. Преобразовать Ув == /1 Е 
Здфеь А—6б, В=11; сад. А*— В—=25 —5?; а потому 


пон уеуе-учутеитно 
У =У (ИТ 1). 


П. Преобразовать У11 = 2/70. 


Въ данномъ случа; А—17; подводя 2 подъ знакъ корня, имжемъ 
2/10 =\/4.10 = /280, слёк. В=280; Аз—В=17 — 280 =9=3°. Та- 
кимъ образомъ: 


\17-- 26 = 8 О-НУ в 
\17— 2/70 — 0—7. 


Ш. Преобразовать = | 


Это выражене можно предетавить въ видь \/" =\/7- би, 


ЗАЪеь А=%, Вий А— а ел. 


еее _ УЗ Ще "уз" = > [Ма тя == /ай—9тя|. 


539. Приложеня. —1. Опредюлить услойя, которымь должны удовле- 
творять коэффишенты биквадратнало уравненля ах*-|Р рх*-|- с=0, для тою 
чтобы ею корни можно было выразить въ видъ алмебраической суммы двух 
простить радикаловъ. 
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Корни биквадратнаго ур-н1я можно представить въ вид® 


2а 492 ? 
_ 6 __ 62 — 4ас В __4ае с 
ел\д. АЕ— 5 В == Ч? Й СА. А —В=е=о. 


с & 
Заключаемь, что когда -_ есть точный квадрать, преобразоване возможно, 
и получается Формула 
РЗ 
ры тб Й, 
Иан 2-5 


Пуеть, нанр., дало ур-ве 185' — 452*-- 2—0. Здесь Сы: 


указанное услов!е имфетъ мфето, и слд. корни можно представить въ вид 


ы 441.1 ва 45 1 
АМАНЫ ету 
+ У57 == 33 ще: о. Е 
57 == \/33). 
в => (57-33) 
Еще примфръ. Въ уравнени а9'--2(а — 25)у*-|- а=0 отношеше 3-го 
коэФоищента къ 1-му, равное р или 1, есть точный квадратъ, и слёк. корни 


можно преобразовать въ сумму простыхъ радикаловъ; преобразоване Дастъ 
у—== Уф == / — а. 


П. Въ геометри доказывается, что если а означаетъ сторону правильнато, 
вписаннаго въ кругъ рамуса В, многоугольника, а 6 — сторону прав. впис. 
многоугольника съ двойнымъ числомъ сторонъ, то 


Ъ— У2 В? — /Вз(4В — а). 


Это выражене можно превратить въ сумму простыхъ радикаловъ; въ са- 
момъ д1ф, А—2А, В=В?(4В — а), слёд. АЗ — В = а?В*, и потому 


ое \/вв--=) —\у®-—“). 


Пусть, напр., а=В; первый многоугольникъ будеть правильный шести- 
угольникъ, второй — правильный двфнадцатиугольникь; получимъ 


= в/в = = В. 


540. Въ заключене этой главы рёшимъ еще два вопроса, относянцеея 
къ преобразован!ю квадратнаго и биквадратнаго корней. 


ПЕРВЫЙ ВОПРОСЪ. — Представить выражене 
О=Уа-- Уб--Ус-НУа 


вь видь произведензя двухь сомножителей вида Г х-- уу. — Доказать, что 
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иреобразованае возможно только при условии, кода а =1е, и ито оно вы- 
10дно только пода, козда а — и а?— с суть точные квадраты. 


Въ самомъ дл, равенство 
У Уз-НУе- уч (/=- Уз ХУж-НУз), 
по возвышенш въ квадратъ, даетъ 
а-- УЗ Ус-- Уа= (в-ру--2 узи) (и ь-- 2 У). 
Этому ур-ню удовлетворимъ, положивъ 
а—=(&-Ну)и-%); 65—45 ув; с =НКи-- оу; а=16хуи. 
Эти ур-н1я, какъ легко видЪть, несовмфетны, если не имфется соотношеня 


а°4 —0е. Вогда это условйе удовлетворено, система неопредфленна. Эта неопре- 
дфленноеть объясняется при помощи тождества 


(ЕЕ) = а /* >) 


имвющаго мфето при всякомъ ^; этимъ доказываетея, что разложене можеть 
быть произведено безчисленнымъ количествомъ способовъ. Неопредфленность эта 
даетъ возможность допустить между двумя количествами произвольное соотноше- 
не. Положимъ, напр., 2 | у==1. Тогда первыя два ур-вйя обратятся въ 


и о—а, м 
а Та [2 1 
откуда с о ъ; = —эу— 5. 


Внося эти величины въ третье, инфемъ 2у; зная, кром® того, что + у=1, 
найдемъ 


1 1 = 1 1 
= У 6 д /@— 6. 


Изъ этихъ Формулъ видно, что если а*—Б и а*—с будуть точные квад- 
раты, том, о, х ну будуть ращональны, и слд. преобразоваше выгодно, 
ибо оно представляетъ произведене двухъ множителей, изъ которыхъ каждый 
есть сумма простыхъ радикаловъ. 


Такъ, если АУУ, то а=1, = =, 


6 . 1 1 
а= 93 76108 4*4—6е удовлетворено; а@—6=— т а —в— ой 


Е В В Ре: к В 
Па Ро в 
Ро ое ВИ 
В, ща 
Итакъ 1 — а ЕУЫЮ : 


ВТОРОЙ ВОПРОСЪ. — Полмая, что В не есть точный квадрать, пред- 
ставить 


„АУУ 


т 


7005 видомь суммы двухъь квадратныль корней: / х--.\/ у. — Указать усло- 
вая, необходимыя и достаточныя для тою, чтобы преобразоваме было вы- 
з0дно, что можеть имъть мъето въ двуть различныть случаять: кода хи у 


плоть вид х-Р /В; кода эти количества соизмпримы. 
Ех —- — 
Положивъ МА ИВ = я у. 
и возвысивъ въ четвертую степень, получимъ 
А-НУВ= (#-у)*- 4гу -- 4 (в - у), 


(#-- у)" 4 = А, 1629(2 -- у = В. 
Отсюда видно, что (х-- 9)? и 4жу суть корни ур-шя 


м0; 


откуда 


и какъ разность (5 -- у)? — 4х9 = (2 —9)*, т. е. существенно положительна, 
т. к. ши предполагаются дЪйствительными, мы должны больший корень 
ур-ня въ # принять за (5 --9)?, меньший за 4х. Такимъ образомъ 


(Ну? = А Руда У, 4ту = АВ, 


или, вычитая второй результатъ изъ перваго 


(#— у =уУ— В. 
Не трудно теперь найти 2 и у. 
Чтобы разсматриваемое преобразован!е было выгодно, нужно чтобы х али 
у не содержали биквадратныхъ радикаловъ; сл. необходимо, чтобы А? — В = К?, 
гдз К— число ращональное. Тогда 


у", (в— К. 


Въ этомъ случа хи у имвють, вообще, видъ суммы двухъ проетыхъ 
АК 
2 
томъ, выражение предетавится въ вид суммы двухъ квадратныхъ корней изъ 


радикаловъ. На еели одно изъ чиселъ пли К будеть точнымъ квадра- 


5 > А--К 
выражений вида х-1 / В. Если, наконецъ, оба числа: = и К — точные 


квадраты, выражен: приметь вирь двухъ простыхъ радикаловъ. 
ПРИМЗРЫ [. и=Уб -- /90; найдемь: Аб, К—4; ел. 
@-У=5; ау =4. 


Потому 0 — о 


И. [= У7- /48; найдемъ: А—7; К—1; ели. 
(#--ч)*=4; (1—9)=1. 


Отеюда =. 
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541. Задачи. 


1. РЬшить биквадралныя ур-вя 
да — 132-36 —0; 2 — 248 —15—0; 428-1291 9—0; Тай — 248 1==0; 
2 — 74а? -Г 1225 —0; 52-- 722 — 6732 —0; м — 9518-|- 144 —0; 
5 4 21 5 4 21 


о 
164 — ва | 10 =0. 
2. Составить биквадратное ур-н1е съ соизмфримыми коэффищентами, однимъ изъ 
корней котораго былъ бы \/З -" \/2. 


3. Составить биквадратное ур-юе съ дЪйствительными коэффищентами, имфющее 
корень 5 — 24. 


4. Какимъ образомъ выбрать », чтобы уравнене 


© — я — 20-Е За -Р О — 1) =0 
имфло всЪ 4 корня дЪйствительные, или 2 корня дфйствительные п 2 мнимые, нлн 
вс$ 4 корня минмые? 


5. Между какими предфтами колжно заключаться ), чтобы уравнене 
м — 2(\ — 5) |- 2 -|- 10—28 —0 имфло 0, или 2, или 4 дЪйствительныхь корня? 


6. Разложить всфми способамн на два дЪФйствительные квадратные множителя 
каждый изъ триномовъ: 


ди — 1342-36; 21--542—36; 24-- 62°--8; 344 — 44 -{-15. 
т. Преобразовать сложные радикалы въ сумму простыхъ: 
8-25; 74/3; 5230/83 ; \М76— 32/8 ; М18-=3/5 ; 
49 == 12/18; 75 —12/91; 396/45; Мару; 
У — зав; Чарьфетолеты:; а яИ на; 
об-е —968—0); Ча @ — оу --Ы ; 


/ 


[С „ 453 а 
\/ а — 6 -- р --2\ |016 — 20941 ----; за? -|- 258 — Лаз -аазбярааьа- Евы: 


МЭ (2 — 82)/32 — 22; МУлба ув уззащаая — у ув; Ма 6/5 ; 
МЕ 
СУ 568 . 
8, Доказать, что если Ь не есть точный квадрать, выражение Ма Ув не м. 6. 
приведено къ виду \/х | у, тдВ д и у соизмёримы. 


9. Рёшить слдующйя биквадратныя ур-Ня и представить ихъ корни, гдз воз- 
можно, въ вндф двухъ независимыхь радикаловъ: 


17547 — 42272 -|-7—0; 82 — 252 18=0; а1-Р даб? = (а — 62); 
4т? — (а-|- 6 | (ао — аа —а-Р 5} 
(2,5 —2)*-|- 0,5625 —2,5(2,5 —#)%; а0. 21 — 2(03-|- 5) -- а(аз + 53) — 0; 
27(а — 6) — {ая — 5) (93 -- 03) 22 1 3(а2 — №) (а--5)=0; 
421(52 — ай) — 4а302а-|- а53(а? — 462) —0; 2 — 2(6е-- 242) -|- 638 — 0; 
аля — ал? — (1--2?) + а—0 (случай а=2). 
8* 
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(23 — 25) (2? — 81) -[ 227828 — 81) -- 22 = 150. 


А? В? С? 1 1 1 1 1 
я и Кии Ка-я=о. РН Е" Ве но 


ея 
1 1 1 1 1 1 
аа Рае Нат РЕГ Гефы-“ 


45 — 4(1 -|- 2) а. 2.08 —0. 


х \ х \? 2? ра 
(—1) -- (=) —=”(®—1; ата в=1 -Е Ти доказать, что корни 


этого ур-ная всегда дЪйствительны. 
(28 — 1) (29 — 2) (2—3) (9 — = -Ё5. 
10. Ршить неравенства: 
21 — 16221-68 > 0; 2" — 1228-32 < 0; д — 4322 | 225>0; 56 — 52 —2* < 0. 
11. Ршить неравенства: 
82 — 242-22 а 321 — 42 --16 
д — 12-35 >’ 2 — 21422 --80 
12. Найти сумму квадратовъ, кубовъ, сумму четвертыхь стененей корней ураз- 
пеня а2й -|- 6 с —0. 
Доказать, что если сумму я-хъ степеней корней этого ур. обозначить знакомъ 5,, 
то имфеть м$сто соотношене: 


аб, Зи 6,4 ==0. 

18. Доказать, что если а, 6; си @4 суть корни биквадратнаго уравневя “-- 
р 49—0, то имбють м$ето соотношен!я: 
а--ь- Ре а=0; а ас аа-- ве | 5а-- =; ас -- аа -|- ава -- а =0; 

афса — а. 

2 — 3421 -|- 225. 
2 — 2542 |144 ° 

15. При кавихъ значемяхъ т ур-н1е х' — 2* — т—=0 иметь всф 4 корня дЁЯ- 
ствительные? 


—420. 


14. Сократить дробь 


16. Между какими предфлами должно измфнять х для того, чтобы ур-не 
[(2 —а)*-- у? —16а2?, рЬшенное относительно у, имфло вс корни дфйствитель- 
ные? (Предполагается & > 0), 


17. Изсяфдовать корни каждаго изъ уравнев!й: 
я-а —1=0, (3—1 р— (ре =0 


при измфненшт Х оть — 00 до -- 00. 


И. 


— 117 — 


ь тГУГАв.^ ХХХ У. 


Ращональныя уравнен!я, приводимыя къ квадратнымъ: продолжене. — Возвралныя 
уравнен!я. — Двучленвыя уравнен!я. — Трехчленныя уравнев1я. — Уравнен!я вида 
Р.0.В —=0 и н$которыя друмя. 


Возвратныя уравнен1я четвертой степени. 


542. Опредфленя. — Уравневе называется возвратнымь перволо рода, 
если обратная величина каждазо корня уравненая служить также корнем 
этозо уравненя. 

Уравненае называется возвратнымь второло рода, если обратная величи- 
на каждого корня, взятая сь противоположнымь знаком, удовлетворяеть 
также уравненю. 

543. Лемма. — Если два уълыя уравненая сз однимь неизвъстнымъ, ш-й 
степени, приведенныя къ виду А —0, имюють ш различнихь общить корней, 
то коэффименты иль пропоршональны. 

Въ самомъ дфлф, пусть два уравнешя 

аж без с" -- а е=0 

ал -- же с" -- ав ее =0 
имфютъ 4 общихъ корня, т. е. первыя части ихъ обращаются въ ноль при 
4-хъ различныхъ значеняхь 2; тогда и многочленъ 


а(аз\ -|- $43 -|- с2°-- аж -- в) — аа б-р еж-аж-е) 
обратится въ ноль при т$хъ же значеняхъ 2; но этоть многочленъ 
(5% — аб’)? -- (са — ав’)? -| (да — аа’) - (еа' — ае’) 
третьей степени относительно 2; слЪд. ($ 71, П) онъ тождественно равенъ ну- 
лю; а потому ве ето коэоеищенты равны нулю. Отеюда 
@ ь в _а_е 
Ге На Г 
544. Услобя, необходимыя и достаточныя для тою, чтобы уравненае 
было возвреитнымь первао рода. 
Необходимо и достаточно, чтобы оно имфло тёже корни, какъ и уравнение 
еъ корнями, обратными корнямъ даннаго. 
Пусть имфеть уравнен!е четвертой степени 


ааа | сай аз-ре=0; 
1 . 
положЖивЪ т И ИСЕЛЮЧиИВЪ $, получимъ уравнене 


ву“ -|- 4" су Е бу а=0, 


корни котораго обратны корнямъ даннаго; слёд., если х есть одинъ изъ кор- 
1 1 
ней перваго, то — удовлетворяеть второму, а какъ _ удовлетворяеть, по пред- 


положению, и первому, то эти уравненя имфютъ обще корни. А потому, на 
основан!и леммы $ 543, имфемъ 
а [и е 


ва =1=Ь =, 


е а 
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откуда а—е, 6—4, 


т. е. коэоФищенты членовъ, равноудаленныхъ отъ крайнихъ равны и имфютъ 
одинаковые знаки. Итакъ возвратное уравнене четвертой степени перваго рода 
иметь видъ | 


а оз - с -- 65 -а==0. 
Примъчане [. — Если средый коэвоищентъ разематриваемаго уравнен!я 
равенъ 0, с=0, то уравненя 


ат | 643 - ах--е=0 п ев а=0 

а [и а 
дадутТЬ тать е 

отсюда: а= Рен 6—=-Р4а, ши а=—еи6= — 4; ур-ые будетъ 
| ай —- 623 —65 —а=0. 
И въ самомъ двяЪ, ур-н1е это-—возвратное, ибо, написавъ его въ видф 
(12° —1)(а2*-- 55 | а) =0, 

замфчаемъ, что каждый изъ корней --1 и —1 равенъ своему обратному; кор- 


ни же ур- я ах? -1 $5 а==0 обратны одинъ другому, ибо ихъ произведене 
равно 1. 


Примьчане П. — Такихь же образомъ найдемъ, что ур. третьей степени 
возвратное перваго рода есть 


в - Е - -Еа0; , оееаныва 


причемъ верхи! знакъ берется съ верхнимъ, нижыЙ съ нижнимъ. 
545. Чтобы рёшить уравненше ах‘ -- 62° -|- с2* -|-$5--а==0, раздълимъ 
обЪ части на 2? (на это имфемъ право, ибо ур-Ше не имфетъ корня, равнаго 


нулю, сл. 2? не обращается въ ноль); найдемъ, сгруппировавъ члены, равно 
удаленные отъ концовъ: 


а(=*-- 8) = уе =0. 


1 1 
Подоживъ #-- =, имфемъ отеюда: 2°-- = = — 2; подетавляя, 
найдемъ 


е. 
а? 


ау? Ру (с — 23а) =0............ (2) 
Отсюда найдемъ два значеня для у: У’ и у’. Подставляя поочередно эти зна- 


: . 1 
ченйя въ ур-не 2-|- _ =, которое можно написать въ видЪ 


И И 
найдемъ всф четыре значен!я х. Такимъ образомъ рёшен!е ур-вя (1) сводится 
къ рёшеню системы (2) и (3). 

546. Изсльдовлнге. — Чтобы величины х, выводимыя изъ (3), были 
дьйствительны, необходимо, во-первыхъ, чтобы коэооищенты этого ур-шя были 
дЪйетвительны, т. е. чтобы у было дЪйствительно; затфиъ необходимо. чтобы 
разематриваемое значене у удоваетворяло условю 


—4=0, 
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т. е. чтобы у находался ви интервала отъ — 2 до +2, пначе, чтобы абео- 

лютная величина у была больше ®. Очевидно, что этихъ услов1й достаточно. 
547. Примъры. —[. Решить ур-ще 22\-- 23 — 117-52 —0. 
Папашемъ его въ видф 


(5) (+1) —1=0. 
Положивь х-- == у, находимъ ур-не 2 у—15=0, откуда 
у, =. 
Внося эти величины въ ур-н!е х- == у, иметь ур-я: 
я — В2-1=0, 3 1=0; 
откуда: 21—02, ди = 5, ши — 8-28 и Ч ы 0 
Чегко удостовфритьея, что ИТ. 57” —1. 


Ц. Изслюдозать корни уравненя х'-Р Эх (АЕ 1х8 -- 2х | 1=0 
при измънени \ оть — со 90 -|- со. 


Вышеуказаннымь прёемомъ приводимъ ршен!е этого ур-я къ рёшеню 
системы 


2 —уж--1=0..... (1) ам —1=0..... (2). 
Чтобы корни (1) были дЪйствательны, необходимо, во-первыхъ, чтобы у 
было дЕйствительно, и затфиъ, чтобы 


у—4>0. 
Каждое значене у, удовлетворяющее этимъ двумъ усломямъ, дасть ДЪй- 
ствительныя значеня для х. 


Ур. (2) даетъ слЪдующее услов!е дЪйствительноети у: 
№—-1=0: 
услов!е, всегда существующее, ибо ур. ^*—^--1—0 имфеть корни мнимые. 


Второе усшове: у’ —4=0 означаетъ, что у не должно содержаться между 
—2 и -+-2, т.е. у долженъ быть илв < — 2, или >--2. Подетановка (— 2) 
вы, у въ первую часть ур-ня (2) даетъ 


$[—-^-1; 
подетановка (-- 2) цаетъ 
/ 3 
| А+) 
разсмотримъ скалу значенй ^, содержащую значения, обращаюция эти биномы 
ВЪ НОЛЬ: 


аа Жо —=...... 1... 
1 2 :. 
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Если Х давать величины въ интервалл® (1), то результать подетановки 
(—2) оказывается > 0; слёд. —2 находится вн» корней ур. (2); но полусумма 
корней, равная — Л, положительна; слЪд. оба корня больше (— 2). — Резуль- 
татъ подстановки (-|- 2) отрицателенъ, сл. |-2 содержится между корнями ур- 
я (2). Итакъ, для значешй ^, лежащихъ въ (1) области, расположене кор- 
ней у’и у” (полагая у’ <”) и чиель —2 и -- 2 таково: 


И а О м 


Итакъ: одинъ корень (у”) дастъ два дёйствительныя значен1я для 2; другой 
(у) — дна мнимыя значеня. 

Цля ^, содержащихся во (2) области, результаты подетановокъ (—2) и 
(-- 2) положательны, сл. (—2) и (-- 2) лежать внф корней; приэтомъ, полу- 
сумма корней, равная — Л, болыпе — 2, но меньше -|- 2; ел. расположение кор- 
ней и чисеель —2 и --2 таково: 


г И ль Бо 
заключаемъ, что 4 значеня х мнимы. 
Для Л, содержащихся въ (3) области, результать подстановки (— 2) отри- 
цателенъ; слфд. (—2) содержится между корнями ур. (2); результать подета- 
новки (-- 2) положителень; сяЪд. -|- 2, находясь вн% корней, больше у”. Такимъ 


образомъ одинъ корень (у”) дастъ два дЪйств. значеня 2, другой (у”) — два 
мнимыхь значен!я 2. 


548. Условёя, необтодимыя и достаточныя для тою, чтобы уравнене 
было возвратнымь вторало рода. 


Необходимо и достаточно, чтоуы ур-Н1е имфл0о т же корня, какъ и ур-нве, 
корни котораго обратвы корнямъ даннаго и имфють противоположные имъ знаки. 


Пусть дано ур-н!е четвертой степени 
ай -- 6 сх -- а -Ре=0,........ . (1) 
1 :. , 
положивъ у — — — и шеключавъ 2 изъ этого ур-шя и перваго, получимъ ур-н1е. 
еу* — ау? -- су* — Ву-а=0,........ . (2) 


корни котораго обратны корнямъ даннаго и ямфютъ противоположные имъ знаки. 
Но, если х есть корень даннато (которое, по предположению, есть возвратное 


1 | 1 
втораго рода), 0 — — есть также корень этого ур-н!я; но — —_ есть также и 


корень (2); слфд. оба ур-Шя имЪфють одинаковые корнн, а потому 


@ $ а е. 
а о, 
откуда: 
а=в, 6—=—4. 


Слфр. общая форма возвратнало ур-мя четвертой степени вторао рода 
такова 


ай -|- 653 -|- с? — -на=0. 
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Примъчане Т. — Еслибы средвй членъ равнялея нулю, то ур. было бы 
возвратнымь втораго рода въ двухъ сафдующихь случаяхъ: 
ах 55 -=а==0 


причемъ верхн!Й знакъ надо брать съ верхнимъ, нижн съ нижнимъ. 
Когда ур-не иметь видъ ал -- 6 -- 5х —а=0, его можно написать въ 
види: 0(2'—1)-- 55.51) =0, или 


(2 -- [а —1) + =0, 
откуда видно, что оно имфетъ два мнимыхъ корня: $ и — 2. 


Примьчане ТТ. — По предыдущему легко убфдиться, что уравневе нечет- 
ной степени ©ъ дфйствительныхи коэфоищентами не м. б. возвратнымъ вто- 
раго рода. 


549. Чтобы рёшать уравнене ах-- 62° -- с5° — --а=0, раздфламъ 
00% его части на х* и напишемъ его въ видф: 
1 1 
а(° + =) -Н%(#— =) =0, ел я (О 
положив &— =, имфемъ: = у 2; подстановка въ (1) дастъ 
ау | ву- {в - 2а) =0.......... (2) 
: 1 
Отсюда найдемъь два значешя у, подставляя каждое въ ур. х— 5 =9, 
которое можно представить въ видф: 
2 —1%—1=0... 
Найдемь четыре корня предложеннаго ур-вя. 


ИзсльдовлантЕ.—Если корни ур-вя (2} будуть дБйствительны, 10 и вс% 
четыре корня даннаго будуть дЪйствительны, потому-что корни (3) будуть дй- 
ствительны. Итажъ, услове дЪйствительности всфхъ четырехъ корней даннаго 
ур. выражается неравенетвомъ 


5 — 4+ 2а; У 0. 
Примфръ. — Рьшить ур-н!е 2'-- 22° — 3(^-|- 1)* — 25 {+ 1=0. 
Это есть возвратное ур-ве 2-го рода. РаздфливЪ его на <° и положивъ 
х— =, ИЛИ, ЧТО ТО Же, 
2 — уд —1=0, 
ршаемъ ур-в!е 
У -Н 2у — (3-1) =0. 
Услове. дБйствительноети вефхъ корней предложеннато будетъ 
№--3^ 150, 
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откуда заключаемъ, зто Л не должно содержаться между 


п 
= А 


[52 


Двучленныя уравненя. 


550. Двучленнымь уравненемь называется ур-н!е вида 


ато =0. 


Раздъливъ 06 части над, и шаоживь — ^ =А, можемъ представить это 
ур-н1е въ вид\ 
мт—А—0, или А. 
Рьюшить это ур-нае звачитъ найти такое количество х, м-зя степень ко- 


тораго равнялась бы А; иначе говоря, значить: найти всь значеня корня 
т-ю порядка из А. 


551. Творемл. Рюшевше ур-шя х” — А = 0 приводится кз рт- 
шеню ур-нзя у"-=1==0. 


Въ самомъ дВлЪ, пусть х будетъь ариеметическй корень т-го порядка изъ 
А, еели А>0, и изъ {—А), если А < 0. Ур-ше х" =А приметъ одинъ изъ 
ВЯДОВЪ: 2" ==4", "=". Положив х==2у п подотавивъ это выражеше 
въ каждое изъ послфднихъь ур-вй, по сокращения на м”, найдемъ 


у=1, нала “= 1. 


Такимъ образомъ, чтобы р%®фшить ур-не 5” — А=0, нужно: 1) найти 
абсолютное значение “/А, равное а; 2) найти вс корни у’, у”, у”,... ур-вя 
у" ==1=0; 3) каждый изъ нихъ помножить ва 4. 


552. Переходимъ къ рьшеню ур-Шя у”==1==0: элементарная алгебра 
даетъ средотва рёшать это ур е лишь въ нфвоторыхъ частныхь случаяхъ. 


1. т=2; ур-ня суть: у? —1=0; у-1=0. 

Рьшене ихъ извфстно; корни перваго суть: у’ =—-- 1, у’=— 1; корни 
втораго: у’ = У’=— $. 

П. #=3; ур-мя: уз —1==0; У 1=0. 

Первое ур-Ше можно представить въ вид: (у - 1)(у°Ру-|-1)=0; оно 
распадается на два: у— 1—0, уРу--1=0. 
ЕЕ 


Первое иметь корень --1; второе — два корня: р - 


такъ - что 


три корня даннаго ур-н!я суть: 
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у =Ь-- 1; и==ЕУ.# ; у"—=1- УЗ. 


Это значить, что хубичный корень изь -|-1 нмъеть три значеная: одно дъй- 
ствительное и два мнимыль. 

Легко видЪть, что каждый изь мнимыть корней изз-- 1 равень квадрелну 
друиио. Въ самомъ ДфлЪ, назвавъ эти корни черезъь < и 3, и замфчая, что они 
уковлетворяютъ уравненю у’ Ру- 1—0, находим: «3 = 1; но 2—1, сл. 
В = аз, или Ва”. Слёд., если © есть одинъ изъ мнимыхъ кубичныхъ кор- 
ней изъ 1, то три корня будуть: ©, &?, &3. 

Можно и прямымъ возвышенемъ въ квадратъ убфдиться, что у’—= у” и 
уу”, 

ПрРимьрЪ. — Решить ур-е 23 — 343 —=0. 

По доказанному, надо арнеметическое значене \/343 т. е. 7 помножить на 
каждое изъ трехъ значенй кубичнаго корня изъ --1. Найцемъ: 

я—- 7; а”=7Ж а. Е. ее. 

Переходимъ къ р»шеню ур-мя у3-- 1—0. Его можно представить въ 
вид (у--1)(/° —у--1)=0; а это уравнеше распадается на два: у 1=0 
и —у--1=—0. 

1==./8 


Первое имфетъ корень —= — 1; второе —два корня: —- 5} Тавъ что три 


корня даннаго суть: 


„_ 1-8. ш_1— 8.8, 
Е А Е 

Эти корни и предотавляютъь три значеня кубичнаго корня изъ — 1. 

ПримърЪъ. — Рёшить уравнене 2-8 —0. 

Ворни его найдемъ, помноживъ ариометическое значене \/8 или 2 на каж- 
дый изъ кубичныхъ корней изъ —1; сад. 

х=—2; 2—1 УЗ. х"=1— УЗ. 

Ш. т=4; уравненя: у'—1=0; у“ --1=—0. 

Уравнен!е у‘’— 1—0 можно представить въ вид® (/“— 1)(у°--1) =0; 
оно распадается на два урн!я: у—1=0 и 1*--1—0. Первое’ имфетъ 


корни: |1 и —1, второе: ти — 2; такъ-что ур-не у'—1=0 имфетъ 
четыре корня: 


у—=—1 у 


У=-Н1, У——1, У у 
Чтобы рфшить ур-е у 1—0, дополнимъ первую чаеть его до поянаго 
квадрата, прибавивъ къ ней и вычтя 2%; найдем: 


ут-Е 2-1 — 2—0, или (у°--1)*—(/2.5)*=0, наи 
(У-НУ 2. у 1) —У2. 9+ 0=0. 


Это - ур-в!в распадается на два квадратных: 9--/2.у-1=0 и 
——\/2.у--1=0. Рышивъ ихъ, найдемъ 4 корня: 
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й:]: В а. [У а. 
и |= (19), 19 


Уравнене у а можно рфшить иначе, разсматривая его какъ воз- 
вратное, въ которомъ коэФоищенты трехъ ереднихъ членовъ равны нулю. Раз- 


1 1 
з —— {}. =— . 
ДЪливъ его на у°, имфемъ у*-|- == 0; ПолоЖивЪ = имфемъ отоюда: 
1 ь -5 - 
Уи=— 2; сл. 2—2 —0, откуда = /2 и 2И—=Ы— Я. Под- 
| ь 1 
ставлая поочередно оба значення г въ ур-н!е УР =*, получаемъ два ур- 


ня у — / 3. у--1=0 и У /З.у--1=0, которыя ршены выше. 

ПрРимЪРЪ [.— Уравнеше 2' —81 —0 имжеть 4 корня, которые найдемъ, 
умноживъ ариометическое значене \/81, т. е. 3 на четыре зпаченя корня чет- 
вертаго порядка изъ --1; именно 

д =- 3, аи —3, И - 3, ШИ. 

Примъръ [|.— Ур-е 2-16 —0 иметь четыре мнимыхь корня, ко- 
торые найдемъ, умноживъ четыре значен!я корня 4-го порядка изъ —1 на 
арием. значене \/16, т. е. на 2. Получимъ: 


т —= 2 (1-8), 2/3 (1—8, я /3(—1--9, “= /3(—1-—9). 
№. т=5; ур-ыя: #—1=0 и #2-1=0. 
Первое ур. можно представить въ видЪ: (2 — 1) (2 -|- 2-2 &--1)=0; 
оно распадается на два ур-ня | 


#—1=0....(1) и ржи --1=0.... (2) 
изъ которыхъ первое даетъ 2’ —=-1. Второе же есть возвратное ур. первало 
рода, ибо коэвеищенты членовъ, равноудаленныхъ отъ крайнихъ, равны; слЪд. 
ршен!е его приводится къ рЬшеню системы двухъ уравневй: 

2 —у--1=0 и УУ—1=0. 

Ворни ур-н!я въ у дёйствительные, неравные и противоположны по знаку; 
необходимо и достаточно, чтобы эти корни не заключалиеь между —2 и -|-2, 
чтобы корни ур-в!я (2) были дЪйствительны. Но 2*-|- 2 —1_>> 0, сл д. положитель- 
ный корень содержится между 0 и -|- 2. Точно такъ же (—2)°-{- (—2)—1>0, 
слЪд. отрицательный корень содержится между би (—2). Слёд. воБ четыре 


корня ур-в!я (2) мнимы. Для нахожденя ихъ рёшаемъ сначала ур. въ У; 
оно даетъ 


и 1/5 
И 2 
Ршая ур-ве въ х, имф-мъ 
у /—4 
а, 
1-5 
подставляя сюда выфето у сперва —— > тат затВемь — о получимъ 


еще четыре корна, такъ-что вс пять а ур-Шя 2°—1=—0 суть: 
я, =1; 


— 125 — 


„АУУ 25.8 
ее 4 


; т; 


_—1--У5—У10-Е 25.4 
ыы у 


Е _—1—У8-+ 0—5. У -а 
8 —^ 4. з Ре -: и д _ ь 


Я, 


Чтобы рьшить ур. 2'--1==0, разлагаемъ первую часть на множителя и 
получаемъ уравнене (2--1)(2‘ —2'--2'—х--1)=0, распадающееся на 
два ур-ня: х--1=—=0и 2—2 --2° —х--1=—0, р5шеше которыхъ ана- 
логично вышеуказанному. Впрочемъ, легко показать, что корни ур-ня 2°-|-1==0 
отличается отъ корней ур-ня 2°— 1—0 только знаками; въ самомъ д$лф, по- 
ложивъ въ данномъ ур-ви х == — 2’, получимъ ур-н!е 2—1 =0, тождеетвенное 
съ рЬшеннымъ, слд. для х’ имфемь 5 вышенаписанныхъь Формулъ; а какъ 
д——х’, то перемфнивъ въ этихъ Формулахъ знаки, прямо имфемъ пать кор- 
ней ур-ня 2°--1—0. Это замфчан!е относится ко вефмъ двучленнымь ур- 
ШЯМЪ 2” —1=—0 и д"-- 1—0, въ которыхъ т нечетно. 


У. т—=6; уршя: 2—1=0 и #2-1=0. 


Цервое ур. можно представить въ видЪ (2 — 1)(23°-- 1) =0; сл. оно раз- 
лагается ва два кубичныхъ ур-Шя: 2'—1=0 и 23--1=—0, ршевя кото- 
рыхъ уже извфетны, такъ-что 2° —1=—=0 имфеть шесть корней: 

Ща. 1-8. 1—$\/3. 
2 


= в = оу = — — щ=р—1; 2 = 2 


р] ) 3 — 


5 


__ 1-58. 
г. 

Уравненя. 2‘'--1=—0 можно предетавить въ вид (2) 1—0, т. е. 
(2*--1)(2 — 2?--1)=0; оно распадается на два: квадратное ур. 2-1 =0 
и биквадратное 2“ — 2*--1—0, рьшеше которыхъ извФетно. 


УГ. т=7. Уравнешя 27-= 1—0 неразрфшимы средствами элементарной 
алгебры. 


УЦ. т=8; ур-я 2 —1=0 и 2--1=—0. 

Первое можно написать въ видЪ (2 — 1)(2‘-- 1) =0; оно распадаетея на 
два 2'—1—0 их -|-1=0, корни которыхъ уже найдены въ пунктв Ш. 

Урше 2--1==0 можно написать въ вид (2“-|-1)°— 2—0 или 
(2 НУ. =*-|- 1)(*—У2. 2-1) =0; оно распадается на два биквадрат- 
ных ур-шя 21'-- /2. 2*--1=0, их'—/2.2--1=0, рёшеше кото- 
рыхъ извъетно. | 


Подобнымъ образомь могли бы рёшить элементарно еще нфкоторыя дву- 
членныя ур-ня. | 


На частныхь примфрахъ мы видфли, что число значенй корня, или р%- 
шенй двучленнаго ур-н!я всегда оказывается равно показателю корня или сте- 
пени ур-н!я. Общее доказательство этой истины дано въ главф ХХХ. $ 458. 
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Трехчленныя уравнения. 


558. — Трехчленнымь ур-мъ называетея ур-Не вида 
ат" с ==0. 
Въ частномъ случа®, когда и —=2я, т. е. ур-н!е имфетъ видъ 
а" бт в =0, 
рёшене его приводится къ рёшеню двухъ ур-в: хвадролинало п двучленноло. 
Въ самомъ дфлЪ, положивъ 2” =, и ел. 2” — 9, получаемъ ур-н1е 
ву --=0, 
им ющее два корня: у=9’ и у=у”; подставляя эти значешя у въ ур-н!е 
1” —, получаемъ два двучленныхъ ур-ня 
и 
изъ коихъ каждое имфеть ® корней, такъ-что предложенное ур-не иметь 2® 
корней. 
Очевидно, биквадратное ур. есть частный случай трехчяеннато. 
ПрРиИмМЬРЪ. — Рьшить ур-нае 100058 — 6119.53 - 9261 =0. 
Положивъ 23 — у, имфемъ ур. 10002 — 61199 | 9261 ==0, откуда 
В 6119 == \/37442161—87044000 __ 6119-5631 , 


*2000 - 200 } 
елжд. 
Г. Е 
20008 ? 2000`` 125 


Вопросъ приводится къ рЬшеню двухъ двухчленныхъь ур-вй 


27 343 
9: ее 
ав 
иЗЪ КоТтОорыхъ и находимъ шесть корней предложеннаго: 
3 3 х—1=: 8 7 ТУЗ 
235 5 2 


Уравнен1я вида Р.0.В —=0 п нфкоторыя другя. 


554. Бакова бы ни была степень уравнен!я, вторая часть котораго равна 
нулю, но если окажется возможнымь разложить первую часть его на множители 
первой, или второй степени, или вида ал‘ -- 65° с, или ах“ -- ве? -- са 
—=6д-ра, то ур-ве возможно рфшить средетвами элементарной алгебры. Въ 
самомъ ДЪлЬ, чтобы произведене множителей было нулемъ, необходимо и доста- 
точно, чтобы одинъ изъ нихъ былъ нулемь; елфд. решен!е уравнея РОВ —0 
приводится въ р5ёшеню отдфльно ур-нй Р=0, (—0, В—0, которыя, по 
предположеню, разрёшимы элементарными средствами. 

Приводимъ прамфры. 
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1. Рилиить ур-ше ал Фа сд — 0. 


Написавъ его въ вид$ 2а2--65--с)=0, заключаемь, что его корни 
суть корни ур-Я: х=0, ал Е бе -Ре=0; т. е. 

й и 406 „_—— У дас 
дм о 
2а 24 

Ц. Рэиить ур-не 123 — 51—42 -=0. 

Непосредственно видно, что ур. удовлетворяется при х=1; ел$д. первая 
часть его, обращаясь при х=1 въ ноль, длится на х —1; выполнивъ д%- 
лене, дадимъ ур-ню видъ (5 — 1){722-- 2» — 2) =0, откуда видно, что оно 
распадается на два ур-шя: х—1=—0 и 72*--22—2=0. 

РЬшая ихъ, получаемъ: 

—1== 15 

т 

Ш. Ришить ур-нае: (32* — 12? -|- 4) — (94% — 52° -- 3) ==0. 

Разложивъ на множители, получимъ 

{52 — 1222 -|- 6)(2' — 22--2) = 0, 
ур-не, распадающееся; на два биквадратныхъ, изъ которыхъ найдемъ 


и АО ны 


6 ув 
5 
555. Уравненя а(}°-- 50 с=0 и а0'-- 4)? |- с =0, гдф 0; есть квад- 
ратный или биквадратный по букв х полиномъ заключаютъ въ себ четыре 
типа ур-нй: 


== И РУЗ. 


а(тд* -|- з5 Г 8-6 (гд" -- ва Ее =0; 
а(тай | 28 -- 6)? + Кий за и -е=0: 
ат зд -Н ВВ (та-| 2 Р-Н е==0; 
ат“ -| 82° | ВЕ В (тай -- 52 +8} е=0. 
Чтобы рЬшить такого рода ур-ня, лолагаемъ, смотря по случаю: 
ИЛИ 77-8 = 0, или т -Р 5—0... .. (0) 
р%$ёшая ур-вя въ (, найдемъ для ( два пли четыре значен!я; внося каждое 


изъ значешй ( въ вепомогательныя ур-нёя (), найдемъ соотвётетвующя зна- 
чевя <. 


556. СлБдующе четыре типа уравнений: 
арз-|- БР’ СР; а0?-|- 594 -- 4 =0; 
ар" | ОР ср — 0 и а0*-Р 6020 -| 4 —=0, 
въ которыхь Ри Г” суть триномы вида 7-5 Ьа Фи 0’ — вада 


та\ -- за --Ь р®шаются помощио двухъ квадратныхъ, либо двухъ биквадрат- 
ныхъ ур-нй. 
Для рЬшентя ихъ полагаемъ, смотря по случаю; 
в) 


Е . Г ь 
Ъ= В ИЛИ т 
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приходится затЪиъ рЬшать квадратное, либо биквадратное ур. въ В, которое 
дастъ для В, два, либо четыре значеня; внося значеня В, во вопомотательное 
ур., найдемъ соотвтетвуюция значеня г. 


557. ПримфрРы. — [. Рюииить ур. (х —а)(1 — 3а)(х — 3а)(х -Ё 4а) = 
—5* — 35а*6°. 

Посл довательныя преобразован!и даютъ: 

(2* — 4ах -- 3а?) (2? — 4ах — 32а*) = — 35476°, 
(2° — 4а5)* — 294*(х* — 4ах) — (964 -- 5* — 35а25*) =0. 

Принявъ 2‘ —4ах за вспомогательное неизвЪетное, находимъ 

29а — (3542 — 25). 
5 ; 

р№шая каждое изъ этихъ квадратныхь ур-н, найдемъ всф 4 корня пред- 
ложеннаго. 

П. Рюмиить ур. (12° —х-- 1)“ — 1027(17 — 2--1)°-- 92 =0. 

Раздъливъ 06% части на 2“ (что, зам®тимъ, не поведетъь за собою уни- 


чтожен!я н%®которыхъ корней, ибо при 7=0 ур. не удовлетворяется), дадимъ 
Ур-нИю видъ 


1? — 4ат = 


и. ные 419—0, 


Ея 
откуда 


Такимъ образомъ имфемъ 4 ур-н!я 
—а-1 я —#--1_ чо ° 
= ЗЕЕ —_ == 3, 


изъ которыхъ находимъ: 


1—1, = 4=2-3, = 1. 
2 2 —В(а— 
Ш. Рюшить ур. Ся Ея тд а=@— (0—9. 


ПосяЪдовательныя преобразован!я даютъ: 
{2 ас--1— (а— 6} [2 -Рас--1— (@— с} — (2 --а2--1)*= 
(@— 1) (2 аз-- 1) — 43а —в— в) (?- аз -- =- а(а — В)(а — 92°=0, 


ах 1 
откуда, раздфливъ на 2° и принявъ за неизвЪетное аа ‚ имфемъ: 


аз 1 _ (а — 6 — в) == У\2а —6 —с)*— 44 (а — 1) @—)@—9 пт 


2(а—1) 

28 аг--1 __9(2а—6 —с) = / 48$ —с)-- 44 —5)(@—0). 

г С ы в 
Но, по условю. а == еее $ сабд. 


4 (6 — с)*-| 44 (а —5)(в- 9=9®--с)*, 


откуда 
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аз 1 а {2а—в фе с) те 


х 


2—1) . 


ах 1 _ @-(а-— 0) {2а-—в-с-®-+ 6)} 


д 


2аа—в— с) 


. Итавъ, нахожден!е д приводится къ ршеню ур-й 


2 т ах-1 (ав (а—с) 


ря а—ь-фе › 


что не Представляеть уже затруднений. 


558. Задачи. 


Ршить возвратныя уравнен!я: 


15. 


1. 2 — 1053 -- 262 — 105+ Е=0. 
3. 

. 651 — 3523 -|- 6222 — 35% 6 =0. 
. 65.1 — 19353 -+ 2145? — 198х -- 65 =0. 
. 25 -- р -+ 423 - а Рух 1 =0. 
. 456 — 2445 -- 57л* — 73а3 -- 5722 — 24% +4 -==0. 
. 658 — 2353 -- 104 -- 1448 -- 1042 — 235 -- 6 = 0. 
‚ абзл — (а--Ъ5) —- 6) -- {а -- аа - в) + 205 }2-—(а--®)(а-набе-а6=0. 
. ася — а[с(а? - 52) + (а? - <?) |3 | [2а?е = (а? - 62) (в -+ <?) 2 


22я — 543 - 64? — 5542 =0. 


2 = ах +1 (а-В(а-—с) 
я а . 


2. 2 -- 5ж8-- 242 + 55 -1=09. 
4. 1 — 353 —252 —3З%+1=0. 


6. 304% — 10123 -- 13822 + 1012 + 30 =0. 
8. 5% — 1253 -- 3022 — 12% 5==0. 


10. 252 ри -- 423 —92? —рл—1=0. 


— @[с(а? -{ 52) Е В (а? - 6?) - а26с = 0. 


Решить ур. 


Решить трехчленныя Уравнев!я: 


16. 
18. 


48 428 = 96. 
28 — 9724 -- 1296 = 0. 


д — 328 -- 92? — 27% -- 81 =0. 


17. 28 — 9153 -- 1728 = 0. 
19. 419 — 1225 = 56133. 


20. 28 - [422 + У2) -+-62(2 —12)[а2(2 — 2) + 62(2 + УЗ) + (@ — 1 =0. 
РЬшить уравнешя: 


#-ое-зе- За 9 = ет 1 2-2 е  З + (+4). 


21. 
22. 


24. 
26. 
28. 
80. 


о 
оз 


34. 
36. 
38. 
39. 
40. 


49 5 = 423 -|- 33. 


я-а + а=о. 


250 — 36 — 23. 27 
8х3 - 16% —9 =0. 29 
&* — 1048 + 3552 — 505-24 =0. 

. 4х = 5458. 33. 
23 — Забх -- а -- 53 = 0. 35. 


23 — Зал? | 4а?х -- 83 =0. 37. 


23. 


25. 


за 2=0. 


а23 - 2 ка 1=0. 


. 23-2? — 4% —4=0. 
‚ т - 2233 — 12-454 4=0. 


31. 21 -- 4а3х = @. 
813 — 1692? - 8а?х — @8 = 0. 
813"— 1342 + 32-8 =0. 
В(х -- В)? =ах (х -- 2В) — (х -- В). 


(223 + 22-х) — 26(243 - 2 2) +88 =0. 
(и -- 28 -- 12 — 33(ая + 22 -- 1) + 105 =0. 


43 — 642? — 10% —8=0, зная, что одинъ изъ корней == 4. 
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41. (2—5) (3х + 8) (7х —9) = (25 — 1)(2х-- 1), зная, что одинъ изъ его кор- 
ней — цфлый. 


42. 28 — 1х1 — 723 -- 32322 — 186х — 2520 =0, зная, что три изъ его корней — 
послдовательныя цфлыя числа, сумма квадратовъ которыхъ = 110. 


43. 25 — 242 + 16323 — 482 — 16765 — 1440 =0, зная, что въ числ его корней 
есть три послФдовательныя цфлыя числа, даюпия въ произведени 720. 


44. 21 — а28 + 67 -- аах + @ =0. 
45. (2? + ах — 1)(2? -- 6х -- 1) — т(а? -- са + 1)? + а =0. 
46. (22? — ав -- 5)! 2? — Зах -- (2? —4аз -- 5) (2 — вах -- 6) = Тая. 


47. (ха) (ха а-+а-+ 2) (о р а+3) +й=0, п показать, что корни его 
мнимы, если #>1, попарно равны при # =1, и дфйствительны, если А < 1. 


48. х(х - а)(я Ве каз =0. 


49. 2 22, 3 | 4 226 
"1-2 2-3: @а+02+2)а-3) ь 
11, т: 1 . 
50. — ПТО ЕВ 0, и, общъфе, ур-не 


1 Е Е ЕЩЕ 
хо па Г Ж-ть Г г--а-ть ” 


кромв того, показать, что вс три корня всегда дЪйствительны, и даже соизм$римы, 
если а? -- 5? есть квадратъ. 


51. (д - 2) +0 -+ ера нь -е-д@е+аетача 
(#--а-3) =0. 
52. При какомъ соотпошени между коэффищентами уравнешя алт-- 953 -|- сл? -- 
-- ах -- [=0 можно его представить въ видЬ 
(пар р-р Е рай зе) +9 =0. 


тГУГАВА ХхХхХУТ. 
Иррацональныя уравнения. 


559. Ирраональнымь ур-мь вазывается такое, въ которомъ неизвфетлыя 
входять подъ знакомъ одного или нфеколькихъ радикаловъ. Решение такихъ ур-шй 
требуеть освобожден1я неизвфстныхъ изъ-подъ радикаловъ. Можно доказать, что 
всякое ур-Ше можеть быть освобождено оть радикаловъ, каковы бы ни были 
ихъ показатели. Доказательство этой теоремы и основывающея на ней обпий 
методъ р8ёшешя ирращональныхъ ур-нй мы помфщаемъ въ конц курса, въ 
особомъ приложени. Въ настоящей же главЪ раземотримъ другой пруемъ, боле 
элементарный, приложимый лишь въ н—которыхьъ случаяхъ, обыкновенно встр- 
чающихея въ практик$ элементарныхь вычисленй. Онъ состоить въ томъ, что 
изолируютъ радикалъ и затёмъ возводять ур-н!е въ степень, изображаемую по- 
казателемъь изолированнаго корня. Такимъ образомъ освобождаютъ ур-не оть 
ирращональности того чиела, который быль отдфленъ. Шовторяя эту операцио 
столько разъ, сколько нужно для упичтоженя всфхъ радикаловъ, приводятъ такимъ 
образомъ ур-не въ ращональному виду. Но нужно помнить, что этотъ методъ 
приложимъ лишь въ нфкоторыхъ исключительныхъ случаяхъ. Такъ, этимъ спо- 


собомъ можно освободить ур-Не оть квадратныхь корней, каково бы ни 
било ить число. 
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ТеоРЕМА. Всякое ур. можно освободить оть радикаловь второй сте- 
пени, каково бы ни было ихъ число, возвышенаемь в. квадратиь объихь частей 
ньсколько разъ. 

Докажемъ эту теорему. Пусть будеть т тоть радикалъ, который желають 
уничтожить. Дая того приведемъ ур-не къ виду Р-Р Оуё==0, г Ри — 
количества рацюнальныя или ирращюнальныя, но не содержащя у’. Изолируя 
чдень Фу во второй части и возвышая 06% части въ квадратъ, получимъ ур-н!е 
Р? = 0, уже не содержащее радикала ; #. Такимъ же образожъ можно оево- 
бодить ур-Ше оть другого, третьяго,.... квадратныхъ корней, сколько бы ихъ 
ня было. 

Освободивъ такимъ образомь ур-ве оть радикаловъ, рышаемъ полученное 
ращональное ур. вышеизложенными премами. Но легко доказаль, что оно мо- 
жеть имфть постороншя рЬшен!я, не удовлетворяющия данному ур-ню. 

560. ТЕОРЕМА. — Если об части уравненая возвысить въ одинаковую сте- 
пень, то получится уравнене, вообще, не тождественное данному: оно не- 
обтодимо удовлетворяется всъми корнями даннало ур-тя, но можеть имють 
и посторония ръшеная. 

Въ самомъ дёль: Г. Пусть дано ур-не 


а 
Возвыеивъ 0бф его части въ квадрать, найдемъ ур-не 
А? — В, или (А— ВА В) =0........ (2) 


ВеякШ корень ур-шя (1), дЪлая А равнымъ В, обращаетъ разность (А — В) 
въ ноль, и сад. удоваетворяеть ур-но (2). 

Но послёднее ур-Ше удовлетворяется еще тёми значенями неизвфетнато, 
при которыхь А-В обращается въ ноль, т. е. корнями новаго ур-Шя А = — В. 
Такимъ образомъ не всф корни ур-Шя (2) необходимо удовлетворяють и (1). 

Итакъ, рьшивъ ур-ше (2), необходимо еще удостовфритьея, удовлетворяють 
ли полученныя рёшешя ур-вю (1), т.-е. обращають ли эти рёшешя А и В въ 
количества одинаковаго знака. 

Ворни ур-шя А = — В называють яосторонними или паразитными рЪ- 
шешями, введенными возвышешемь въ ввадратъ. 

П. Возвышая об части ур-н!я А — В въ кубъ, найдемъ: АЗ — В; но это ур. 
пе тождественно данному, ибо содержить корни трехъ ур-й 

А=—В, А— Ва, А — Ва, 
ГД х одинъ изъ мнимыхъ кубичныхь корней изъ единицы. 

Ш. Возвысивъ ур-не А-В въ четвертую степень, найдемъ ур. А* == В+, 
которое опять общфе даннаго, пбо удовлетворяется корнями четырехъ уравненй: 
А—В, А=—В, А=ВЕ А = — В. 

[У. Вообще, возвыеивъ ур. А =В въ т-ую стенень, получимь ур.: 

А"— В", или (А— В) (АЕ АПВ... "1 = 0, 
которое кромф корней даннаго ур-ня удовлетворяется еще корнями ур-в!я 
Ат Ат... В: 0. 

Можеть оказаться. что это послфднее не содержить решен, отличныхь 
оть корней ур-вя А = В; но такой случай исключителенъ. 

Покажемъ на нфеколькихь примфрахъ примфневше этого метода, причемъ 


главнымъ образомъ обратимъ внимане на ур-Ня, содержащя радикалы второго 
порядка. 


д. кре арын пфиь а Фобь- « Тр тренда офи одни Риби ИНЬ ОЛОВА РТА ЕО И 
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561. ПримзрЪ 1. — Рёшить уравнене 2%--У5х — 4 ==12, содержащее 
только одинъ радикаль. 


Изолируя ирращюнальный членъ, имфемъ: 
У52 —4=12 — 25; 
возвысивъ въ вквадратъ и приведя въ порядокъ чаены, получимъ: 


42? — 585 -—- 148 =0 (1) 
Корни этого ур-н1я могуть удовлетворять одному изъ двухъ ур-в: 
У —4=12—25...... (2), ИУ —4=—1241%...... (8) 


такъ какъ и то, и другое, по возвышеви въ квадратъ, одинаково даеть ур-ше 
(1). Замфчая, что въ ур-хъ (2) и (3) передъ радикаломъ находится знакъ -|, 
завлючаемь, что п вторыя части ихъ должны быть положительны; слфд. дЪй- 
ствительные корни ур-шя (2) должны удовлетворять неравенству 12 —25> 0, 
откуда < 6; а ур-шя (3) неравенству — 12——2%5>0, откуда х>6. Итакъ, 
предложенному ур-ню могуть удовлетворять только корни, меньше 6. 

Рьшивъ ур-ше (1), находимъ: 2 = 9, И: 


2 нужно отбросить, а удержать 2”; искомое рёшеше: 2 — 4. 
Въ этомъ примфрв легко провфрить найденные результаты, хотя, иеоре- 
тически, это не необходимо. 


Подетановка х—=4 въ предложенное ур-ше даеть: 
У5Ж4—4=12—2Х4, ши 4—4. 


37 
Подетановка 2 — 9-- въ ур. (3) даетъ: у" Ж5—4==@ а хь 
818. 
ИЛИ 5—5 


Друюй праемь. — Можно р$Фшить данное ур. иначе, введешемъ вспомоа- 
тельнало неизвюстнало. Преобразуемъ ур. такъ, чтобы имфть въ немъ рац!- 


5 
ональный чзенъ 5х — 4; для этого множимъ об части на 5, @ ПОТОМ ВЫ- 
читаемъ изъ нихъ по 4. Тавимъ образомъ получаемъ тождественное съ даннымъ 
уравнен!е: 


62 —4-- 5 У52—4=26. 
5 
Положивь Узх—4-=у9...(4), даеть этому ур-ню видъ Е. у = 26, 


: 13 
откуда: у’=4, у’== — 5. Но буквою у обозначенъ радикаль положительный, 


поэтому отбрасываемъ у” и удерживаемь у’==4. Подетавляя во вепомогат. ур. 
(4) вместо у число 4, получаем ур. /55 —4==4, затьмъ 5х — 4 = 16, откуда, 
х—4. 

Этоть слособъ позволяеть безъ труда отличать величины х, удовлетворя- 
ющия ур-ню, оть паразитныхь корней. 

562. Примьръ П. — Рышить ур-н!е х-—1=73%— 5. 

Возведя обЪ чаети въ квадрать и приведя въ порядокъ, О 

а а 1 
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Корни этого ур-нйя могутъ удовлетворять одному изъ двухь уравненй: 
данному и х— 1 = —/32 —5... (2), данному, если эти корни больше 1, и 
ур-ню 2—1 = — /32— 5, если они меньше 1. Рёшивъ ур. (1), находимъ: 
2—3, 1”==2: оба корня > 1, сл. оба удовлетворяютъ данному, но не удов- 
летворяютъ ур-ню (2), которое, так. обр., не имфетъ рёшенйй. 

563. ПРИМЗРЪ Ш. — Решить ур-е 2-- /а*—2*—, въ которомъ 
аи 6 — дйствительныя ‘и положительныя количества. 

Йзолируя радикалъ, имфемъ 


Иа — 1—1... .... : (0 
Возвышая въ квадратъь и приводя въ порядокъ, имфемъ ур. у 
94° — 26% - (6—0) =0...... ... . (2) 
изъ котораго: 
‚_6-Н У — А Ро ИЕ 
и... - (3) д" — 5 Е (4). 


Тоже самое ур. (2), и сл®д. тЪже корни (3) и (4) нашлибы и для ур-я 
— У — Я =Ь—х.. еее + (5) 

Слфд. дБйствительные корни ур-ня (1) отличаются тёмъ признакомъ, что 

должны удовлетворять условию 
#<6. 

Корни (3) и (4) будуть дЕйствительны при условм 5% — 2а* = 0; но квад- 
ратный относительно 6 триномъ 5% — 2а? имфетъ корни: а\/2 и — а\/2; а какъ 
Ь положительно и должно заключаться между этими величинами, то необходимое 
ий достаточное услов1е дёйствительноети 2’ и 5” есть 

$ =а\/2. 
Сверхъ того, дйствительные корни должны быть меньше 6. 

Чтобы опредфлить, какъ $ расположено относительно корней ур-шя (2), 
изсл®дуемъ знакъ подотановки $ вмЪфсто х въ первую часть ур-вйя (2). Резуль- 
татъ подстановки — 

5 — а. 

Если $ < а, эта разноеть < 0, и ся$д. Ь заключается между корнями 2’ 
и 2”, а елёД. меньший корень 2”, и потому удовлетворяетъ предложенному 
ур.; другой корень х’>5, и ел. удовлетворяеть ур-н!ю (5). 

Если 5> а, что совифотно съ условемъ $ = а/2, то разность $ — а* по- 
ложительна, и потому 6 заключаетея внЪ корней ур. (2), и какъ В больше по- 


ь 
лусуммы корней (5), ибо $ положительно, то 6 больше обоихъ корней; слёд. 


при а/3 >> а оба корня удовлетворяютъ данному ур-в!о. 
Нтакъ, если измёнять 6 въ ряду 


то: 1) когда 6 содержится въ первомъ интерваллв, данное ур. иметъ одно р%- 
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шене 2”; 2) когда $ находится въ интервала® 2, данное ур. имфетъ 2 рфше- 
ня 2х их”; 3) вели > а/2, ур. не иметь дБйствательныхъ корней. 
Въ предфльныхъ случаяхъ, рёшеня даннаго ур-ня будутъ: 


При ЕО Заза ат 
ба нара а а, 220: 
с 6—=а/3. 2 Е 


564. Вогда ур. содержитъ два квадратныхъ радикала, подъ которыми на- 
ходитея нелзв®стное, нужно ихъ изолировать въ одной и той же часта ур-ния, 
возвысить ур. въ квадратъ, затЪиъ изолировать единетвенный оставнийся ра- 
дикалъ, и возвыеить ур. еще разъ въ квадратъ: въ результат получамъ ур- 
н1е ращональное. Можно поступать еще такъ: изолируя одинъ изъ радикаловъ, 
возвышаемъ въ квадратъ, изолируемъ остаюцийся посл® этого радикалъ, и снова 
возвышаемъ ур-н!е въ квадратъ: ур-н1е обратится въ ращональное. 


Такъ, если данное ур. будеть 


МАН УВ = 5, 
то возвысивъ въ квадрать, найдемь А--В-- /АВ=0*, или 2/АВ =? — 
—А— В; возвысивъ еще разъ, получимъ 
4АВ = (0 —А— В), 
ур-е ращональное; но оно не тождественно данному, ибо можеть быть удов- 
летворено корнями какого-либо изъ четырехъ ур-нв1й: 


изъ коихъ каждое приводить къ ур-шю 4АВ — (0% — А — В)*; необходима, по- 
этому, провфрка рёшен на данномъ ур-ни. 

565. ПрРимъръ [. — Рёшить уравнен!е /40-- = /18 + 22-1. 

Возвысивъ въ квадратъ, находимъ 

40-- 2—18 +25-- 2/18 -- 2х +1, 

или, изолируя радикалъ и дЪзая приведене: 21 —х—2 /18 | 25; возвысивъ 
еще разъ въ квадратъ: 441 —425 + 22—72 {-82, паи 22° — 505 -- 369 =0, 
откуда: &’=41, 1"=9. 

Эти корни не необходимо удовлетворяютъ данному ур-ню; они могутъ 
удовлетворять какому либо изъ ур-н!: 


40 -- == 8 3=--1.... (1) 
40 #=-- /18 + 2=5-4-1.... (2) 
— /40-- = 18 2541.... (3) 
— 40-1 х=— /18 2 2541.... (4). 


Во-первыхъ устраняемъ ур. (2), ибо, напиеавъ ето въ вадё /40-Рх 
-- У1$ -- 2==1, замфчаемъ, что при положительномь х (а таковы 2 и 2”) 
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первая часть всегда больше 1. Точно такъ же, ур. (3) не можетъ быть удовлетворено 
нивакимъ дйствительнымь значешемъ х, ибо первая часть его < 0, вторая же 
> 0. Такимъ образомъ, найденные корни могуть удовлетворять только ур-мъ 


(1) и (4). По ур. (1) разность /40- 2— /18 2, какъ равная -|- 1, долж- 
на быть > 0; по (4) она д. 6. <0. Сл. необходимо, чтобы было: /40 2 


> /18 22, или 40+ 2>18--2х, или < 22. Сад. данному ур-ню удов- 
летворяетъ 2”—9; 2’—41 удоваетворяеть ур-ю (4). Легко потверкить то и 
другое прямою подстановкою. 


566. Примъръ Ц. — Рёшить ур-н1е 
Ма &-- Б-а= ея, еее... (1) 


въ которомъ а, 6 и с произвольныя дёйствительныя количества. 


Возвысивъ 06% части въ квадратъ, находимъ 
а Ее 2 - (а Бз-Р аб = сх, 
или, изолируя радикалъ и упрощая: 
2 у (а- 6 ав = (е—-а-б #2 .... (2). 
Возвысивъ еще разъ въ квадратъ и приведя въ порядокъ: | 
32% -|- (аъ - е)ж-| [496 — (е—а—8)] =0. . (3). 


Рьшивъ ур-не (3), находимъ: 


Корни будуть дЪйствительны при условш 
в — (а ее —а6=0........ (4) 


Чтобы изсяфдовать это неравенство, носмотримъ, будутъ-ли корни тринома 
въ с дёйствительны или мнимы, составивъ для этого разность (@--5)* 
—4(&--5* — аБ), которая приводится къ — 3(а—6)*; слд. корни тринома 
ВЪ с мнимы, а потому онъ веегда положителенъ, а корни ур. (3) воетда дЪй- 
етвительны. 


Изеяфдуемъ, удовлетворяютъ-ли они ур-н1ю (1), а для этого замфтимъ, что 
прежде всего они должны удовлетворять ур-н!ю (2); но всяюй дЪйствительный 
корень ур ня (2) долженъ быть меньше с —а—-6; поэтому, нужно убЪдиться, 
имфеть-ли ур. (3) корни, меныше с—@—-6. Въ этихъ видахъ въ триномъ 
(3) подставимъ выфесто х количество с—@— 6; результать подетановки — 


6* — (@--Бе--% о и аа (5). 


Триномъ (5) имфетъ дЪйствительные корни виф. Если с будеть за- 
включаться между а и 6, то триномъ (5) будеть отрицателенъ; если же 
с будеть лежать вн интервалла между а и 6, триномъ (5) будетъ 
положителенъ. Птакъ; кода с заключается между а и 6, результать 
подстановки количества с —@— 6 вмыфето х въ триномъ (3) отрицате- 
ленъ, а патому с —@а— 6 содержится между корнями этого тринома, т. е. 
одинь и только одинь изъ корней ур-ня (3) будеть меньше с —а— 6, п по- 


к: 


тому будетъь удовлетворять ур-наю (3). Если с лежитъ вн интервалла между 
аи 6, триномъ (5) будеть положителенъ, слёд. с —и— 6 будетъ заключаться 
вн» корней ур-ня (3), т. е, или оба корня >е—@р—6, или оба они 
< —а—6. Вакой изъ этихъ случаевъ имфетъ мФето, — это зависить отъ 
сравнительной величины с —«—6 съ полусуммою корней ур. (3), т. в. съ 


| ь ъ 
— + ео. Если будеть с -а—6< = ИЛИ ое ‚ 10 
с —а— 6 будеть < обоихъ корней, т. е. когда с меньше количеетвъ @ и 6, 


оба корня больше с —@а—В, и потому не удовлетворяють ур-н!ю (2). Если же 


ао с 
с—а—6> — ЕВ, т. е. вели с больше количествъ а иф, оба корня 


будутъ меньше с — а — 6, и потому оба удовлетворяють ур-ню (2). 
Но если какой-либо изъ корней ур. (3) удовлетворяеть ур-ню (2), то онъ 
служить корнемъ одного изъ ур-нвй 


Уз 2 НУ а =-НУ 2... ... 6) 
— Уз в — У = НУ. 4... .. (1) 


ибо передъ удвоеннымьъ произведешемъ радикаловъ въ ур-нши (2) находится 
знакъ --; но очевидно, что никакой дфйствительный корень не можеть удовле- 
творять ур-в1ю (7), сад. онъ удовлетворяетъ ур-ню (6). 

Итакъ, если напр. а < 6: 


_©.....а и. в. . О 
1 2 3 


то предыдущее изелФдован!е приводить къ такимъ заключенямъ: 1) котда с на- 
ходитея въ интерваллё 1, ни одинъ изъ корней ур-н1я (3) не удовлетворяеть 
данному; 2) когда с находится въ интервалл» 2, данному ур. удовлетворяетъ 


меньший корень ур-вя (3); 3) когда с находится въ интервалл 3, оба корня 
ур. (3) удовлетворяють данному. 


567. Что касается провфрки корней, то иногда ее можно дфлать и другими 
пр1емами. Пусть, напр., требуется рёшить ур-ве 


Ув =- в — #=уа. 


Возвышая первый разъ въ квадратъ, найдемъ: 2 /а? —2*=— а; возвы- 


8 
сивъ въ квадратъ другой разъ, получимъ: 44? — 42°— 9, или 2°= д“ 


З 
@ = . 
откуда х ==3. Подставляя то или друзюе значен!е 2 въ данное ур., оди- 
наково находимъ, по сокращени на /а: 
и в и 
1+ У 1— УЗ ей И 
2 2 
Так канкъ объ части этозо равенства положительны, то для провърки 
ею можемь ить возвысить въ квадрать; находимъ 1--1-1=—1, что не- 


вфрно, слфд. ни одинъ изъ корней не удовлетворяетъ данному ур-н!ю. Но если 
въ немъ передъ вторымъ радикаломъ взять —, то получитеа 1—1--1=1, 
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что вфрно. Заключаемъ, что найденные корни принадлежать ур-мю Уа-- х 
— /в— = уа. 
568. — Для провёрки рёшен!й можно иногда съ успфхомъ примфнять 


преобразовав!е сложнаго радикала въ алтебраическую сумму простыхъ радика- 
ловъ. Пуеть требуется рьшить ур-е 


+ Уз=а 
и провёрить рёшеня. Изолируя радикаль, имфемъ У == а —%, а возвышая 
въ квадратъ, получаемъ 


2 — (3а-- а =0. 
Корни этого ур-в!я, которое общфе даннаго, дФйствительны при уелови 
(24 Е — 48 > 0, или а = — +. Полагая это услов!е выполненнымъ, нахо- 
димъ 2 двйствительныхъ корня: 


‚„_ ат Ула--1 „__2а--1 — Уда- 1 
т — 5 ) = 5 . 


Написавъ предложенное ур не въ видф /2=а—, подотавляемь пер- 


вый корень 2’; въ первой части получается сложный радикалъ, который разла- 
гаемъ на два простыхъ: 


ЕЕ туза 1-3 /Я-- 5 1/21 — Зи. 


Когда а> 0 и равно Ра, то /2—=-Р о; ели же а<0 и равно —@%, 10 
Уа*—=— я; но легко видфть, что въ обоихъ случаяхъ 


Ее е р И 


Вторая же часть «—х ур-я обращается въ 


__ 2а 1 У4а-1__ 
о — 


1 1, 


заключаемъ, что 2’, не дёлая 06 части ур-я /з=а — сх равными, не 
удовлетворяеть тому Ур-в1ю; но легко видфть, что этоть корень удовлетворя- 
етъ ур-Ню 2 — /х=а. 


Подстановка втораго корня 2” даетъ въ первой части ур-я и 


ЕН, аеорый РГ 


При «> 0, это выражене приводится къ — 5 ра лат 1; при @<0 
И! 


1 — 1 
КЪ т между тфмъ какъ вторая часть, а—2 , Даетъ Е 


пл ь 

> У4а -- 1; заключаемъ, что 2” удовлетворяеть предложенному ур-вю только 
® 

при а> 0. Итакъ: 


— 138 — 


1 ь 
при а< — д корни ур-вя минимы; 


1 ь : 
при —;<“< 0 ур-ше не имфетъ рёшенйй; 


при «> 0 оно иметь 1 корень, равный 24-21 и 


569. — При рёшени ирращональныхъ ур-н, какъ и веегда, сафдуетъ 
пользоваться всфми средствами, ведущими къ упрощеню вычислен!й; въ этомъ 
отношени съ успфхомъ примняютея иногда и нфкоторые искуственные премы. 


1. Такъ для рёшен!я ур-нвя 


Убе —4-- У5—з_ УЕ 
У 4—У5—& 4—1 


примфняемъ свойство пропорщи ($ 328, И, (10)), и тотчасъ получаемъ,’ по со- 


у 5—4 = . 
кращени на Е — \/4х, откуда, по возвышени въ квадратъь и по 06во- 
—< 
бождеши отъ знаменателя: 5х — 4 —=205 —411, или 42* — 155 —4—0. Лег- 


а 1 
ко провфрить, что оба корня этого ур-Шя: 2’ =4, "=—т удовлетворяютъ 


данному ур-н!ю. 

2. Решить ур-н!е 2 — 72-р /2—72-—18=94. 

Примфняя пр!емъ, указанный въ $ 561, прибавляемъ къ обфимъ частямъ 
ур-я по 18, и въ ур-ни 

21 — 1% 18 /я— 15-18 =42 
полагаемь \/2— 7%--18 =; рёшивъ ур-не въ у 
у -Ну— 42 =0, 

находимъ корни: у =6, у’— — 7. Отбрасывая второй, ибо въ данномъ ур-ни 


передъ радикаломъ стоить знакъ --, получаемъ ур-не: \/2—72--18=6, 
откуда 2? — 7х — 18 —0. Легко видфть. что корни этого ур-н1я: 2 =9, 5” = 
— 2 удовлетворяютъ данному ур-н1ю. 


3. Пусть еще требуется рфшить ур-н!е 
(#2) 2/5 2) — 3/5 =46-- 2; 
это ур. легко привести къ виду: 2°-- 22/2 --22-- /х =42, или 
(2-е (а) =... ....., (а) 


Положивъ 2-- /х=у, получаемъ ур-ше у? -- у— 42 —=0, имфющее корни 
у—=6, у"= 17. Затёмь рёшаемь уршя х-Р /х = 6, вали 2*—132--36=0, 
ва-- /;=— 7, или 2*-|-132--49—0. Первое инфетъ корни 9 и 4; вто- 
—13=3/3 .2 


рое ь 


Повфрка покажетъ, что изъ нихъ ур-ншю (@) удовдетво- 


18-38. 
раютъ только 4 и — + зу . 
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Примьчанще. Для повфрки корня ЕЕ преобразовываемъ 


о а .$ ПО Формул$ $ 440,6, въ се 


8-89 38. 
а сяфковательно \/ А ы и ° Въ Е 5- я подставляемъ въ (=). 


570. Приводимъ, въ заключеше, прямфры на иррашональныя ур-ня, ©0- 
держация радикалы выше втораго порядка. 


1. Решить ур. /а-+-2-- Уа — #=У2а. 
Возвышаемьъ обф части въ кубъ, примфняя Формулу (и-[ 0) =%-- 90° -|- 
Зи (и -- 5); получаемъ: 


а а—х-- Зуй — #(Уа-- в--Ув— 2) = 23а. 


Приводя и замфчая, что выражеше въ скобкахъ, въ силу даннаго ур., рав- 
но \/2а, находинъ ур. 


ЗУ — 2. /3а=0, ини а — 2—0, откуда а — 2—0, 
слЪд. — = а. 
Оба корня удовлетворяють предхоженному ур-н!ю. 
1 1 


сое Ее а ааа" 
2. Решить ур-не =. а = = аа) 


*1—= 


Сокративъ дробь второй части на 1-|-@; положивъ, затВмъ, ЕЕ мы 


аа = 
1 1 : 
п 6464. \/ ре получаемь ур-в!е 


Ё1—а 1 —а 1—а “1 —а 
Ее ть ИЛИ Е у? =. у-+-1=0, 


откуда 


*П—# __ “1-8 1—# 
Такимъ образомъ получаемъ ур. въ 2; \/ = Ши = 


1+4 . Е 
1-й откуда 1— — а. 

Корень этотъ удовлетворяетъ предаоженному ур-ню. 
3. Рышить ур-ше 


- 2 
Е =) = 97 
У2/\ #3 а 
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Выполнивъ умножен!е въ первой частая, освободивъ ур. отъ знаменателя и 
приведя въ порядокъ, находимъ: 


8 4 
д* — 915 * 4 1296 — 0. 
вы ИВ г 
Это ур. — квадратное относительно х° — даеть: х° —81. 2* =16, 


откуда: 
ры ЗЕ О И 86 
Рьшивъ оба двучленныя ур-н!я четвертой степени, находимъ 8 корней: 
ВО О. ЕВ. 68. 


571. Задачи. 
Р®шить ур-н!я: 
2 р. 16 ты Е 21 
ЕЕ ИИ и Ва Ба | 
3. Уз 3+ Е 8=5ух. 4. Уаа-1- 7—7 = УЗ 4. 
5. М2 8-- /3& —8=10. 6. /3а — 8-- /55 —19= /3= 4; 
т. Ув- туза ==. 8. аа а 8—9. 
5—1 _ ‚5—1 
а =1+——. 10. ЕЕ ++ 3 У2а=-1=17 2. 


11. УЗ — 1528 — 82 4 — м — 5—2 0—1 
Маз ба вета у био 1 


М 13. ва ЗЕ 14. 

14. У 5- /2248=7. 15. /28-Е 22= 1 -- #-1. 

16. 22-Е 7-5; — 9—3. — 17. /7а — 18 — за —19= 52—91. 
18. 72-1-2196. 19. 3/24 15 =7/—5— 5/2 — 17. 
20. 228—15—4[/29--122—20—64]. 21. 2* — /22— 8#--12=4%5-6. 
а ся =. 29. ра Еа=“. 


24. 322 — 307 —=4 ре —4%-- 4-34). 
25. 629-|-152—49=/Заа--бж--т. = 26. 60 —4 урав = -- #6. 


27. 2 —94-3 у 2е-Е16-- 9. 28. 55 — 72° --8 /727 — 55 4—8. 
вы: 3. 4 
м № т р ЕЕ = 2’ 
Ре Ув 0—3 вУЕаЕв зо УЕ У—1_9 
| 3 > УР аб ЕЕ И 2` 


33. 2+ /а—-зе—9=уз. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


56. 
58. 
60. 


6 


— 


62. 


64. 


6 


<> 
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ЕВ 2-45 1. 
= 4 2—2 


. 8/=-- 21 Уз= 74. 


3 


83 3 74 = 
у м д ВУ 


5/=—8 505 о 47 
23—26 —9\/48—4. 38. 23 — \/дх=15500. 
. Уж --17 — 28-17 =6. 40. 2/а—#=(@а—з)/т. 


. а — (а 5)/==2а(а— 5). 42. в а=(е--а/ 2-е —а). 


„ Уя-а- т уа-Н=а. 44. У ааа а. 

аа. 46. уу 
2—1 053 

Е о. 


а а 
у а уя—арь ву а- РЕ 


УЕ == уе 


ОНУ ТЬ УВ. 


У = УФ 2 

Уа-в—Ур—5 \ё-фь 

Уза— 46 -- 55 У—а _ =. 
УЗа — 46 -- Уза— ав 5 —Уе—а _ 5(%#—5) 

Ув - 36 --з-- /9а 115 — 75 __ За-о—# о 
Уаз в— Ида 116 —12 \/2@а--35—2) 
У@—=)*-- /а—=) $ —®) +/®— = _т 


У@—=—/и—26—9--/6—5 3. 
МЕНЕ  орену 

6; — а-- 45 — 3а—0. 57. 2-25 — = 3а. 

2% — \/ 12 — аа — 4а. 59. \/2— Заз рай /аа-Заз-ай=а(/29-/10). 


Уа +- 2 —а2--У@ — =) Раз=а. 


‚ ау - 2 — (а— Бум —фи=а-Ны. 


УР _ у а 2—2. 
И р ГЕ" у + =\у/ 
а— /2а5 — 2 _ 2 2 аж -- /а— НЙ 
а Уаз — 2 @—& `аР2—уй—я # 
‚ 2-4 а-- за? -- 9) = 1046 =0. 
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67. Ува -+Уа-д@е—а5-—9=/а-—6) 6—0. 

68. (/а? — 42 Та-- 22). 55 —(а-- 2 — у — 42а. 

69. Уз-- 7/28 = 350. -70. 72 — —У/16—#=2. 

71. У — У я=и(®- 1). 72. Ув — 5 — #=ЗЧа— в. 

73. Ма Уз --Уа— Уз =. 14. Ура -уая-- а вуЧая, 


1 —1 
— (т? — @*.т 


2-4 Сор 5 


бт 


76. 35". У“ и = = 16. 


=” 


77. 21 8 — 6280д ° 1/5 — 1843641. 
78. У 9 —У—7=2. 79. /26—#-- /#—10=2. 
80 УЕ ТВ. 

' х с 


81. 24] дв Че т в). {Уз Уз }=0. 
82. /=Ра-- у —а=/—5. 83. а-я — аж =". 


ТУТАВА ХХХ УТ. 


Системы уравнен!й второй степени и высшихъ степеней, 
приводимыя къ квадратнымъ. 


Системы уравнешй, изъ которыхъ одно второй, остальныя— первой степени.—-Систе- 

мы двухъ уравнев!й второй стенени.— Системы уравнев!й второй степени боле чфмъ 

съ двумя неизвфстными.—_Системы уравнен1й высшяхъ степеней, приводимыя Еъ квад- 
ралнымъ. 


572. Уравнен!е второй степени съ двумя неизвестными х и у есть цфлое 
ращюнальное ур-н!е, содержащее члены: съ квадратами обоихъ неизвёстныхъ, 
въ ихъ произведенемъ, съ первыми степенями неизвЪстныхъ, и члены, иеза- 
висящ!е отъ неизвфетныхъ; сл®д. это есть ур-ве вида 


Аз? -- Ву -- бу Вз- Ру Е=0. 


Нодобно этому, общий видъ ур-н!я второй степени еъ тремя неизв®етными 
есть 


Аз - Ву -- 021 -- Огу- Ехе -|-- Руг -- 6х -Р Ну Ке РТ —=0 
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Системою уравненёй второй степени съ двумя или несколькими неизв*- 
стными называють такую систему, въ которой по крайней мёр одно ур-не— 
второй степени, а остальныя— первой или второй степени. 


Г. Системы ур-нй, изъ которыхъ одно — второй степени. 


573. Система ур-н!Й съ двумя неизветными, изъ которыхъ одно— второй, 
а другое—первой степени, имфетъ вицъ: 


Г А -| Вау -- бу?-- Ох ВУРЕ=0...... ‚ ‹ (1) 
1-м = 0. еее. (2). 
Выражая изъ (2) у въ зависимости отъ х, имфемъ 
„Тех 
М 


Внося это значене въ ур. (1), получимъ: 


а Виде м оба М рх — КЕ Е—0. 


Выполняя дФйстыя, располагая чяены по степенямъ х и полагая для 
краткостя 


РЕ АМ* — ВЕМ -- СТ2, 9 = — ВМК -- 2СГХ -- 0М* — ЕГМ, 
В — С № — ЕММ-- ЕМ?, 
зам няемъ данную систему ей тождественною: 


рат ЕВ 0, у=- ЕХ. 


Первое ур-н!е дастъ для х два значеня: х’и 2”; вноея ихъ поочередно во 
второе ур., найдемъ соотвётствующя значеня для у: у иу”. Итакъ, данная 
система ур-н1й иметь двф системы рёшенй: 


Фи, уу Ия" У, 


Эти рёшеня будуть мнимы, если (0*— 4РВ, < 0; предетавять дв д&й- 
ствительныя системы при (*— 4РВ. > 0; и сливаются въ одну систему р*- 
шенй при (3 — 4РВ, = 0. 


ПрРимВРЪ, — Рёшить систему 


бай — Злу ру — 7% 5у-- 4 =0, 
65 —у—4=0. 


Изъ втораго ур-Ня имфемъ: у= 6х —4; подставляя это значене у въ 
первое ур., находимф: 72° — 72—0, откуда: х=0, х"—=1. При я=0 
имфемъ у’ — —4; при 2” —=1 получаемъ у’=2. Итакъ ваходииъ дв® системы 
рёшенйй: 

х—0, у——& —Ь у— 24. 


574. Иуеть дана система ® ур-нй съ ю неизвфетными, и пуеть одно изъ 
этихъ ур-вй — второй степени, а остальныя — первой. При помощи п—1 
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ур-н первой степени можно я — 1 неизвфетныхъ выразить черезъ я-06; та- 
кимъ образомъ получится ®— 1 новыхъ ур-вй 1-й степдни вида 

у—ах 6 

а=а2-Н и 

и—а’е-Е Ы’ 


Внося веб эти значеня въ ур-ве второй степени, получимъ квадратное 
ур. съ неизвЪетнымъ 2; изъ него найдемъ для 2 два значеня: д’ и 2”. Важ- 
дому изъ этихъ значенй соотвфтствуетъ своя система значенй неизвфетныхъ 
у, 2, и,... Данвыя ур-Ня вмЪютъ дв системы значенй, 


ПримзРЪ. РЬшить систему 
2-32 2уг — 105у— 2% Бу—25= 0, 
5%-- 22у-- 12 = 4, 
21=— Чу 2=31. 
Выражая изъ двухъ посафднихь ур-Й у и г черезъ х, имфемъ: 
у=2% —3, 2=—1%-- 10; 
внося въ первое ур-ше, находимъ квадратное ур. въ 2: 
2" —32--2=0, 
откуда: 2’—1, 2”=2. блёд. рьшевя иредложенной системы будуть: 
Е, риа Ь Е —— 4. 
575. Раземотримъ рфшене н®которыхъ замфчательныхь системъ, прилагая 
особые искусственные премы, болфе изящные, нежели указанный общий пруемъ. 
Г. Рышить систему 
д--у—=а 
ху —=1% }- 
Такъ какъ здфеь дается сумма и произведене неизвфетныхъ, то посаф дня 


опредвлатся какъ корни квадратнаго ур-вя, имфющаго коэооищентомъ при 
первой степени неизвЗстнаго количество — а, а извфетнымъ членомъ 65°: 


2? — авг 9—0, 
откуда 


#— а-- У— 462 ть —\/®— 4. 


2 ой 2 
Одно значене 2 принимаемъ за х, другое за у; такимъ образомъ получаемъ 
дв системы ршенй: 


‚__@--уа? — 462 [мау @— 4 


р ы = 2 
‚_ ау ав ‚ ауя—ав. 
Е |У ЕЕ 


Что такъ должно быть, понятно & ртюг, ибо х и у въ данныя уравненя 
входятъ одинаковымъ образомъ. 


— 145 — 


Другой ПРТЕМЪ. Возвысивъ первое уравнене въ квадратъ, имфемъ: 
22 -|- 2ху-|- у?=—а*; помноживъ второе ур. на 4 и вычтя изъ предыдущаго, 
находимъ: 2?— 22 -|- у? = 4" — 46°, или (х — 9)* = а* — 46; откуда: 
д—у—== /а* — 465%. Такимъ образомъ, предложенная система можеть быть 
замфнена двумя ей тождественными: 
ру=а г рГ— 2 Гу=а 
1 — у=/а? — 463 \ = у= — ум — 4. 
Рьшая ту и другую, найдемъ прежн1я двф системы рёшевй. 
П. Решить систему 
д—у—а 
ху — 5, 
Легко эту систему привести къ предыдущей: стоить только положить 
у= — у. Такимъ образомъ получимъ ур-н!я 
ву =а, =, 
изъ которыхъ видно, что хи У’ суть корни ур-Шя 
#— аг — 9—0, 
елЪд.: вторая еистема имфеть рёшешя: 


[ в — а НУ - 48 ‚—9—У а -Е 48 
. < 2 > 2 


ау ^^ , аура 
ие уе 


2 
Подставляя сюда у выфето — у’, найдемъ рёшен!я предложенной системы: 
| „— 2-48 ‚—9—У@-[ 4 
Па Бы 
— а-Руа -- 453 _ а — У - 45 
ее = 5 


Другой ПРЕЕМЪ. Возводя первое изъ данныхъ ур-в въ квадратъ, 
умножая второе на 4, и складывая, получаемъ 


(2-9): = а? 453, откуда з-Ру===уа-- 49. 
Такимъ образомъ предложенная система замфняется двумя: 
| д—у—а ] —у—а 
а еек 
ау=-у ай Деу у, 
изъ которыхъ и находимъ прежшя дв® системы рёшенй. 
Ш. Ршить систему 
Ри + 9? — 2? 
ж у =6. 
Возвысивъ въ квадратъ 06% чачти втораго ур-н1я, ямфемъ 2*-|- 2ху-- у —0*; 
вычитая изъ этого ур-ня почленно первое, имемъ: 22у 65° — а*, откуда 
5—2 
И. 
10 


. : . 5 — а Е 
Такимъ образомъ извфетны: сумма $ и произведенше Е неизвёетныхь 


хи у; ея. х и у суть корни ур-ня 


0. 


Итакъ, имфемъ двЪ системы решен: 


оу | умы 


| | 
И аые "О 0 ИННЫ, 
ь— 2—5 у 24 — в 
т бк | = 


[У. Решить систему 


22 -- у? — а? 
у =. 
Решене этой системы приводится къ предыдущей; ибо, положивъ у = — у’, 


получаемъ систему 
у, = а, у =, 
откуда прямо можеиъ написать 06% системы рёшенйй: 


АА, И, 
2 } 2 
—В-- У 2а? — 52 } — 6 — У 2а* — 63 
аи а. р а 
У. Рьшать систему. 
2 — у — а? 
я у =5. 
Исключивъ у, найдемъ ур-н!е 26х — 5*==а° — первой степени; изъ него 
_ 0? 


5 ^› й сл$ёковатезльно У—=—5 


Можно рёшить эту систему еще такъ: замфчая, что 2% — у*— (х-|-9)(2 —9), 
мы, раздфливъ первое ур. на второе, найдемъ ур. 


а? 
ту 


комбинируя это ур-не съ ур-мь 2-Гу=б, найдемъ хи у. 
Подобнымъ же образомъ рёшается система 
2 —\— а 
ху =6. 
П. Система двухъ уравненй второй степени съ двумя неизвфстными. 


576. Вообще, система двухь Ур-мй второй слтепени сз двумя неизвъ- 
стными приводить кь полному ур-нию четвертой степени. 


Пуеть данная система будетъ: 
аз? -- флу | су ав -НеиН!=0..... ге (0 
а?-|- бу еу--Ча-еу-Р=0....... (2) 
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Исключимъ сначала у, умноживъ ур. 1) на с’, (2) на си вычтя почлен- 
но одно ур. изъ другаго; найдемъ ур-н!е 

(ас’ — са’)х* -- (6е’ — сужу -- (@6' — сай’) -- (ее — веду Ее’ — с = 0, 
или, обозначивъ каждый изъ коэфонщентовъ одною буквою: 


11° тхи  пх-- р9--9==0.......... (3) 
Это ур-в!е, въ сочеташи съ однимъ изъ данныхъ, напр. съ (1), составить но- 
вую систему, тождественную ©ъ данною. Изъ ур. (3; находимъ 
—__ @-из-Н Я. 
о тд 
подотавивъ это значене у въ ур. (1), получимъ 
ох Рива) | с -- п -- 9) е(152 | пе - а) 
М Е Е _ п И ЖИ ры 
ый та --р Е (тж -- р) р тз--р о 
Освободивъ это ур. отъ пробей, выполнивъ всф вычиеленя и приведя въ 
порядокъ, подучимъ, вообще, холное ур. четвертой степени: 
Ад Вай - СЕ ОЕ -НЕ=0......... (4) 


которое, въ соединени съ (3), составляеть систему, тождественную данной. 
Полное ур. четвертой степени (4) въ общемъ вид не можетъ быть ршено спо- 
собами элементарной алгебры; мы можемъ рЬшать ур-е 4-Й ст. только въ 
нфкоторыхъ частныхъ случаяхъ, когда напр. оно биквадратное, или возвратное, 
или степень его понижается до второй; въ такахъ случаяхъ безъ труда найдемъ 
четыре значен!я для х: подставивъ каждое изъ нихъ въ ур. (3), получимъ че- 
тыре соотвфтетвующ!я значен1я для у. 


Такимъ образомъ, данная система пранимаетъ, вообще, четыре рёшеня. 
ПлримзРрЪъ. — Рёшить систему 
2 --2ху— 84-- 65--18у—1=0...... (1) 
25° — 5%у — 10 —З&- 9%-7=0..... . (2) 
Исключивъ у, получимъ ур-не 


2 — 10ху- 6х — 189 21=0........ (3), 


изъ котораго 
з 
И еее тнь. 9. 
Подставивъ найденное для у выражене (3) въ ур. (1), находимъ 
ООО а а аа и (4) 
ур-н1е, составляющее съ (3) сиетему, тождественную предложенной. 
Но ур. (4) — биквадратное; рёшивъ его, полузчимъ для х четыре значен!я 
21, И аа, ШИ 3. 
Вычиеливъ, по формул (3’), еоотвтетвующя значеня у, найдемъ 
Ч =1, ут, уи—1, = 1. 
10- 
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Итакъ, данная система имфетъ четыре рёшен!я: 


ри =1 д — —1 9—3 ина 
9 —1 и р 19° —= 1 фл ——1. 


577. Вогда одно изъ ур-н! разлагается на два ращональныхь множителя 
первой степени, то рёшене всегда можно привести къ квадратным ур-мъ. 


Въ самомъ дл, выразивъ изъ ур-вя (1) $ 576 у по х, имфемъ: 


__ — Ф=-Е е) = Уфа - е)* — 4е(алз -- ах -- Г) | 
т 2с 


у 
Расположивъ подрадикальное выражене по степенямъ х, получимъ 
(52 — 4ас)л* -- 2(6е — 2са)х Не — 4%}; 
оно будетъ точнымъ квадратомъ при услови 
(6е — 2са)* == (653 — 4ас)(е* — 4«Г); 
какъ скоро это услове сущеетвуетъ, значеня у будутъ ращональны: 
2 —е = (Фе ®) 


Е 2с 


тв Рх--( есть / изъ подрадикальнаго выражен!я; имфемъ 
—_ Ф—5)- 9-е ‚„_ _ Ф-ЕБа- ее. 
у= с у у 26 : 
слфд. ур. (1) можно представить въ вид с(у— у)(у—У”)=0; елд. это ур. 
будеть удовлетворено, во-первыхъ, значешями хиу, удовлетворяющими ур-н1ю 


нь в: АВ т 
Че. (3), 


а во-вторыхъ, такими зназенями, которыя, обращая въ ноль уб— У’, удовле- 
творяютъ ур-ню 
Р--5)х е 
у=— ЕЕ 9+е. а Бь ее 
такъ что вопросъ сводитея къ рышеню двухъ системъ: (2), (3) и (2), (4); 
каждая изъ нихъ составлена изъ ур-вя 1-й ет. и ур-нйя 2-й ст., а потому 
приведеть къ ур ню 2-й ст. въ 2, дая котораго и получится 4 значен!я; под- 
ставаяя ихъ въ ур-шя (3) и (4), найдемъ соотвфтотвующ!я значеня у. 
ПримзрЪ. — Рашить систему 
21° — 5ту -- ЗУ -- 3% —29—5=0, 
т -- 2у— У 2 у 6=0. 
Изъ перваго имфемъ 
Ба 2 5 /— 165-64 _ 5--2-= (2—8) 
2 
6 6 
откуда 


в 
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Подставляя вифсто у его величину х —1 во второе данное ур-не, полу- 


чаемъ: 22-х—6—0, откуда х=2, 1’ = — 3; а соотвтетвующия значевя 
у: У=1, У=—4. 
2% 5 са 

Для у —= - имфемъ ур-н!е 2 —25—94—0, изъ котораго 21 = 3,015 
й д \\ — — 2,834; а соотв. значешя у: УШ —3,677 и у" — — 0,224. Итакъ 
данная система имфеть рёшеня: 

[7 =, и —=— 3, дит — 3,015 2* — — 2,834 

и =1 ун = —4 ш — 3,677 1 д — — 0,224. 


578. Вотда одно изъ ур-Й однородно по отношейю въ хи у, можно 
пользоватьея слфдующимъ пр!емомъ. Пусть, напр., ур. (1) $ 576 однородно, 


т. е. приводится къ 
а" фху | су —0, 
то, раздфливъ всЪ его члены на у*, дадимъ ему видъ: 


д \* Е 
а|— Ь. — 1 е—0. 
(=). =+ 
$ # . Ен 
Решая это квадратное относительно г ур-не, найдемъ для отношен!я у 
.. № Е , 
два значення: ит м откуда 


д=7"у, =тУ. 

Комбинируя каждое изъ этихъ ур-вй со (2), получимъ дв системы, изъ 
коихъ каждая состоить изъ одного ур-Шя 1-й ст. и одного 2-й степени. 

ПримъРЪ. — Решить систему 

32° | 13жу — 10—=0....... (1) 
21% Зву — уе 5у—34=0....... (2). 

Ур. (1) даетъ: 2=5у и х—— 59. Вомбинируя первое изъ этихъ 

ур-в1й со (2), находимъ два рёшеня 
х—=9, у=3 и 7=—4 У=-6. 

Рашая систему, образуеную ур-мъ (2) съ х=— 5у, находимъ еще два 

рёшеня 
д —5, у——1 и =, 9—1. 

Не останавливаясь далфе на этихъ частностяхь, не имфющихъ, къ тому- 
же, большихъ приложен! въ начальной алгебр, перейдемъ къ рёшеню н®ко- 
торыхъ замфчательныхь простыхь системъ, часто ветрёчающихея въ прило- 
жен!яхъ. 

579. Решить сиетему 

2--у—а, 29=. 

Умноживъ второе на 2 и сложивъ сь первымъ, а потомъ вычтя изъ пер- 

ваго, находимъ 


2 2ту- “—=а--, вай (2 у)=4а--8...... (1) 
я 4 — Злу--у—а— 15, пи (+ — у)%—=9—4... о, . (2). 
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Изъ ур-нй (1) и (2) находимъ 
у== ув, дуть. 
Отеюда, складывая, а потомъ вычитая, имфемъ 
2= 5 [= 8-6 = у], у [= Ур = у]. 


Комбинируя знаки всевозможными способами, получимъ четыре значеня 
Для х и столько же для у; чтобы изъ нихъ составить системы рЬшев!й, удов- 
летворяющихъ даннымъ ур-мъ, доетаточно замфтить, что произведене 2 на у, 
въ силу втораго ур-вя, должно давать ®. Легко убфдитьея, что это требоваве 
будетъ выполнено, еели въ Формулахъ х и у передъ первымъ радикаломъ возь- 
мемъ одинаковые знаки, а передъ вторымъ противоположные. Такимъ образомъ 
получим 4 системы р$ёшенй: 


| г = а 6 --Ув—3] и д 
т 5 [Уа-- № — У —%] | 

=3[--Уа-Е%-+-Ув—%] ты Уа-+%—/“—3] 
= У /а—%] | “= [-- У --Уа—] 


ДРУГОЙ спосоБЪ. Возвышая въ квадратъ второе данное ур., замВняемъ 
данную систему болЪе общею 
ИИ ОЕ о неа 
Зная сумму & и произведене 65° количествь 2? и у*, найдемъ ихъ какъ 
корни квадратнаго ур-ня 


1 


=5Уа-+ —уУв— 4] 
Уа---Уа—%] 


т 


| 


УТ 


—— 


Извлекая квадратные корни, получимъ: 


ЕЕ. ГОО ИВ ини 
р 4 [УЖ га а? : 
ое Ши, у, ути, 


откуда легко составить прежн!я комбинащи соотвфтетвующихъ значевй х и у. 
Легко ихъ привести къ прежнему виду. Возьмемъ напр. Формулу х в приложимт, 
къ ней преобразоване сложнаго радикала 


=ЕУА -| УВ Е ть в , 


2 | 


пмЪфя 
2 
Ао, В, А — В. 
Найдемъ 


=\/* и == ео ». 


Такимъ же образомъ преобразуемъ и у. 
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580. Рашить систему 
22 -|- 2жу-- у? — ах — ау=0, 2% — лу у? — у =0. 
Эту систему можно написать въ вид: 
(у —а(е--у)=0, @—у—5-у=0 
(@-у)&--у—ав)=0, (#—у@е-у-)=0. 
Рашен!е данной системы распадается на четыре другя: 
р. {18 у==0, [1 —-у—0, |2 Ну—@а=0, 
5 —у—0, |2-—ч— 6—0, \Ру—@в=0, \—у—ь—=0, 


изъ которыхъ получаемъ: 


т__ и п @ у @-Ь 

Я =0 “= "=. 2 5 

"0 О. ш_@ \_@— В. 
|= о вер у — 3 


Ш. Системы уравненй второй степени болфе нежели съ двумя неизвфстными, 
581. Примъръ [. Рёшить систему 
же-у--а) = ай, уе -Ну-Н а), «и-уа =. 
Складывая и вынося за скобки с -|-у--2, получаемъ 
(ву 2) о”, откуда вру == уе. 


ЗамЪняя въ каждомъ изъ данныхъ ур-нй 2--у--2 его величиною, полу- 


чимъ двф системы рёшенй, взявъ передъ ыы сперва --, потом —; 


А КЕ нЕ: 
| 8 уе № у и- В а са 
__ 5? ) — в 
ре РИО "| уриа 
| 
\ 


— 62 
| "Чена а 
582. ПРимхРъ П. — РЬшить систему 
я -уа=е (1) у ае=е (2) 2 ху=а. .(3) 
Вычитая (2) изъ (1), находимъ 
(#—9)(# Ру) —г(# —у)=0, вши (#— у)(# Ну- 2) =0. 
Данная система распадается на двЪ: 


а — 


д —у—0 (а, в-Ну —2=0 (В) 
у--хе=с {2} и у-- хе—=с (2) 
2 у=а (3) 2 ту=а. (3) 


Рьшимъ, напр., вторую. Приравнивая значеня 2 изъ (В) и {2), получаемъ 


с 
&--у = 


— 4% 
или 2 Ру’ хуже, или (2 4 9) — ду=с, 


или, такъ какъ изъ (В) имфемь х--у=2, то 


2 — ху с. 
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Это ур. вм®ств съ (3) даетъ: 


а—с 
2 


ас ас а 
——5_, откуда # —=— ой 29 — 


Такимъ образозомъ 2 найдено; для опредфлешя хи у замфчаемъ, что из- 


а [В . 
вфетны; сумма ху, равная 2, т. е. =\/“=* ‚ и произведенше ху, равное 


6. (1. зиу опредфлятея какъ корни ур-Ня 
ге \/“*. Хх в—с 20: 
откуда: 
12 = оы. р с ас уве бе —8а, 
се = РИА 2/2 


Каждое значен!е г дастъ намъ дв системы значенй х иу, ибо х безраз- 
лично м. б. взято равнымъ Х’ или Х”, и слёд. у равнымъ Х” или Х”. Итакъ, 
получимъ 4 системы рёшенй: 

а--с 
=\/“+ 


\/° 


| 


Ув е—/5е—3& 


а 
и - 
= 2/2 


ВЕ е РУ 5с — за 


я — 
2/2 
__Уа- с се \/ 5 — За 


[ 

| в 
| У— 

| 2/2 


ас | а--с 
ке = 
| == — Уа-Н е-+ /5е — 3а ]} „_=Уа-е-— Убе — 4а 
2/2 | 2/2 
ао 5—8 Гоа Ро 
| РИ ре в 


Г\. Системы уравненй высшихъ степеней, приводимыя къ квадратнымъ. 


583. ПрРиизръ [. — Рёшить систему 


в у=17. .. (1) 2 -|- уз —1343...... (2) 
Возвысивъ ур. (1) въ кубъ. находимъ 
28| уз -| Зжу (# + у) =4913......... (3) 


Это ур-юе общёе ур-ня (1); именно, мы знаемъ, что если обозначить одинъ 
изъ мнимыхь кубичныхъ корней изъ 1 буквою «, то ур-ню (3) удовлетворяютъ 
значеня хи у, повфряющя каждое изъ ур-в!: (#--7) =17<, #-- у== 17а, 
х у=17а?. Но если мы замЪнимъ въ немъ х-- у чиеломъ 17, то этамъ мы 
выразимъ, что корни его удовлетворяютъ ур-н!ю (1), и слФд. паразитные корни 
будуть устранены. Итакъ, замфнивъ въ ур-ши (3) х-Ру чиесломъ 17, подстав- 
лнемъ выфото него ур-Ше 2°-|-у*-|- 512у — 4913, или, въ силу ур-вя (2); 


5129 —4913 —1343, или ху = 10, 
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Зная сумму и произведеше х и у, найдемь эти количества, какъ корни 

нвадратнаго ур-н!я 
и — 11и - 10—=0, 

откуда: 2—1, у’ —10; иши 5” —=10, у’=1. 

Кром того, данчая система иметь третью систему рёшенй, образуемую 
безконечными и противоположными по знаку величинами 2 и у. 

Другой спосоБЪ. — Можно бы было употребить еще сл$дующий методъ. 
Ур-ве (2) можно представить въ вид»®: 

(2-9) (2? — зу у?) =1343, или, замнивъ 2--у числомъ 17: 

2*-— у-- у —=19. 
Прябавивъ къ обфимъ частямъ по Зху, получимъ: 
(2-- у)*—=19-- Зжу, или 289 = 79-|-Зжу, или ху== 10. 
Далфе вычислен!е оканчивается какъ выше указано. 
584. Примъръ П. — Рёшить систему 
х-у=а. . .(1) =... . + (2) 

Возвысивъ въ пятую степень 06$ части ур-ня (1) и сгрупиировавъ извЪет- 

нымъ образомъ члены, получимъ: 
паз уз ызду(ай - у) -- 1052-Е у)=а®, 

ши ау’ Зе у) — Зе Ру 10-е =а". . . (3) 

Это ур. не тождественно (1): если обозначинъ буквою а одинъ изъ мни- 
мыхъ корней 5-го порядка изъ 1, то ур-ню (3) уковлетворяютъ корни каждаго 
изъ уравненй: 

х--у=ае, #--у=а0й, «РТ у=а?, г у=а“, в - у= ао. 

Но если мы занфнимъ въ неиъ х--у воличествомъ а, то этимъ самымъ 


исключимъ изъ него рёшеня четырехъ паразитныхъ уравнешй, и останется 
уравнен!е 


ж-- у 529(а° — Зазу) -- 10423? —а. ....., (4) 
которое со (2) образуеть систему, тождественную данной. 
Ур. (4) можно представить въ видЪ 


Ба(ту)* — 5а3(ху) - а — 5—0. 
Будучи квадратнымъ относительно ху, оно дасть два значеня для ху; 
каждое изъ нихъ комбинируемъ съ ур-мъ х--у=а. Такимъ образомъ полу- 


чимъ четыре системы рёшенШ; пятую систему составятъ значення хиу 6ез- 
конечныя по величинф и противоположныя по знаку. 


585. Приизръ Ш. — Решить систему 
д-у-2=а..( мфуфиыи. .(2) пуле. . (3). 
Возвыепвъ 06% части ур-шя (1) въ квадратъ, нолучаенъ 
ар ау + за уе) А, 
или, по причин® ур-шя (2): 
ту её --уг=0. ..(4) откуда зу=— 2 Ру... (5). 
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Возвысивъ ур. (1) въ кубъ, получим: 
2 - (у) Зав -Руе-у--а)= 
или, принимая во вниман!е ур-нвя (1) и (3): 
324 (2 -|- у, - Зала - у) =0, 
а, въ силу соотношеня (4) 
ху(х-- у) — аху=0, изи лужу а)=0....(5). 

Это ур-Не требуетъ, чтобы было: или 2у=0, или х--у=а. Если 
ху—0, то должно быть: или 2—0, или у=0. При х==0, ур-н1е (4) дастъ уё=0. 
Слфд. необходимо еще, чтобы было: или у=0, или 2=0, причемъ при у—0 
будеть 2=а, а при 2=0 имфемь у==а. Итакъ имфемъ систему 


20. И НЫ0, ви, 
ЕО. а. 0: 
Если с у=а, тогда 2=0; и по причии® (4) нужно еще х =аиу==0; 
или х==0 я у—а. Отсюда третья система р шенай: 
ИИ. 0.80: 
Иначе, необходимо и достаточно, чтобы два изъ нензвфетныхь были нули, 
а третье а. 


586. Примвръ [\. — Ршить систему 
ли=уг, фуфре-ри=а, 
аира, ау =е. 
Примемъ за вспомогательныя неизв®стныя: произведейя хи=уе =9, и 
суммы х--н= и у--2==е. Такимъ образъмъ прямо получимъ: 
Е е—=а.... (1) #9 — 44—=№. .. (2) 
Ни — 49) +4110... . (3) 
Выразивъ 4 изъ ур-ня (2) и подетавивъ въ (3), имфенъ 
Чиа) ем (В — 6) * —450\, 
Или — ИР -- 4-м (В — 9) = 4%. 
Подетавивъ сюда выЪето # -|- 5? его величину 4°— 2%, выведенную изъ 
(1), и обозначивъ =ё буквою $, дяя опредфленя 5 имфемъ ур-ше 


48| 4(а@-- 5) | 40 — (#2 -- 09°}? = 0. 
Найдя корни 5’и $” этого ур., найдем о и # изъ ур-вй 
Х*—аХ- У =0, Хе — ах 5" = 0. 
Первое дасть для и # систему ©’, #; ООО 5", #'; изъ ур-вя 
(2) найдемъ соотвЪтетвуюния значеня для 0: 9’ в 4”. ОЕ найден ДВ 
системы значен!й дан хи и изъ ур-й 
ХР =0, ХХ а =0, 
и дв соотвётетвенныя системы значенй для у и г изъ ур-нй 
У =0,  У-оУ- 0. 
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587. ПрРимъръ \. — Рёшить вистему 


д - у — 23 — (а -- у). ..(1)  22—У=62-у. .. (2). 
1-й способъ. — Помноживъ 2) на 4 и сложивъ съ (1), получимъ: 


(ее аве у... . 0). 
Положивъь х--у=н, ху=е, дадимъ ур-мъ (2) и {3) видъ 
(и? — 4г) = ви, в — 150 —(в-|- 46) и”, 
исключивъ и“, получимъ квадратное ур. относительно г. 


2.й способъ “неопредёленныхь коэхоищентовъ). — Помножимъ ур-ня (1, 
и (2) соотвётетвенно на неопредфленные коэоопщевты Л и м, затфмъ опред- 
лимъ Ли такъ, чтобы первая часть новаго уравненя, которое однородно по 
отношешю къ хи у, длилась бы, вакъ и вторая часть, ва г-Ру. Эта пер- 
вая чаеть, очевадно, есть Аж -- у‘ — 2*/°) 4 и.1у(х — 9)*; и какъ она должна 
быть нулемъ при замфн» въ ней х количествомь — у, то имфемъ услове: 
\ — 4% —=0. Можно взять |. равнымъ 1, тогда ^=4, т. е.: чтобы выдЪлить 
множителя 2--у въ первой части новаго ур-вя, нужно помножить на 4 06 
части ур-шя (1) и сложить со (2). Найдемъ: 


(#- у 49 — 72) = Ча-Еъ)(2-- у) 
итакъ, множитель (х-- у), и даже его квадратъ, обнаруженъ въ первой части 
предыдущаго ур-ня. Приходимъ такимъ образомъ къ рышеню системъ 
#--у=0, — 295 - у*=Иа-- у); 
4(21-{- 91) — лу 4а--ь, вул - уе. 
Первая система даеть = у = 0. Для рёшен!я второй полагаемъ 2 -{- У== 28, 
1—9==24. Затфмъ получаемъ выраженя 2 у? и зу възи и подетав- 


ляя ихъ въ оба предыдущя ур-н!я, получаемъ два ур-@я въ зи $, которыя 
рёшить не трудно. 


588. ПРИмЪРъ \'1[. — Рёшить систему: 
(2'--у')(е Ну) = (а у")... (1) о и-и— Залари). . (2). 
Множа данныя ур-вя соотвфтетвенно на Лиц и складывая почленно, 
находимъ въ первой части полином% 


(ау) ие и — 329)... .. (3). 

Опредёлимь Л и м такъ, чтобы полиномъ (3) дёлился на 2“-|-у°. Раз- 
сматривая 2“ -[- у какъ произведен!е комплексовь х-- 5, х— 9, посмотрим, 
каково д. б. соотношене между Л и ы, чтобы полиномъ (3) двлился нах — 9. 
Для этого надо, чтобы результатъ подстановки $ вмфето х въ этотъ полиномъ 
былъ нулемъ. Находимъ услов!е: 2^ -- 5и. = 0. Подстановва 2 -- % дала бы 
тотъь же результатъ; слВд., при ^ и ц, удовлетворяющихъ этому условию, по- 
чиномъ (3) раздёчится на 2?-|- у. Можно взять, напр. ^=5 и ц=Ы— 2. 
Итакъ, умноживъ ур-ня (1) и (2) соотвфтетвенно на 5 и — 2 исложивъ ихъ, 
получаемъ 


(Р-Н УВея у) 5] = ба — З6й-уя. 
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Вопросъ приведенъ къ решению двухъ системъ: 


ду“ — За = у"), ау =0; 
ай -- у“ — 3294 = Вай - уз), За -Ру- ау = 5а — 45. 


Первая система даетъ: х=—у=0. — Для рёшешя второй полагаемъ: 
--у=\и, ху=%, и выражавмъ 2*-|- у’ и 2‘ -|-у' черезъ и и $; такимъ 
обр. получаемъ два ур-н1я 


вы — 29 —Бь——0, З—ф 05а — 45; 


исключивъ изъ нихъ ©, найдемъ биквадратное ур. въ и. 


589. Задачи. РЬшить уравненя: 


1. 
2. 


8. 


323 — 393 — Зву а 5у—2—0; #--у— 1-0. 


25% -|- 493 — 22-- в6ух — 822 -- 1559 -- 512--18-- 8 = 0. 
2% — 4\—16#=— 96. 
5%-- ЗУ— 2= 0. 

т 2у—2 == © 

2уа— и 1 = 0 

я и 4= 0 

уда 2и — о = 3 


2 узи — 2у2 — Зо д —у-- Зи —2=0. 


. 512% — 60%у — 9-- 755 — 33у-- 18 =0 


4922 -|- 60%у — у*-|- 65х —З19-- 6—0. 


. 64 -- лу— 91-- 2%-Ру—1=0, 152 — 20%у + 5 — 105--1=0. 

. 28 — блу — 167-145 18у—5=—0, 2--9у-|- 49—32 —12у --2=0. 
. 228 2729 - 63 — 65 —219--4—0, 248 — 9ху—Зу— 6 -- ву --4=0. 
. 62-1 ху — у — 32 —49—15—0, 34 — 4зу-- у — 152-- 79-[- 18=0. 
. зу 4/3 —6, 32°-- 892 — 14. 

. 2-45 —6у—13, ху—3=--2у=11. 

- @—у—л)=16, тут =4о. 

. 2 — Зжу | 98—24, 35 — 5жу | 29? =38. 

. (3=-- 49) (75 — 2) | 32 - 4у = 44 


(3=-- 49) (15—22) —71=22у—=30. 


. 2(#-Ру) =30, ж-Ру3—35. 


1 1 1 


че 293 — 2, — 324. 


у 36’ 


-2Ну—У=-+-Уу—зущ=2, У2--Уу=8. 

. 23 — у3—1304, х—у—8. 18. @-- у —337, а--У=Т. 

. 9—1 — 609, х—у— 3. 20. 25 — 15 —3096, х—у— 3. 
у 145 73 


МЕНЕ 3 За — т — —- 
ва 


. 58 Зву 471—100, 229-328 —57. 
. 48 — 93 — 39(< —9), 2--53—19(=# 9). 


‚ 21 — у — 2186, #—у— 9: 38, 
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35 


т 
3 3$ — 2 е—_ — 
Ре ИИ 


‚ жи --з9у=Т(а2 +9), 28-9 — ху —= 92—19). 
. 28-96 — 15689, 42-92 —29. 


Уз,  эу=1 


‚у 2 Уу=25, Ру 4жу—941. 


. Удуж-- 3 Муж — 252, а / = 5. 
У ау 

„. 2 -|- 98 —92у--1,  #— у-- 7—7. 

: ар ур, &-Ру= 9. 

. ЖуУ- #93—=6, а. 

‚ 28+ ау ру = У 48 — 23у 29? — У — 


2—9. 


2-3 115(2—9) ОР 2 

ОБЕЕиеЕИ, Э+и=ы. 

. 9—3, ии. 36. 26 - уб—65, зу — 17. 
2-9 __ 121 


аи 19 ГУ 
28-9 


ет — 2 23—21. 
яз — 18, 2 - ху -- у —21 


1 2у 


1 = 
Е Е —7. 
У 12 уз в—12-уж 2Т У=-Уу 
65 У _5 
. = —&— у— 9. 
МЕНА 6х д Ио 
а 
виа 209, 2421 + уз — 29(6у-{ 42). 
. 2 -- 991 — 6529 — 22 -|- 3,2132, 9 — 10925-25422 —1. 


3 5 4 6 10 
ен = —-+ — = 88, 10% = 9. 
аа, в, ау 


з-| 2 — а, а а 
да -- 22 -- уз — 14, хру—е—4, 6 


. у - 22—35, 292 3х -{ 14 — 742, 2(2—1) =4. 
. жа -- 9 -- 2—14, хуле — 92 =1, ву 2=6. 

. = у, 8—2 97, («Ру 2) —=57--8(&--2). 
ар — 1 — 36, Руа = 18, 5 — 22, 

. =,  Я-РЕРЬ7Т п У-2=8, ии а-Ни — 1649. 
‚= у, 8-19,  уфг=6, Ж-у--2 [-33825. 
. &-убу- 1 = 1829, (23 -- 93) (23/а -- 1) =208 29%. 
„ору, 2-1 у—822, — 23--у3— 3784. 


>> 
= 
° 


11 ба —1 ры 
‚. аз --уз-- уе у) =а = (а --у)длуа —6. 
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. ж-у==4, и--е= 10, д-р и? — 130, 1902 — 34. 
‚ (арт (а—ца-я- а—3=0, 


(2а-- уху 2а—1(я- у 3а—+=0. 


ву у = а, ун-т —. 
. 2 — 2-1 у — а, Я—ЖУ--У-6. 
. у 2ху — 2жа-- 5) — 2у(а- 5) = — 405. 


22 -- У — 2лу-- 2%(а—®)— 2/(а—5)= 494. 
1 1 1 


5%  ау—т. 


(вру --у=а (@—у(т—м=. 


. 23-93 — @(22 У), ау луз — В | у?). 
(ау =а, ау. 

. жё- уз —а(23- уз), ху — 6. 

су ае--у, аи ие у». 

. 21 — у — аду, (22 | 92) —8(4 — 9?). 
еще), аук 
риа -- ау -- у), («+ (а -)=Ия- уу). 
„т.у=а,  @ром--ауй- аут (а Би. 

‚ ау а, 23-|- бк схЗу? —- схЗуз -- блу*-- 98 =6. 
‚(а -- рута -- О, ие реаай + туз. 

. 2у(%-- У) =а, 28 -- уз — 62у. 

- а —2?—3ау, (у Уз) = е-Ру). 


аяа+_, +9 а+99 _ 


а—2а-) ’ ар -ма-у- 


‘ео =“—^ @-00-9- 5 в 


12 — 4/2 д — 92 1 1 . 


а 


76. у— ах, да уе 22-92 —2 (23-93). 
ИВ В. А В лек 
И о И 
78. зу(х-|- у) =аБа--ь);  (#— (#2) (22 у) =(@—6 (а -- 20) (2а-®). 


. 2 -- у — атур, 2 -- 22 — луг, 42 -|- 28 — стул. 

. жуг = а (п -р- у) = 6%(у -- 2) = с(=-- 2. 

. 5 — (у 2) — а, 42 — (5 — 2) —6, 28 — (д— 9) — с. 

. (у — =) —а, 9 -- (а —#}*=, #8 (д — у) =. 

‚ (аРуе-и-=а, («Ра ы=ь, (сие, ау. 
. 2-7 — 24, 22 -|-- и? — 96, жа | цу — 8с, жи | уг = 84. 

. 4а?уе —: 49242 -|- хЗуг, у 2— а, уе, 


* 
‚еее, бет ", да). 
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.й — =: т ее — = —(а—6)(а—=)(&— 5). 


Положить а—2—у ж—Ь— г. 


88. 
89. 
90. 
91. 


92. 


98. 


94. 


95. 


96. 
97. 
98. 
99. 


ди— уг, вру и=-48, 22-- у 24а, 2-93-29 ис. 
ху-- "(2 -- у) = а?, же "(а -- 2) = 97, уе у Ну) = с. 
яу-Ре=а, ху =, ЯуЕ == 63. 

&у-еы—а, ду 2—6, же = у. 

ах __ 63у _ сзе 


уе ду у — 1. 
2% ху2 2 
ху ’ уе — } #2  “ 


ру 2=1, =+у++=ь ах -- ВУ 42—11. 


ау =@--Р9@--ь— о). 

пу пе — уг =%{(а-- (а — в)(2а — 5) 2463} 

де -|- уз 28 — (48-62 — 62)? -1- 26 (а? --- с). 

я-ну-е—а-Но-с; эру 22—097--4--08; ху уг еле са. 
а-нуе—а- 6-е, ху-Руеаб--бе, (ху) — 2 —Ца--6)— с. 

де 2 — а2, 2у—2=<,  уе-гж-- чу = 3. 

ву) -- ара 9, 

уе *)-- 6(2-- у-- 2) = 2542, 

2 Ру)-|- 12(#-Ну-{ г)* = 36а?. 


100. 2(аг-- ви) Руа) = 0; (а? |. ви?) —- у(аг -- 5) =а-- 5; 
(аз -Н Ви) -- (&«— Ве — и)? = в; (а-- Би —52=а, 
101. 21 -- 94 — 2292 — а, д — у — 64. 
102. яРу--е=—а, 
а 2—9) | е--у— 9 _ 
е-х ‘ х--у `, 
9-28 — 2—0. 
108. э-у-ре-рина, ука (@- НИ, 
де и — 08, ди — уе. 
т те Ир, 
ба а я Ризу Ту = 6. 
105. Показать, что результать исключеня хи 9 изъ уравнений 
&--у=— и, у — 0, 8-93 — 63 
есть: @8 — 899 — 963 —0. 
106. Исключить 2, у, = изъ уравнен!й: 
яуе=та, 2-1 21—0, 23—93 23 36, жу: — а. 
107. Исключить 2, у, & изъ уравнен!й: 
= | - == г | г — =-|- = дуе == афе, ®— у?-- 22-—- 3(а6 -- ас -|- 66) =0. 
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108. Совмфетны-хи уравнен!я 


а е=0, во, О-о е--дутаь=0. 


ТтТТАВА ХХХ МГ. 
Чиеленные вопросы высшихъ степеней. 


590. — Когда отвфтъ на вопросъ, приводящ!Й къ квадратному уравнен!ю, 
выражается мнимыми корнями, это служить признакомъ невозможности задачи. 
Если же корни дЪйствительны, то могутъ имфть мфето слфдующие случаи: 

1. 0ба корня положительны. Тогда задача допускаеть два рёшеня, если 
только корни неравны; въ случа равныхъ корней вопросъ имфеть одно рь- 
шеше. Однако же, если одно или оба значеня неизвфетнаго выходятъ изъ тёхЪ 
предвловъ, между которыми, по смыелу вопроса, должно заключаться неизв%- 
отное, то вопроеъ имфетъ или одно ршен!е, или же невозможенъ. 

2. Если одно или оба значен!я неизвфетнаго будуть отрицательны, то 
всегда можно составить такое уравнен!е, котораго корни равны, но противопо- 
ложны, корнямъ даннаго: нужно только въ ур-н!е задачи подставить — 2 вифето 
ж. Если окажется возможнымъ подобрать задачу, слегка разнящуюся отъ пред- 
ложенной и отвфчающую видоизмфненному ур-вю, этимъ путемъ значенйе отри- 
цательнаго корня и будетъ истолковано. 

Эти замфчан!я относятся и къ уравненямъ второй степеня съ нёсколькими 
неизвестными. Въ пояснен!е сказаннаго приводимъ примЪры. 


ЗАДАЧА 1. — Два торювиа продали нъсколько зюловь розатаю скота 
за 1350 р.; первый на 5 10ловь больше вторао. Если бы первый пфодаль 
етолько 10л08%, сколько второй, а второй столько, сколько первый, то пер- 
вый получиль бы 540 р., а второй 840 р. Сколько чоловь продаль каждый 
и по какой цънъ? 


Пусть будеть х— чиело головъ, проданныхъ первымъ; тогда число головъ, 
проданныхь вторымъ, будеть 5—5. Первый за х— 5 толовь нолучиль бы 


540 , 
540 р.; сдВд. за одну голову онъ получаль по —- р., а за х головъ вы- 


ручилъ и р. Второй за х головъ получиль бы 840 р., сябк. онъ бралъ за 


одну голову ыы р., а за х — 5 головъ получиль мое) р. Слёд. оба про- 
дали скота на 9) 1350 р. 


По освобождени отъ дробей и по упрощени находимъ уравнен!е 2* — 555 
-- 700 —=0, откуда: 2=35; #”==20. бад. х—5=30; ях’ —5=15. 

Итакъ, задаче ижъеть два рилиенля: 1-й продалъ 35 головъ по 18 р. за голову, 
а второй 30 головъ но 24 р. за голову (въ самомъ дл®, 18 Х 35 -- 24 Х 30 — 


— 161 — 


— 630 -Е 720 —1350); или же: 1-й продал 20 гол. по 36 р., а 2-й 15 по 
42 р., что опять составляетъ 1350 р. 

ЗАЦАЧА |]. — Отдань въ банкь капиталь и черезь 1045 получено при- 
были 200 р. Капиталь вмъетль съ процентными денмами быль оставлень 
въ банкъь еще на 104ь. Шосль этою капиталь съ наросшими на нею про- 
центными деныали составляль 2420 р. Какь великь быль первоначальный 
капиталь? 


Пусть первоначальный капиталь былъ х р. Черезъ годъ онъ обратился въ 


200 
х--200 р., слёд. принесъ ыы процентовъ. Въ концё втораго года этотъ 


капиталь, принося и обратился въ (#2001 +" = 2420 р. 
Освободивъ отъ дробей и упроставъ, имфемъ уравневе 2*—20205--40000—0, 
откуда: 2=2000 р.; 2”—=20 р. Такамъ образомъ опять получили два поло- 
жител. корня; вычисляя проценты, приносимые этими капатадами, находимъ, 
что первый даеть 10°%/, второй 1000°%/,. Такъ какъ въ дЬйетвительности ни 
одинъ банкъ не даетъ такихъ высокихъ процентовъ, какъ 1000%/,, то заклю- 


чаемъ, что корень ’2” —=20 р. не м. 6. допущенъ, и задача имфеть одно р®-. 
шен!е: 2’=2000 р. 


ЗАКАЧА Ш. — Нъкто купиль нъесколько аршинь сукна за 240 р.; 
если бы за туже сумму онъ получиль 3 аршинами менте, то арщинъ обо- 
шелся бы 4 рублями дороже. Сколько арщинь сукна куплено? 


240 
Пусть куплено было х арш.; цфна 1 арш. равна, слфдоват., —— р. Если 
бы за туже сумму онъ получиль 3 арш. меньше, т. е. х— 3 арш., то ина 


аршина была бы и 4; а вс$ 2—3 аршина етоили бы опять 240 р.; слЪ®д. 


ур-е будетъ 
СР е-9=0. .. (4) 

Приведя его къ виду 2? — 34 — 180 —0 и рёшивъ, найдемъ два корня: 
# —=15, 2”’= — 12. Положительный корень, кавъ не трудно уб®дитьея, даеть 
прямой отвфтъ на задачу. Что касается отрицательнаго корня: —12, онъ не 
можеть представлять отвфта на данную задачу, ибо неизвЪетное (чиело куплен- 
ныхъ аршинъ сукна), по существу своему, положительно. Но мы можемь по- 
цытаться истолковать это рёшене, т. е. подыскать задачу, аналогичную дан- 
ной, отвфтомъ на которую служила бы абсолютная величина отрицательнаго 
ршешя. 


Для этого въ первоначальное ур. (1) вмфето х подетавимь (— 2); полу- 
2 
ЧИМЪ (+ 4)(— т —3)=240, или, умноживъ оба множителя 1-Й части 


на (—1): 


240 
(7: —4)(@-3)=90.......... 0). 
Мы уже знаемъ, что рёшеня этого ур-нйя суть: = — 15, = 12, 


равныя ршенямт ур-вя (1), но съ противоположными знаками. Ноложитель- 
11 
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ное рЬшене -- 12 будетъ служить отвФтомъ на задачу, соотвфтетвующую ур- 
ню (2); задача эта, очевидно, такова: «нфкто купиль ифеколько аршинъ сукна 
за 240 р.; если бы за туже сумму онъ получилъ 3 аршинами болье, то ар- 
шинъ обошелея бы 4 рублями дешевле. Сколько аршинъ онъ купилъ?» 0твф- 
томъ на эту задачу и служить чиело 12 арш. 


ЗАДАЧА [У. — Нюкоторое число № есть произведене трель тосльдо- 
вательныхь нечетныхь чисель; раздъливь № послюдовательно на каждое изъ 
этить чисель и сложивь частныя, налодимь въ суммъ 239. Найти № 


Пусть 3 послфдовательныя искомыя нечетныя числа будуть 22 —1, 22-|-1, 
2%2—-3; №—(=— 1)(22 - 1(2х-2 3). Ур-ве задачи будетъ: 


(2=--1)(2=-- 3) -Ё (25 — 1)(2=-Е 3) + (2х —1)(8&-- 1 =239, ... (1) 
или, по выполнени всфхъ дёйстый и по упрощени: 2*--х=20, откуда: 
д —4, а'=—5. 

Положительное рВщене даетъ для трехъ искомыхъ чиселъ: 7, Эи 1. 
Повфрка: 9х 11 7х 11 7Х 9 дйетвительно = 239. 

Для петолкованя отрицательнаго р&шешя подставляемь въ первонач. 
ур. (1)—х выфето х, находамъ: (1 —22)(3 —25)-- (——22—1)(3— 22) -- 
(—2% —1)(1— 22) =239, или, перемфнивъ въ каждомъ членф знаки обоихъ 
множителей, находимъ ур-н!е 

(2% —1)(2=—3) + (2=--1)(2=— 3)-+ (2&-- 1)(25 —1)=239, 

корни котораго суть: —4 и --5. Взявъ корень —=--5, находимъ, что иско- 
мыя числа суть: 25—3==7; 21—1==9; 2%--1==11. Такимъ образомъ, 
рьшене х=5 даетъ тотъ же отвфтЪъ, что и х=3, требуя только, чтобы иско- 
мыя числа были обозначены формулами 27—3, 2—1 их --1 выфето того, 
чтобы обозначать ихъ знаками 2х —1, 22--1 и 2х--3. Нои то, и другое 
обозначеня одинаково возможны, и замфчательво, что алгебра показываетъ намъ 
& розфегог!, что оба эти обозначеня равнозначны. 


ЗАДАЧА \. — Мущины и женщины, въ числь 38 лиць, работать 
на фабрикъ, причемь каждый мущина зарабатывает»ь вь день 2-мя рублями 
больше, нежели каждая женщина; не смотря на это, ежедневный зарабо- 
зпокъ всъхь мущинь таковь же, какь и заработокь женщинь, и составляеть 
60 р. Нити число мущинь? 


Пусть мущить было 2; число женщинъ будеть 32—02. Каждый мущина 


60 60 м 
зарабатывает въ день лы каждая женщина 32 —х р. Уравнен!е задачи будетъ: 


95 вене иене (1) 
Окончательное ур. 2°—922--960—0 даетъ: 2==80, 2’==12; са\д. 
32—21 —=-—-48; 32—45’ —=020. 

Рьшене 2” —12 для числа мущинъ, даетъ число женщинъ 20; причемъ 
ежедневный заработокъ мущины составляеть 60: 12 или 5 р.; заработокъ 
женщины —60 :; 20—3 р. Слд. это рышене удовлетворяеть вефыъ условямъ 
закачи. 
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Но рьшене 2—=80 для числа мущинъ, будучи больше числа лецъ обоего 
пола (32), даетъ къ тому же для числа женщинъ отрицательное количество — 45; 
сл. второе рёшене не соотвфтетвуетъ предложенному вопросу. Для истолковаюя 
этого ршен]я положим 32 —х==9, откуда х=32— 9, и подетавимъь эти 


величи 1); найде 0 60 2 котором овлетворяетъ 
ны въ ур. (1); найдемь ур. 5_—,— 5 ==2, которому Уд ряе 
у— — 43, подетавивъ (—1) вмфето у, получаемъ ур-ше 
60 60 . 
ЕВ 9—2 . . . ` - - . . - . . . (2) 


изъ котораго у (число женщинъ) =48, а 32-Ру (число мущинъ)—=80. Эти 
ноложительныя рЬшен!я отвфчаютъ на задачу, соотвфтетвующую ур-нио (2); 
задача эта такова: «мущины и женщины работаютъ на хабрикЪ, причемъ число 
мущинь 32 больше числа женщинъ; мущина и женщина зарабатывають 
вмъсть 8 р. вь денъ; ве мущины зарабатываютъ въ день 69 р.; столько же 
и женщины. Найти число женщинъ?» Отвфтъ: 80 мущанъ, зарабатывающихъ 
по 75 к. въ день, и 48 женщинъ, получающихъ по 1 р. 425 к. въ день. 


ЗАДАЧА У[. — Нъкто, имъя капиталь в 120000 р., раздълиль ею 
на деф части, которыя помъстиль подь проценты. Первая часть даеть 
ему ежеюдназо дохода 2800 р.; вторая, принося 1 процентомъ больше, даеть 
дохода 2500 р. въ 10дь. Каковы объ части, и по сколько процентовь он при- 
носять? 


Пусть первая часть приносить 2%/;; въ такомъ случаЪ 1 р. прибыли по- 


100 о 280000 
лучитея с —_ р..а 2800 р. прибыли получится съ ——_— р. Разоуждая та- 
250000 
кимъ же образомъ, найдемъ, что вторая часть капитала равна «т р. А 


какъ сумма обфихъ частей равна 120000 р., то имфемъ ур-в1е 


280000 ре 250000 
2 &--1 


—120000, 


или 125—415 — 28 —0, откуда: 2—4, х’—=— 


51 


Положительное рфшене --4 даетъ прямой отвфть на вопросъ, и показы- 
280000 


ваетъ, что вторая часть привосить 5%/,. Слёд. 1-ая часть = - —10000р.; 
‚ 250006 . 
2-ая часть = в = 50000 р. Сумма ихъ дБйствительно соетаваяеть 120000 р. 


. : и р 
Истолкован1е отрицательнаго рышевя — р. повело-бы къ условямъ, несов- 


мФетнымь съ понящемъ о процент; потому рёшене это должно быть прямо 
отброшено. Получене поеторонияго рфшеня зависить отъ того, что ур-ше, къ 
которому привела частная задача, общЪфе этой послфдней: оно отвфчаетъ на ве\Ъ 
вопросы, которые привели бы къ тому же ур-ню, какъ и разематриваемый ча- 
стный вопросъ, и которыхъ безчиеленное множество. Поэтому неудивительно, 
что одно изъ рёшенй этого ур-ня чуждо частному вопросу. 

11 
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ЗАДАЧА УП. — Вакжь, заставь Силена спящшимь около бочки, натол- 


ы . 3 
неннои виномь, сталь пить въ яродолжензи 5 71010 времени, в5 какое Си- 


лень моз бы выпить вею бочку. Посмь этою Силень проснулея и вытиль 
оставшееся вино. Если бы Вакхь и Силень пили вмъеть, то они выпили 


2 
бы всю бочку 6б-ъю часами скоръе и на долю Бакха пришлось бы только — 


71010, что онъ на самомь дъль оставиль Силену. Во сколько часовь каждый 
изъ нихь можеть выпить цълую бочку? 

Означимъ время, въ которое Вакхъ можеть выпить вею бочку, черезь 35, 
а время, въ которое Силенъ можеть выпить туже бочку, черезъ бу. Сначала 
Вакхъ пьетъ въ продолженш Зу часовъ, и какъ въ одинъ часъ онъ выпиваеть 


1 4 
ое бочки, то въ Зу часовъ выпьетъ й бочки. ЗатЪиъ, легко видфть, что вм$- 


155 
стф они выпили бы вою бочку въ — 71 час. Вакхъ оставиль Силену 1 — 
3-5 д 


бочки, и слёд. поелёдюй пилъ вино въ продолжения (1 — 9.5 часовъ: по- 


этому оба они пили въ течени зу (1 — 2).5у или 9 часовъ. При- 


равнявъ разность временъ, указанную въ услови, 6 часамъ, получимь ур-не 


(8#—5/)у _ 15% 6 
х 8-5 


Выразимъ теперь, что количество вина, выпитаго Вакхомъ, было бы во 


2 
второмъ случа® равно 3 ТОГО, что онъ на самомъ ДЪЯВ оставилъ Силену. 


1 5х 
Такъ какъ Вакхъ выпиваетъ въ чаеъ — бочки, то въ А часовъ, въ те- 
3% 32 -- 5у 
ченш которыхъ онъ пилъ бы во второмъ елучаЪ, онъ выпилъ бы часть бочки, 
ау : 
авную —-—___-. Такимъ образомъ второе ур-в1е будеть: 
равную 332 59) р орое ур удетъ 


Е Е А у) 
3(3= —5у) 3 ( х 
Освободивъ ур-нйя отъ дробей, дадимъ имъ видъ 
2521 — 2593 9%у — 18172 — 30% у=0 
10у2-- 112у — 6—0, 
откуда 7—5, у—2: елЪд. искомыя числа часовъ суть 15. и 10. 
591. Задачи, 
А. Вопросы съ однимь неизвьстнымь. 

1. Н%Ъеколько приятелей, обфдая вмЪстЪ въ гостинниц®, издержали 102 р. Не 
желая, чтобы трое приглашенныхъ участвовали въ расходахъ, остальные сотрапезники 
уплатиди 1= рубля болфе каждый, чфмъ еслибы платили всф обфдавиие. Сколько 
лицт, участвовало въ об$д$? 

2. Купець купиль нфеколько головъ телятъ, заплативъ за все 672 р. Если бы 


каждый теленохъ обошелел ему 4-мя рублями дешевле, то на ту же сумму онф могъ 
бы купить 3-мя штуками больше. Сколько телятъь онъ купилъ п по какой цфн? 
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8. Отцу было 24 года, когда у него роднлея сынъ. ели поремножить лёта 
отца и сына въ пастояшее время, то произведеше окажется въ 8 раза болфе ква- 
драта лЬтъ сына. Сколько л№тъ каждому изъ нихъ въ настоящее время? 

4. Разнощикъ купилъ апельенновъ на 7 р. 56 в. Выбросивъь 5 штукъ, оказав- 
шихея тнидыми, онъ продаль каждый изъ оставшнхея апельсиновъ 4 коифйками 
дороже, чЗиъ самъ заплатиль, и такимъ образомъ получиль баэрыша 58 кол. Сколько 
апельсиновъ онъ купил? 

5. НФкто, отдавъ въ долгь сумму 18000 р., и получивъ черезъь тодъ процентныя 
деньги, издержать изъ нихъ 210 р., а остальныя присоединиль къ капиталу, отдавъ 
всю сумму на прежене проценты. Такимъ образомъ въ концф втораго года у него 
образовалась сумыа 19437, считая въ этомъ числ н процентныя деньги. Сколько 
получиль онъ на свой капитал? 

6. Бочка съ виномъ содержить 80 бутылокъ. Отливъ изъ нея нфеколько буты- 
локъ, бочку дополнили водою. ЗатЪмъ, снова отлили столько же бутылокъ, какъ и 
въ первый разъ и замфнили отлитое количество смфси водою. Посл$ этого оказалось, 
что въ 80 бутылкахъ семфеи было чнетаго вина только 45 бут. По сколько бутылокь 
отливали каждый разъ? 

7. Резервуаръ, выфстимость котораго равнялась 5280 ведрамъ, быль наполнень 
двумя трубами, изъ которыхъ вода текла неодинаковое время. Первая труба давала 
каждую секунду 2 ведрами больше второй. Если бы вторая труба давала въ секунду 
столько, сколько первая, то изъ нея натекло бы 3400 вед.; а еслибъ первал давала, 
въ секунду столько, сколько вторая, то она дала бы 2048 ведеръ, Сколько ведеръ 
воды давала каждая труба въ секунду? 

8. Дюнкпрхенъ, Брюссель и Реймсъ образуютъ прямоугольный /\, причемъ 
Брюссель находится въ вершин прямаго угла. Сумма ввадратовъь трехъ сторовъ, 
измфренныхь километрамин, составляеть 105800. Разстоян1е между Брюсселемъ и 
Дюнкирхеномь относится къ разстолню между Б. п Р. какъ 56:73. Опредлить 
разстоан!е между этими тремя городами? 

9. Одннъ путешественник, выйдя изъ точки А, идеть къ сФверу, проходя ежс- 
дневно 86 верстъ. Черезь пять дней другой путешественникъ выходить изь А. 
въ направлен!и къ востоку, проходя ежедневно по 28 версть. Черезъ сколько дней 
послв выхода 2-го разстояве между ними, по прамой лини, будет равно 480 
верстамъ? 

10. Стая обезьянъ забавлялась: одва осьмая часть пхъ въ квадратЪ бЪгала 
въ лфсу, остальныя 12 кричали на верхушкЪ холма. Скажи мнф, сколько было всего 
обезьянъ? *). 

11. Корень квадратный изъ половины числа пчолъ роя полетфль на кусть жа- 


8 
емина, цфлаго роя осталась дома; одна самочка полет$ла за самцомъ, который 


жужжить въ цвфткф лотоса, куда онъ попаль ночью, привлеченный прятнымъ запа- 
хомъ, и изъ котораго онъ не можеть выйти, такъ кокъ цвфтокъь закрылся. Скажи 
мн число пчелъ роя? 

12, Найти число, котораго квадрать вмфстф съ кубомъ въ 9 разъ больше сл$- 
дующаго цфлато числа? 

13. Когла карета профхала 54 метра, передвее колесо ея сдфлало 9-ю оборотами 
больше задняго. Если бы увеличить окружность каждаго колеса на 3 дециметра, то 


*) Эта задача и слФдующая находатся въ сочинеши „Р!агавита“ (т. е. вычисде- 
не корней) индйскаго ученаго ХИП вфка Баскары Ачар. 
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переднее колесо сдфлало бы на томъ же разстояни только 6-ю оборотами больше 
задняго.. Найти окружности обоихъ колесъ? 


14. Два тфла движутся по двумъ прямымъ, нерес$кающимея подъ прамымъ 
угломъ, приближаясь къ точкЪ пересфченя. Первое паходится въ 236 метрахь оть 
точки пересфчен!я и проходнтъ по 7 метровъ въ секунду; второе — въ 197 метрахъ 
и проходить по 6 метровъ въ секунду. Черезь сколько секундъ разетояв1е между 
ними будеть — 13 метрамъ? 


15. Центры двухъ круговъ движутся по сторонамъ прямаго угла по направлевю 
къ вершин. Центръ 1-го круга, котораго радуеъ = 46 м., удаленъ на 2248 м. 
оть вершины и проходить по 7 м. въ секунду. Радусь 2-го круга = 14 м.; центръ 
его удаленъь отъ вермины на 1628 м. и приближается кь ней со скоростью 5 м. 
въ секунду. Черезъ сколько времени круги будуть имфть внфшнее касав1е? 


16. Цевтръ неподвижнаго круга, котораго рамусъ — 1009 савтиметрамъ, нахо- 
дится на горизонтальной прямой. Въ той же плоскости, прямо надъ центромъ въ вер- 
тивальномъ направлени и въ разстояни 50 сантим. находится центръ подвижнахо 
круга, имфющато радусь = 945 с.м. Кругъ этотъ движется — вертикально внизь 
со скоростью 180 с.м. въ секунду, а горизонтально со скоростью 2000 с.м. въ се- 
кунду. Черезъ сколько секундъ оба круга будуть имфть: 1) внфшнее касаве, 2) вну- 
тренне касане, и черезъ сколько секундъ разстоян1е между ними будеть имЪфть паи- 
меньшую велнычину? (Задача эта имфетъь примфневе въ астрономн при вычиелен! 
солнечныхъь и лунныхъ затм%н!). 


17. Сумма двухъ послфдовательныхь нечетныхь чиседъ, сзоженная съ суммою 
ихь квадратовъ и съ разностью ихъ кубовъ, даетъь 304. Найти эти числа? 

18. Купець продаль кусокъ сукна за 60 р., а другой кусокъ, въ которомъ было 
8-ю арш. больше, за 70 р. Если бы онъ продаль первый кусокъ по цфн% втораго, 
а второй по цфнЪ перваго, то за все выручилъь бы 134 р. Сколько аршинъ того и 
другаго сукна онъ продалъ? 

19. НЪеколько человфкъ обЪдали въ складчину. Еслибы было 3-мя лицами больше 
и каждое лицо платило бы 50-ю коп. дороже, то расходъ составилъ бы 60 р. А 
еслибы было 3-мя лицами меньше и каждое платило бы 50-ю коп. дешевле, расходъ 
составнлъ бы 27 р. Сколько лицъ обфдало п какая сумма имн издержана? 

20. Изъ двухъ рабочихь одинъ получиль 135,2 р., другой 64,8 р. Первый ра- 
боталъ 6-ю днями больше 2-го; но еелибъ 1-й работалъь столько дней кавъ 9-й, а 
2-й столько дней, сколько 1-й, они заработали бы поровну. Опред®лнть число рабо- 
чихьъ дней и поденный заработокъ каждаго рабочаго. 

21. Изъ двухъ рабочихь одинъ получиль 100 р., другой 36. Первый работаль 
8-ю днями больше 9-го. Если бы 1-й работаль 11-ю днями меньше, а 9-й тремя 
днями больше, оба они заработали бы равныя суммы. ОпредЪлить число рабочихь 
дней и поденную плату каждому рабочему? 

22. Землевладьлець купиль нЪФеколько головъ рогатаго скота на 360 р. Трн 
штуки околфло, а остальныхь онъ продать, взявъ за каждую голову 5-ю рублями 
больше, чёмъ платилъь самъ. Весь барышь составлять 15 р. Сколько онъ платиль 
за каждую голову 

23. НЪФкто, купивъ предметъ, который векор$ сталь ему ненуженъ, продаль сго 
за 21 р., потерявши прин этомъ столько процентовъ, сколько рублей предметъ ему 
стонль. Сколько онъ потерялъ при продав? 

24. НЪФкто купить картину, принявииг ес за оригиналь. Убфдившиеь внослЪдств!и, 
что его обманули, онъ вродаль картину за 54 р., потерявши столько /,, сколько 
рублей въ шестой части покупной цфны. За сколько была куплена картина? 
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25. НЪкто купнлъ перснковъ но такой нфнЪ, что еслибы на 1 р. 20 к. ему 
дали 9-мя штуками больше, то дюжина обошлась бы 10-ю коп. дешевле, чБмъ онъ 
заплатить. Сколько онъ платиль за дюжину? 

26. СлужанкВ поручнно было купить грушъ на 60 в. ДЪйствительно, она ихъ 
купила на эту сумму; но дорогою съфла 4 штуки, велфдстыи чего оказалось, что 
хозяйка заплатила за дюжину трушъ 6-ю коп. дороже настоящей цфны. Сколько 
грушъ было куплино служанкою? 

27. Н\Ъкто арендоваль н%Феколько десятинъ земли за 840 р. Изъ этого числа 
самъ онь обработываеть 7 десятину, а остальныя отдаетъ въ аренду 10-ю рублями 
дороже за десятину, чЪмъ платить самъ; и такимъ образомь за отданныя имъ въ 
насмъ десятины получаетъ 840 р. Сколько десятниъ онъ отдаетъ въ наемъ? 

28. Одинъ изъ двухъ врановъ можеть наполнить бассейнъ 3-мя часами скорфе, 
нежели другой кранъ. Оба крана выфстВ намолняють бассейнъ въ 3 ч. 36 м. Во 
сколько часовъ каждый кранъ, дфйствуя отдЪльно, можеть наполнить бассейнъ? 

29. Лодочникъ, плывя по теченю рЪ%ки на протяжени 5 версть и возвращаясь 
назадь, употребляеть на весь путь 1 ч. 6 м. 40 е. Скорость теченя р$ки = 2,4 
вер. въ часъ. Сколько лодочникъ можеть профхаль на спокойномъ озер$, ссли бу- 
детъ грести съ тою же силою? 

30. Два пофзда пробЪфгають въ 12 ч.: первый н$%которое нензв$стное разетоя- 


н1е х, другой 114 верстами больше. На перефздъ 1421 верстъ второй пофздъ уно- 


требляеть 45-ю минутами меньше, нежели первый. Найти прострАНетО, пробфгаемое 
первымъ пофздомъ ни среднюю скорость каждаго пофзда? 

31. НФЕто помфстиль подь проценты калиталь 12000 р.; черезъ тодъ капиталу 
съ наросшею прибылью онъ помфстяль въ нфкоторое предпряте, дававшее 1% 
больше, и въ конц вторато года получилъь прибыли 756 р. Найти проценты. 

32. НЪкто даль взаймы 15000 р. за опред$ленные проценты. Спустя $ м. 18 
дней, должникъ, имфвиий право на уплату въ этотъ срокъ, найдя возможность достать 
деньги 1°/-мъ дешевле, иредлагаетъ заимодавцу за, дальнфЙшее пользован!е капиталом 
эти уменьшенные 9). Послфдн! сотлашается, возвращаетъь первый вексель и беретъ 
другой на 15594,5 р. срокомъ на 4 м. Найти проценты. 

33. Спекулявть покупаеть на 24000 р. облигащи, стоящая х процентами ниже 
своей ниминальной цфны. Потомъ, когда облигащ поднялись на 2/ выше своей 
номинальной цфны, онъ оставиль 20 облагащй у себя, аз остальныя продалъ за 
15600 р. Номинальная цфна облигаи —.500 р. Найти число куплевныхь облига- 
ЦИ и цфну каждой? 

34. Банкиръ учелъь два векселя: одинъ въ 2080 р. срокомъ на 8 м., другой 
въ 8150 р., срокомъ на 10 м. Полный учетъ составляль 280 р. Узваль, но скольку 
%/ учтены оба векселя (полагая учетъ точный). 

35. Два пофзда выходять изъ пунктовь М ин №, разстояне между которыми 
равно 560 верстамъ, и идутъь навстрЪчу другъ другу. Чтобы они встрфтились на 
полпути, нужно, чтобы пофздъь изъ № вышель 1 ч. 45 м. раньше другахо. Если бы 
оба пофзда вышли одновременно, то черезъь 7 часовь разетолне между ними соста- 


1 
влязо бы 5, первоначальнаго. Сколько употребляеть каждый поЪфздъь на перефздь 


разстояня М№ 
86. Аи В идуть съ одинаковою скоростью изъ М въ В. А выходить раньше 
нежели В. У третьяго милеваго столба недоходя В, А натонясть стадо гусей, кото- 


ь 1 1 
рое въ каждый часъ дфлаеть только —- мили. Черезъ - часа послЪ этого встр$чаеть 


1 
онъ стадо овецъ, которое тонятъ со скоростью -; мили въ часъ, В встр®чаетъ гусей 
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В 1 
въ разстояши 2-5 миль не доходя до В, а овецъ 10-ю мивутами рапьше того, какъ 


онъ достигаетъ втораго милеваго столба передъ В. Съ какою скоростью идутъ изше- 
ходы Ан В? 


= 1 Е 
87. НЪкто въ первый годъ посфяль 4; четверти птеницы. На второй годь опъ 


посфяль 16 четвертями меньше всего умолота, полученнаго оть первой жатвы, н 
при одннаковомъ урожав обоихъ посфвовъ получиль въ 8 разъ больше тото кодиче- 


1 , > 
ства, которое имъ было посфяно, да еще 21. четверти. Опредфлить урожай, т. е. 


узнать, во сколько разъ количество вымолачиваемой пшеницы было больше количе- 
ства засЖваемой? 


38. Найти пять посл$ковательныхь цфлыхъ чисель, зная что сумма квадратовь 
двухъ большихъ равна сумм квадратовъ трехъ остальныхъ. 


39. Найти 4 послёдовательныя цфлыя числа, зная, что кубъ большаго равенъ 
сумм» кубовъ трехъ остальныхь чиселъ. 


40. Корнусъ въ 6048 солдать быль разбить на иЪФкоторое число равныхъ отрядовь, 
посланныхь занять такое же число врФпостей. Во время компав1и умерло отъ эпиде- 

; 1 . 
ми число человЪкъ, равное 2> отрядамъ, а весь остатокъ, за исключенюомь 84 
пнвалидовъ, возвратившихся въ главную квартиру, быль точно также какъ прежде 
поровну разставленъ по кр$постямъ. Но уменьшенные гарнизопы оказались не въ со- 
стояш защищаться, и вс крфности попали въ рукн непр!ятеля, а люди, за исклю- 
ченемь четырехъь цфлыхъ гарнизоновъ и 210 б%тлецовъ, были перебиты нли взяты 


въ паФиъ. Потеря, понесенная въ этомъ случа, выфств съ потерею отъ энндези, 
равнялась 4186 человфкамъ. Найтн число крфпостей? 


41. Извфетно, что сила притажев1я прямо пропоршональна массамъ и обрално 
пропорщональна квадрату разетоян!й между взаимодЪйствующими чфлами. Зная это, 
опредфлить, на кавомъ разстояни отъ центра земли находится точка, одинахово 
иритягиваемая лувою и землею. Масса луны — 1, масса земли — 88, разетоян1е 
между центрами земли н зуны = 96000 километрическихъ лье. 


42. Длинная цилиндрическая стеклянная трубка, запаянная съ одного конца, 
наполнена воздухомъ, находящимея подъ давлешемъ 80”, и вертикально погружена 
въ ртуть, которая въ трубкВ и сосудф находится на одномъ уровнф; длина трубки 
надъ уровнемъ ртутн въ сосудф = 10”. Какую длину трубки будетъ занимать воз- 
духъ, еслн поднять трубку еще па 10”, такъ что вся высота трубки будеть = 20"? 


43. Цилиндрическая трубка, въ которой движется поршень, погружена въ чашку 
со ртутью. Ртуть въ трубкЪ стоить на 12 с. м. выше ея уровня въ чашкВ, колонна 
же воздуха занимаеть 30 с. м. длины. Поршень опускають 6 с. м. Какова въ тавомъ 
случа будеть высота ртути въ трубкЪ? 


44. Высота всасывающей трубы насоса равна 2 метрамъ. Поршень можеть дви- 
гаться между 1 д. м. и 5 д. м., считал отъ клапана всасывающей трубы. Радмусь 
поелфдней — 1 с. м., радусъ верхней трубы — 2 д. м, На кавую высоту подни- 
метел вода посл 1-го взмаха поршня? 

45. Нужно 88,1625 кг. льда, чтобы понизнть съ 350 до 15° Ц. воду, содержа- 
шуюся въ бассейн®, ныфющемь видъ усфченнаго конуса съ горизонтальными основа- 
вами, причемъ радгусъ верхняго основал = 1,2 м., высота — 0,9 м., и бассейнь 


1 р . ; 
наполненъ водою до -_ своей высоты. Вычислить рад1усъ нижнаго основан!я, зная, 
что скрытая теплота таян1я льда равна 80. 
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В, Вопросы съ нюсколькими неизвьстниылие. 


46. Въ трехзначномъ числф квадратъ цифры десятковь равенъ произведен1ю 
крайпихь цифръ, сложенному съ 4. Разность между удвоенною цифрою десятковь и 
цифрою единицъ равна цифрЪ сотенъ; если написать цифры числа въ обратномъ по- 
радкВ, получится число, дающее, по вычитан1н изъ даннаго, остатовкъ 390, увели- 
ченный общею цифрою десятковъ. Найти это число. 

47. Назван1е одной, знаменитой въ древности, горы пишется тремя буквами. 
Если эти буквы замфнить нумерами, означающими ихъ мфето въ русской азбукЪ, то 
сумма всфхъ трехъ чисель составить 15. Среднее число вдвое менфе произведен1я 
крайннхъ, увеличеннаго на 1; а сумма квадратовь крайнихъ чисель на 82 единицы 
больше удвоеннаго квадрата средняго чнела. Какъ называлась гора? 

48. НЪкто, имЪя капиталъь въ 84000 р., разд®лиль его на двЪ части, помфетивъ 
ихъ поль различные , такъ что 0обф части даютъ одинаковый доходъ. Если бы 
1-я часть была помфщена на таые проценты кавъ 2-я, она приносила бы 2880 р. 
Если же 2-ю помфетить на проценты 1-й, то она дастъ доходу 1620 р. Найти 06% 
части капитала и проценты, на которые он помфщены. 

49. Кунець, покупая чай и затфыъ продавая его, употребляеть фальшивые вЪсы; 
черезъ это онъ получаеть 24-мя процентами больше, чфмыъ еелибы онъ пользовася 
взрными вфсами. Но если бы при покупк® онъ кладъ товаръ на ту чашку, на ко- 
торую кладетъ его при продаж и обратно, то на цфнф, которую онъ самъ платить, 
опъ ничего не потеряль бы н ничего не выигралъ бы. Сколько А барыша онъ по- 
лучаль бы, употребляя вФрные вфсы вн прн покупк и при продажЪ? 
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50. Бассейнъ наполняется изъ двухъ крановъ. Первый открываютъ на -з того 


времени, въ которое 2-й одинъ можеть наполнить бассейнт; послВ этого открываютъ 

2-й, изъ котораго и вливается недостающее количество воды. Если бы съ самаго 

начала были открыты 0ба крана, то бассейнъ наполнился бы 1 ч. 55 м. 30 с. 
ь 5 

скорЪе, и первый кранъ даль бы -= того количества воды, которое въ дЪйствитель- 

ности далъ 2-й. Сколько потребовалось бы времени каждому крану въ отдфльности 

для наполнен!я бассейна? 

51. Въ трюм% корабля, част!ю залитаго водой, равномфрно втекающей черезь про- 
болну, работають 2 пемпы, приводимыя въ движене Ап В. Изь нихъ А дфлаеть 
$ взмаха въ то время, какъ В дфлаетъ два; но четырьмя взмахами В выкачиваетъ 
стольБо же воды, сколько А пятью. В работаегь нФкоторое время, въ которое А 
одинъ опорожнилъ бы трюмъ. Зал$мъ А выкачиваетъ остальное, и трюмъ опорожнень 

1. з 
въ 13- часовъ. Еслибы они работалн выфстЁ, то трюмъ опорожнилея бы вт 3-х 
часа, н А выкачаль бы ста ведрами больше, ч$мъ онъ сдфлаль. Сколько притекаеть 
воды черезъ щель въ одинъ часъ? 

52. Аи В выфхалн изъ Си 0, первый 3 часами раньше втораго. Они всур%- 
тилиеь въ 20 миляхъь оть 0, н А достигь Р часомъ раньше, нежели В прибыль 


РР 1 
въ С. На слФдующШ девь В выфхаль раньше и повстрфчаль А, профхавшаго -— 


своего обратнаго пути, и хотя В быль задержанъ на 3 часа, по все таки прибыль 
въ О раньше, ч$мъ А достигь С, на такое время, въ которое могъь бы профзхать 
28 миль. Съ какою скоростью они путешествовали? 

53. Сосудь можеть быть наполненъ водою посредствомъ двухъ трубъ, изъ вото- 
рыхъ одна вливаеть въ него по 4 литра въ часъ; другая же труба можеть наполнить 
: восудъ, употребляя на это однимъ часомъ болфе, чёмъ обф трубы вм®ст®. ПослЪ 
нятичасоваго совмфетнаго дЪйствня обфихъ трубъ въ сосуд недостаеть еще 13 ли- 
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тровъ для наполненя его. Сирашивается: 1) сколько литровь въ чась доставляеть 
вторая труба; п 2) сколько часовъ должны быть открыты 06% трубы для наполненя 
сосуда? 

54. Изъ средины города идутъ двф улицы, пересфкаюцщая прямолинейно-текущую 
р%ку поередствомъ мостовь А и В. Изъ мфета встрфчи улиць идеть къ рфк% сточ- 
ная труба, одинаково наклоненная къ обфиыъ улицамъ и встрёчающая рфку въ та- 
кой точкф, которая отетоитъь оть А на 6 колёнъ, а отъ В на 11 колфнъ меньше 
дянны трубы. Издержки но устройству трубы составляли столько фунтовъ стерлинговъ 
на каждое колфно, сколько разъ таковое содержится въ длинф улнцы, ведущей къ А. 
Но какъ одной трубы оказалось недостатотно, то проведена была вторая труба оть 
пункта этой посл$дней улицы, отстоящаго на 4 колфна отъь А. Вторая труба про- 
ведена была въ тоть же пунктъ рфки, какъ и первая в была одинаково наклонена 
къ рЁкЁ и ЕЪ 1-Й трубф. Если бы проведены были трубы подъ обфими улицами, то 
издержки на нихъ, считая по 9 ф. с. за колфно, превышали бы только на 54 ф. с. 
стоимость первой трубы. Найти длины: улицъ и первой трубы. 

55. Три города А, Ви С лежать въ вершинахъ прямоугольнаго треугольника, 
причемъ В — въ вершин прямаго угла; разстоян!е оть А до В — кратчайшее изъ 
всфхъ. Пфшеходь нашелъ, что время, употребленное имъ на переходь изъ А въ В, 


9 : 
а зааЪмъ изъ В въ (С, на 2- часа боле времени, въ которое онъ прошелъ изъ А 


въ С. Карета, выфхавшая изъ А четырьмя часами позже п%шехода и Флущая втрое 
скорфе его, догнала его въ 8 миляхъ за В, по дорог къ С. ПрЁЪхавши зат мь 


2 
черезь Св Ан прождавши тамъ 6 часа, карета совершаетъ опать тотъ же путь 


и достигаеть мфета А въ одно время съ пфшеходомъ, отдыхавшимъ 4 часа въ С. 
Найти разетояня между городамн и скорости пфшехода и кареты. 

56. А и В должны совершить путь между двумя верстовыми столбами шоссейной 
доротн, отстоящими другъ отъ друга на четное число верстъ. Имфя въ своемъ распо- 
раженши только одну лошадь, они уговорились, чтобъ каждый изъ нихъ поочередно 
Ъхаль версту на лошади, а слфдующую версту шелъ ифшкомъ; причемъ чтобы каждый, 
профхавъ версту на лошади, оставлялъ бы ее у столба, гдф и находиль бы ее другой 
путешественникъ. Скорость лошади вдвое больше скорости В. Первый садится на 
лошадь В и оба одновременно достигаютъ седьмаго верстоваго столба. ЗдЪеь, находя, 
что нужно ускорить путешествие, они условились проходить пфшкомъ полуверстою 
въ часъ больше. Скорость лошади теперь уже вдвое больше скоросты А, и первый 
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садится на лошадь опять В. Все путешествие продолжалось 255 часа. Опредфлить 
скорости путешественниковъ и пройденное ими разетояне. 


592. Историческое примючаще.—Окончивъ статью о рфшен!и уравнев!й, сдфлаемъ 
кратыйЙ историчесый очеркъ развит я теорйи уравнен!й; этотъ очеркъ представить 
вмЪст® съ т6мъ и ходъ развита алгебры. 

О позваняхъ Халдеевь въ алгебрф намъ почти ничего неизвфстно. Сь достов®р- 
ностью можно скатать только, что имъ было известно ршен!е нфкоторыхь уравненй 
1-Й ет. съ 2 неизвестными. — Единственнымъ источникомъ, изъ котораго можно по- 
червнуть св д$н1я о состоян1и алгебры у древнихъ Еиитяинь, служить папирусь Ринда, 
подлинный текстъь которато быль написанъ почти за 3000 яФть доР. Х. При р%ше- 
вым уравневЁй авторъ папируса слфдуетъь вполнф опредфленнымъ правиламъ, соединяя, 
вапр., неизвфетные члены въ одну часть ур-н!я и приводя ихъ къ одному члену. Въ 
конц нфкоторыхъ ур-вЙ указаны и премы повфрки. Изъ содержан!я папируса можно 
Заключить, ЧТО египетскимъ математикамъ извфстно было р5шеше уравнен!й 1-й ст. 
съ 1 непзвфетнымъ.—Самый древв!й памятникъ математической литературы Хитой- 
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цевь (КЛу-Чангь или 9 отдЪловъ ариеметики) нанисанъ въ весьма отдаленное время, 
но когда именно — нфть указанй. Глава УТ этого сочиненйя посвящена рЪшеню 
уравненй. Подробнфе знакомить насъ съ познавями Китайцевь въ алгебр соч. 
Рии-Клу-Тиау, известное подъ пменемь представленя небесной монады (написано за 
1200 т. слишкомъ до Р. Х). ЗдЪев указаны чнеленные примфры рфшен:я ур-в до 
4-Й степени включительно. НаиболЪе блестящахъ результатовъ достигли Китайсв1е 
математики въ рфшени неопредфленныхь уравненй; въ этомъ направлен они опе- 
редили и европейцевь и индусовъ, хотя посл$дн!е и достигли весьма важныхь ре- 
зультатовь въ этомъ отдфлЬ алгебры. Послфднее самостоятельное сочинене по мате- 
татикЪ, написапное Китайцами, относится къ ХУТ вЪку; это: Начала искусства вы- 
численя. Здфеь изложено р%$шене уравнев!й первыхъ трехъ стененй, съ однимъ 
неизвЪстнымъ, хотя ур-нёя 3-й степени ршаются ощупью. Начиная съ ХУН столЪНя 
математич. сочинен1я Китайцевъ составляются уже подъ виявемъ европейскихъ мис- 
с1онеровъ.— Индусы достигли въ алгебр высокато развитя. Самый древн!й изъ ин- 
Дусскихъ математиковъ есть Арабиитта (жплъ въ У вфкЪ по Р. Х.). Изь его сочн- 
ненй съ достов$рностью можно заключить, что въ его время извфстно было рёшене 
ур-в 1 2-Й степени общато вида: а? 05--с—0, а съ этимъ выфетЪ извфетно было 
и производство алгебранческихь преобразован1й; точно также нзвфстно было рфшен!е 
ур-нЙ 1 ст. съ 1 неизв. въ общемъ видф; также самое общее рфшене извфетной 
задачи о курьерахъ въ примфнен!и къ вопросу о двухъ планетахъ. Затфмь формули- 
ровано рфшеве неопредфленныхь ур-в!й 1-Й степени. Другой пндуссвй ученый, Бра- 
моупта, написалъ около 628 г. по Р. Х. математическое соч. подъ заглавемъ 
„Брама-Спута-Сидганта“ т. е. „Улучшенная система Брамы“. ЗдФсь показано р шен1е 
неопред. ур-нй вида ах--Бу—е, ур-вй 1-Й ст. съ 1 неизвствымъ, квадратныхь 
Ур-вЙ и ифсколькихь уравненй съ несколькими нензв®стными, преимущественно 
неопред$ленныхь. Замечательно, что Брамегупта им$ль поняме объ отрицательныхь 
величинахъь и объ ихъ значенш, разсматривая ихъ какъ положительвыя, только 
отечитываемыя въ другую сторону отъ нуля. Подобный взглядъ принять европейскими 
учеными долгое время спустя посл Брамегупты. Тремй замфчательный индуссый 
матемаликъ Баскара (1141—1225 по Р. Х.) оставиль травтатъ подъ затлаемь „Сид- 
гантациромани“ (т. е. вфнець астрономической системы), вторая часть котораго „В1а- 
танита“ (т. е. вычислене корней) содержить алгебру. Изъ этого сочинен!я видно, 
что Баскара имфль вполнф ясное понят о положительных и отрицательныхь коли- 
чествахъ, зналъь правило знаковъ прн умноженш. Ему было извфстно рёшеше неопре- 
дЪленныхь уравненй Тп И ст. (вида ау? |- #— 7), 1 ст. съ 1 неизвЗетныхь, квад- 
ратныхъ, также отдфльныхь случаевъ рфшен1я ур-вй 3-й и 4-й ст. У Индусовъ ва- 
ходимъ и зачатки приложен!я алгебры къ геометри. — Изъ Грековъ Дюфантъ (во 
второй половин% [У ст. поР. Х.), занимавпийся главнымъ образомъ неопредфленнымъ 
анализомъ, какъ полагаютъ, былъ первый, кому пришла мысль объ употреблев1й буквъ 
для облегченя рфшен1я задачт; онъ пользоваяея инищалами неизвфстныхь для обозна- 
чен1я этихъ количествъ.- Арабы запмствовали свои малематичесвйя познан!я у индусовь 
и грековъ; самостолтельнато не внесли почти ничего. 

ПизанскйЙ купецъ, Леонардо Фибоначчи, во время своихъ путешествий на восток%, 
познакомился съ математическими познаними индусовъ и арабовъ и распространиль 
эти познан1я ереди нтальянцевъ, а чрезъ нихъ и въ остальной христанской Европ$. 
Ето математличесый трактать абЪасиз былъ напнсанъ въ 1202 тоду. Но истин- 
нымъ основатедемъ алгебры, какъ буквеннаго исчислен!я, быль франдузъ Бьет» 
(1540—1603). 

Что касается слова‚алмебра, то теперь выяснено, что оно происходить отъ араб- 
скаго слова ]ерг, которое означаетъь вставку вывихнутаго члена; въ течен!и всфхъ 
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среднихъ вфковъ слово это употребляли въ хирурги въ его иервоначальномъ значен1и. 
Еще и въ наше время въ Испан1н словомъ а]ссфга означають виравку вывихнутаго 
члена, а постоправовъ называютъ—а]еет15фа.—Арабы назвалн валшу науку алеброю, 
желая этимъ словомъ выразить операщю перенесен!я отрицательнахо члена изъ одной 
чаети уравнен!я въ другую, иначе говоря, возстановлен1е во второй части ур-н1я члена, 
упичтоженнаго въ первой части. 


ТУТ. хХхХтхХ. 


Изелфдоване измфненя н%которыхъ функций. —Махива и 
шиииа. 


593. Предварительныя свфдёшя и опредфленя. — Количество наз. яере- 
мъннымь, всли оно можеть изм нять свою величину; перем нное наз. незави- 
симымь, если его измфнев!я произвольны; если же измфненя перемфннаго у 
зависять отъ измфневй другаго перемфннаго 2, то у наз. зависимымь пере- 
иЪфннымь или функцией перемённаго 2. Такъ, окружность и площадь круга, 
изифняясь съ измёнешемъ радтуса, суть Функщш радгуса, который вЪ давномъ 
елуча® играетъ роль независимаго перем%ннаго; площадь треугольника есть 
Функщя основашя и высоты; объемъ прямоугольнаго параллелепипеда есть 
Функщя трехъ его измфренй ип т. п. Чтобы обозначить, что у есть ФункщЩя 2, 
пишуть: у==Из). 

Функщя непрерывная. — Если измфнять 2 отъ #=% до х==В постепенно, 
такъ чтобы это перемённое пранимало послфдовательно вс промежуточныя 
значеня между хи В, то если при этомъ (2) остается дфйствительною, ко- 
нечною, а ея приращешя сами могутъ быть сдфланы какъ угодно малыми, — 
она наз. Функщею непрерывною между аи В. 

Итакъ, чтобы /(2) была непрерывна въ интерваллё оть х=а до 2=В, 
она должна удовлетворять сяфдующемъ усломямъ: 1) не имфть въ этомъ интер- 
валлф мнимыхъ значен!й; 2) не обращаться въ ==00; 3) когда 2-су даемъ без- 
конечно малое приращен!е, то и соотв®тствующее приращене Функщи д. 6. 
безконечно— мало; другими словами, непрерывная Фхункщя не должна переходить 
отъ одного своего значеня къ другому скачками, не проходя возхъ промежу- 
точных значенй. Напр. такая Функщя не можеть изъ положительной сд$- 
латьея отрицательною, не проходя черезъ ноль. Ёели независимое перемВнное 
< непрерывно измфнять отъ х= до х=В, то сама хункщя, предполагая, 
что она въ этомъ интерваллЪ непрерывна, можеть изм®няться, или постоянно 
возрастая, или постоянно убывая, нли—то возрастая, то убывая. 

Махииа и типа. — Когда Функщя, еначала возраставшай, начинаетъ 
уменьшаться, то въ самый моментъ перехода отъ увеличешя къ уменьшеню 
она принимаеть значеше большее соефднихъ; это значен1е наз. наибольшимь 
значентемь пли талтиттомъ Функши. Наоборотъ, еели хункщя, сначала умень- 
шавшаяся, начинаетъ потомъ увеличиваться, то въ самый моментъ перехода 
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оть уменьшеня къ увеличеню она принимаеть значене, меньшее непосред- 


ственно предшествовавшихъ и непосредственно слфдующихъ; такое значеше наз. 
ея наименьшею величиною или пататит?омъ. 


Пусть у будеть то значене х, содержащееся между х и В, при которомъ 
Функщя принимаетъ значене с, п пусть й будеть положительное количество, 
какъ угодное близкое къ нулю. Если эта Функщя при возрастани 2 отъ у —й 
До -/ возрастала, а затВмъ при увеличени х оть 1 Ко у--1 идеть убывая, 
то си есть шахипит Функци при х=. Наоборотъ, если Функщя уменьша- 
лась при возраста х отъ у —#№ до `у, затмъ увеличивается при возрастани 
х отъ у до 1-1, то с и будеть шиилии’омь Функщи при =. Махива и 
шшииа, какь мы ихъ только-что опредфлили, не слёдуеть сифшивать съ 
самою большою или съ самою меньшею величиною Функц. Во многихъ вопро- 
вахъ независимое перемфнное не можетъ измфнятьея отъ — со до -- со, т. е. 
черезъ всю область дЪфйствительныхъ чиселъ, но въ своихъ измфнешяхъ бы- 
ваетъ ограничено конечными предзлами, и если въ тотъ моментъ какъ незави- 
симое перем$нное х достигло своего предёзла, Фхункщя получаетъь значен!е боль- 
шее или меньшее прежнихъ своихъ значен!й, то это самое большее или самое 
меньшее ея значен1е не составляютъ шахипан?а или пипииии’а въ выше-опред®- 
ленномъ смыслЪ, такъ какъ въ разсматриваемомъ случа не можетъ быть срав- 
нен!я этихъ значенй съ непосредственно слФдующими: послфднихъ не суще- 


ствуеть. Такъ Функшя /1 — х дФйствительна только для 2, не превышающихт 
1; и еели измфнять 2 отъ — со до 1, то Функшя будетъ идти уменьшаясь 
оть со до 0, котораго она доетигаеть при х=—1; здЪеь 0 веть самое меньшее 
значене Функщи, но не есть иит въ выше-опредфленномь смысль, ибо 
при > 1 Функщя уже становитея мнимою, сл. ея значеня ие могутъ быть 
сравниваемы съ предшествующими. 


Эти 060обыя шахноа и шшима ввогда называются абсолютными, въ отли- 
ч1е оть наибольшахъ или наименьшихъ значенй хункщи по сравнею съ со- 
оФднями, называемыхъ относительными. 


Въ виду сказаннаго, нфтъ ничего удивительнаго въ томъ, что одна и таже 
Функшя можеть имЪть нфеколько относительныхь шахппа или шшипа, или въ 
томъ, что относит. птииат Функши можеть быть больше ея шахипи’а. 


Разрывъ непрерывности. — Н®которыя Функщи (не ифлыя относительно 2) 


могуть для нЪкоторыхъ значенш перем ннаго 2 претерп®вать разрывъ непре- 
рывноети. 


з 1 3 
Такъ, Функця ЕЕ - обращается въ со при #=-5; въ этожь случа 


3 


говорять, что она непрерывна при всякомъ значеши х, кронф 2=5; при 


8 : 
#= 5 обращаясь въ со, Функщя теряетъ свойство непрерывности. 


Функщя /2 — 52-6, которую можно представить въ вид% /(2— 2)(&— 3) 
также не при всякомъ х непрерывна. Въ самомъ дфлф, теорема © знакЪ квад- 
ратнаго тринома показываетъ, что триномъ 29 —5х--6Б оетаетея положитель- 
нымъ при веякомь х, ие содержащемся между его корнями 2 и 3; но при 
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2<<<3 становитея отрицательнымь, а Функшя мнамою. Слфд. послфиняя 
непрерывна для всякаго 2, заключающагося между — со и -[-2, а также между 
3 и -- оо; и терявтъ непрерывность при всякомъ х, лежащемъ между 2 и 3. 

594. Графическое изображеше изифнешй функши. — Измфнен1я Фукщи можно 
сдфлать наглядными, слфдующимъ пр!емомъ. 

Пусть данная Фхункщя будетъ 
К=); изображая ее буквою у, по- 
лучимь уравнене у={(х). . (1) 

Начертивъ дв» перпендикуляр- 
ныя прямыя, пересвкающяся въ 
точк$ 0: 2х’ и уу, и принявъ 
произвольную прямую РФ за еди- 
НЕЦу, будемъ изображать величины 
незавиевмаго перемфннаго 2 пря- 

Черт. 12. мыми, наносимыми на 06и 25’, 

вправо отъ точки @, если х поло- 

жительно, и влфво, вели 2 отрицательно. Такъ, есля х—-Р-3, то отложивъ 

вправо отъ 0 три раза линю РФ, получимъ прямую ОМ, которая и изобра- 

затъь х=Р 3. Взявъ х=——1, должны отложать лин1ю Р( разъ влЪво оть 

точки (: прямая 0№, изобразить х=— 1. Разстояйя ОМ, ОМ,, называется 
абсциссами. 

Для всякаго даннаго х можно вычиелнть величину Функщи (т. е. у), под- 
ставивъ вместо х его величину въ ур-ши (1). Пусть напр. при 2—3 по- 
лучится у—=--0,7. Возставивъ въ точк № перпендикуляръь кь лини 22’. 
вверхъ, отложимъ на немъ лин ММ, равную 0,7 РФ. Лишя ММ и изобразить 
на чертежь величину данной Функщи, соотвётетвующую величин -|-3 неза- 
висимаго перемфннаго. Подетавивъ въ ур. (1) вмфето х другое число, напр. 
—1, получимъ напр. у=— 3. Возетавивъ въ точкЪ №, пери. къ лии 24’ 
внизъ, отложимъ на немъ прямую ММ, =3Р0. Ливйя №М; изобразить вели- 
чину Функц, соотвётетвующую значешю — 1 перем$ннаго х. Периендикуляры 
ММ, М.М,,. . откладываемые вверхъ отъ лини 25’, вели у>0, и внизъ, 
если у< 0, называются ординатами. 

Давъ достаточно большое число различныхъ значешй х-6у, вычисливъ по 
ур-ню (1) соотвфтетвующя значешя у, ваносимъ тё и друмя указаннымъ 
образомъ на чертежъ, и соеднняемъ всЪ полученныя вершины М, М,,. . орди- 
натъ кривою. Измъненя ординать этой кривой и покажуть — какь измт- 
няется функщя при измънени перемънною х.— Вривая эта называется, 
поэтому, кривою функизи. 

Абсциесы и ординаты называются координатами точекъ кривой; прамыя 
хх’ и уу’— осями координать, первая— осью абещиссь (или иксовъ), вторая — 
осъю ординать (или игрековъ). Точка 0 наз. началомъ координатъ. 

Кривая хункши, указывая иагдядно изыфнешя Фувкцш, иметь еще ту 
выгоду, что разъ она начерчена, она съ перваго взгляда показываеть тахита 
и ата: въ самомъ дфлЪ, эти значения, по вамому ихъ опредфленшю, суть 
ничто иное какъ ординаты самыхъ высшихъ и самыхъ нисшихъ точекъ кривой 
Такъ, ординаты №М,, №М., № М, суть шахива, а ММ, ММ, ша. 
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Когда разсматриваемая Функщя — дробная, то можеть случиться, что при 
д====о0 величина ея у стремится къ конечному значеншю 4. Въ такомъ слу- 
ча% построеше кривой покажетъ, 
что по мёрз удалевя точки Р 
влфво, т. е. по м$рф прибли- 
жешя хкь — со, врдината МР 
будетъ стремиться къ 4, и слЪд. 
точка М бонфе и боле будетъ 
приближаться къ прямой АВ, 
параллельной оси 2’ и отетоя- 
щей оть нея на 4; кривая бу- 
деть имфть видь (1) или (2), Черт. 18. 
смотря потому, будетъ-ли Функщя приближаться къ @ уменьшаясь, или же 
увеличиваясь. Въ такомъ случаЪ говорятъ, 310 ирямая АВ служить ассимт- 
тотою кривой; кривая неограниченно приближается къ прямой АВ, накотда ея 
не достигая, ибо ордината (или, что тоже, величина Функщи), обращается въ 
4 только при х= — 00. — Такъ какъ при 2 =-Р- оо Функщя получаетъ опять 
величину 9, какъ и при 2 — — оо, то получится другая вфтвь кривой, (3) 
или (4), имфющая туже ассимптоту АВ. Въ данномъ случа® ассимитота парал- 
лельна оси х. 

Если разематривая Функщя есть дробь, то можеть случиться, что знамена- 
тель ея обращается въ ноль при н%которомъ дЪйствательномъ значенши х, напр. 
при 2—а. Тогда при 2—=а—й (гв № какъ 
угодно мало), т.е. при х стремящемся къ а, У 7. 
но остающемея всегда < а, дробь стремится къ 
+ с9, либо кь — 0; иначе говоря, по м8рЪ 
пряближен1я абецисеы къ ОР, ордината неогра- 
ниченно возрастаеть въ положительномъ, либо 
въ отрицательномъ направлен!и; получается вЪтвь 
кривой (1), либо (2). Если затВиъ х сдфлается 
немного больше а, пранявъь значене а«-- 1, 
большее @, вункщя останется безконечно боль- 
шою, или того же знака, какъ прежде, или пере- 
мфнивъ знакъ; но эта величина, сначала без- 
конечно большая, будетъ по абсолютной величинЪ (2) (4) 
становиться все меньше и меньше, по м®р$ того 
какъ х будеть удаляться оть а, и получитея 
вфтвь кривой (3) или (4). У’ 

Прямая РВ будеть ассиминотою кривой, 
параляельною оси оу. Черт. 14. 

Переходимь къ изучению изифненя нфкоторыхъ элементарныхь Функшй. 


Г. Изелфдоване функци первой степени. 
595. Творкмд. — Функиля первой степени 


у—аж--® 


—=116 — 


непрерывна на всемь протяжении дъйствительныхь значенй перемьннало х; 


при увеличении х она прорессивно возрастаеть, козда а >> 0, и уменыиается, 
кода а< 0. 


1. Во-первыхъ, очевидно, что при всякомъ дфйствительномъ и конечномъ 
х хункщя дЪйствительна и конечна. Затфмъ, пусть х, будеть нЪфкоторое опре- 


дЪленное значене перемфннаго 2; соотвфтетвующее значен!е у пусть будетъ у,» 
такъ-что 


У, = аж, -Е 5. 


Дадимь 2, нфкоторое приращен!е №, и пусть соотв®тствующее приращенше 


у, будеть К; то у-- К=а(ж--1)-Р 6; вычтя изъ новаго состояшя Функции 
прежнее, найдемъ: 


К = [аж -Р--Ы — (аж -- 5) = а. 
Такъ какъ а конечно, то по м$рф приближеня 1 къ нулю, а произведене 
ай приближается къ нулю; елФд. ай, т. е. приращене К хункцш м. б. сдЪлано 


какъ угодно мало. Это имфетъ м%ето при всякомъ 2, ел. хункщя непрерывна 
на всемъ протяженш дфйствительныхъ значен!й . 


2. Возьмемъ рядъ возрастающихъ значен!й 2х: 
ки" еее. (1) 


Если а`> 0, то умножеше на а@ не изм®нить смысла неравенствъ, и полу- 


чимъ: ах’ < ах” < аз" <. : : : Придавая по 6, также не нарушимъ нера- 
венствъ, слёД. | 


ай за’ < аш"-ь <... .-. 
Еели же а< 0, то изъ (1) найдемъ: ай > аа” >”. + + ;а отеюда 
ах’ 6 > ая" а’... 


Итакъ, когда х возрастаетъ, то Функщя поетоянно возрастаеть при а > 0, 
и постоянно уменьшаетея при а < 0. 


ПрРимФРЪ |. — Функщя у=55 —2 при возрасташи х возрастаетъ; при 
д безконечномъь она безконечна; когда 2, увеличиваясь, проходитъ чрезъ зна- 


‚2 : 
чене =, обращающее Фупжцию въ (, она изъ отрицительной обращается въ 
положительную: 


д < <... 0 
и о. -<.. <... о. 
Примзръ П. Функшя у=— 22-1 при возрастани х идетъ убывая; 


когда 2 безконечно, абсолютная величина ея безконечна; когда 2, увеличиваясь 
не : 
проходить чрезъ значене =, обралтающее ФУНКЦИО ВЪ 0, она изъ положитель- 
ной обращается въ отрицательную: 
В бы г БОЕВ 


Е 
у | ое ее. бе еее: + + о: 
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Примъчане. — Такимъ образомь Функшя ах--6 не имфетъ относитель- 
ныхъ шахта и шииа, ибо она измфняется не колеблясь; она имфетъ абсо- 
лютный тумтит, равный — со, и абсолютный тазтит, равный | со. 

596. ТеорЕвмА. Линя, изображающая функийю, связанную с5 
независимымь перемьъннымь уравненлемь первой степени, есть прямая. 

Возьмемъ уравнене у ах--Ь и, положивь У—ах, построимъ сперва 
теометрическое мЪсто точекъ, которыхъ координаты удовлетворяютъ ур-ню У=а. 
Пусть 0, №, М” будуть точки искомаго мФета; проведя ихъ ординаты ЦР, МР”, 
МР”, соединимъ точки 0, М, М” съ 0. Такь какъ координаты искомаго мета 
Колжны удовлетворять ур-мю У —ах, то 
ОР МР! — МР” ОР__М/Р М”Р" 
ОР ОР —® = 0ри —% КТ К. ИВ ОБ орг бы" 


Изъ этого слФкуетъ, что треугольники (0Р, МОР”, М”ОР",... иибютъ по 
равному (прямому) углу, заключенному между пропорщональными сторонами, 
сл. подобны. Изъ подобя 
же ихъ слфдуеть равенство 
угловъ 00Р, МОР”, МОР"... 
доказывающее, что лиши 00, 
ОМ, 0М”,... совпадаютъ, а 
са. точки (4, М, М№,.... 
лежать на одной и той же 
прямой, проходящей черезу 
начало координатъ. Итакъ, 
геометрическое мФето уравне- 
ня У—ах есть прямая 00. 

Чтобы отъ оркинать У 
перейти къ ординатамъ у, 
соотвфтетвующимь тЪыъ же значешямъ 2, достаточно къ первымь прибавить 6 
(въ ту или другую сторону, ем. по знаку 5): получится прямая $Т, либо ВО, 
параллельная первой. 


Итакъ, функшя ах--Ь в0 всякомь случаль предетавляеть ордннаты 
прямой. 


Черт. 15. 


П. Изелфдоване квадратнатго тринома. 


597. ТеорЕмА. Квадратный триномь 
у — 42 | с 
есть функщйя непрерывная для всъхь дъйствительныхь значен х оть 
— со 4 +00; кода а> 0, фуниия эта имъеть титатит, при 
(< 0 она иметь тахипит; тахитит и тититиит выражаются 
Фформулою 


$? — 4ас 
4 ' 
и С. 
а соотвютетвующаяя значення х формулом: —57; нажонещь, функиая 


12 


ао 


имъеть равныя величины, кода х получает значення, равноотетояиия 
ф 
отз | —5.|, и наоборотз. 


1. Во-первыхъ, очевидно, что при веякомъ дЪйетвительномъ и конечном 
значеи х, триномъ дфйствителенъ и конеченъ. Давъ перемфнному х значеня 
д и 2-1, абозначивъ соотвфтствующя величины у черезь у, и К, 
находимъ: 

К—= (КЮ) — ии "Е Ца, № + — (аа ь-- 6) 

— ай -|- (2аж, -- 5)% = Мам -Нь-- а#]. 

Множитель въ скобкахъ, будузи пфлымъ относительно 23 и #, конеченъ 
при всякихъ конечныхъ значеняхъ 2 ий, а слфи. произведене этого конеч- 
наго количества на № можно сдфлать какъ угодно близкамъ къ нулю, приближая 
къ нулю приращене №; иначе говоря, когда № стремится къ 0, тои К стремятся 
къ предфлу — нулю, слфд. триномъ есть хункшя непрерывная. 

2. Замфтимъ, что квадратъ какого-либо выражен!я измфняется въ томъ же 
смыслв, какъ и абсолютная величина этого выраженя. Если положительныя 
числа пдуть возрастая, то и квадраты ихъ идутъ возрастая. Если отрицательныя 
числа идутъ возрастая, ихъ квадраты уменьшаются. Помня это, дадимъ триному 
знакомую уже Форму: 


613 62 —4ас р 
у=а [(2- 5.) “| На ель М в ое (1) 
Будемъ измфнять 2 отъ — со до - со, замфтивъ въ числ этихъ значений 


ь [1 
то, при которонъ 2-- >. обращается въ нуль, именно ==— 5.. Напишень 


ан ф 
рядъ значенй ах, возрастающихь оть —с0 0 —5., а потом отЪ — >, 
до -- со: 


д|— ©. <. - <... <... <... о. 


| 
Прикавая къ каждому, воображаемому въ этомъ ряду количеству по 5. , 


мы не изынимъ смысла неравенетвъ; елфд. измфнейя д-- =. будуть идти 
сльлующимъ образомъ: 
о 
Ь —— ———^ 
— т 


Е ф 
Возвышая значешя 2 -- 55 воображаемыя здЪеь, въ квадратъ, и замфчая, что 


квадраты отрицательныхьъ значен!й пойдутъ уменьшаясь, а положительныхь — 


о 


увеличиваясь; получимъ сяфдующИй рядъ измфненй выраженя (+ + >): 
® 
(#-->)) |5. >. ::>.-:0.-<. ..<... «ро. 


ь $ \? 
Замфтимъ здфеь, что выражен!е (#-- >.) идетъ уменьшаясь до того мо- 
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й Г.) 
мента, когда = достигаеть критичесваго значейя —>,, а потомь идеть, без- 


: ь \? 
предфльно увеличиваяеь. Такимъ образомъ, выражене (2+ 5) проходить че- 


а ь 
резъ ииитит, равный 0, когда х достигаеть величины — =. 
? 24а 


Иридавая къ каждому члену, воображаемому въ послФдиемъ ряду, поетоян- 
$ — 4ас 


нов количетво — ‚МЫ не нарушимь смысла измъненй, и получим 


ь ы х Ь \2 Мы 
нижеслфдующ рядъ измфневй выраженя (#-—- 5) ее, 


44? 
ео 


$2— 4ас 
4а? 


-- со :*+> .-> .. — 


Наконець, чтобы отъ этого выраженя перейти къ триному, нужно ввести 
множителя ©; но здфеь нужно различать два случая: «> 0 иа< 0. Въ первомъ 
случаЪ умножене на @ не нарушить смысла неравенетвъ, во второмъ, умножение 
на а измфнить смыелъ веъзхъ неравенствъ. Итакъ окончачельно имфемъ слф- 
дующую таблицу измфненй зринома: 


[Л 


д!— со... <... <.. < р .. <... <... -Н со 
р $?— ас 
ах Нож -Р с при «>0 - со --- >... >... —- т <. <... -Ё о 
р 
аа? -|- фе -- с при а<0 о >> — во. 


Отсюда. непосредственно видно, что: 


1) Пиа>0 триномь ах*--0%--с идетъ уменьшаяеь до того момента 


ь 
Когда х постигаеть величины — Эа а съ этого момента онъ идетъ возрастая 


неограниченно; слЪд. при @ > 0 триномъ имфеть эмийия, равный 


$2 — 4ас 
44 3 


| ь 
когда х получаетъ значене (- 55). 


2) При «< 0 триношь а2--5-|-с идетъ возрастая до того момента, 


ь 
когда х пдостигаетъь величины — Ба затьмъ онъ неограниченно уменьшается; 


сл. при а < 0 триномъ имфеть иахипит, равный 


62 — дас 
44 } 


[2 
котораго достигаеть при = — а. 


3. Дадимъ перемфнному х два значенйя, одинаково по абсолютной величинф 


: ь . 
разнящяея оть (- 5%) ; эти значешя будуть вида 


5 Ь 
—=— 5. —й И 1.=— 0 -| в. 


32* 
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Подставивь эти значеншя х въ Формулу (1), найдемъ, что триномъ въ 
$2 — 4ас 
обоихъ елучаяхъ обращается въ а — 5”) ‚ т. е. получаеть равныя 
значен!я. 
Обратно, пусть триномъ получаетъ равныя величины при двухъ значеняхъ 
я и а” перемфннаго х, т. е. пусть 


ал фи = ах -Н с, 
откуда а” — 93) НЫх — =") =0, 
или, раздёливъ 06% части на @(%— 2”), найдемъ 


ии =0; 


пусть 2’ <”; мы можемъ предыдущее равенство написать въ вид% 


и —(- 2) =-2 2, 


52а 
р | 
а это означаетъь, что избытокъ количества я’ надъ — ру равенъ избытку 


ъ 
— 55 НаДЪ 2, или, кругими словами, что 2 и 2” равно отетоять оть — 5. ; 


ь 
вели большее изъ этихъ количествъ равно Е %, то меньшее будетъ 


ый 
2а | 

598. Примьчаме Г. — Изъ предыдущей теоремы непосредствено заклю- 
чаемъ, что: 

Козда а > 0 триномь два раза проходить черезь ноль, если ео тататлии 
отрицалтелень, одинь разь — козда этоть зипитит — 0, и не обращается 
в® ноль, если татитит положилтелень. 

Въ самомъ дБлф, триномъ непрерывенъ и измёняется въ разсматриваемомт 
случа отъ - со до шийиии?’а, а потомъ оть шшиииига до -- со, проходя 
чрезъ прежн!я значеня; слёд. онъ можетъ обратитьея въ ноль только тогда, 
котда его ииииам < 0, и въ такомъ случаЪ два раза пройдетъ черезъ ноль. 

Значешя х, обращающйя триномъ въ ноль, дають въ этомъ случав полу- 


ь 
сумму равную — 5, ибо они равноотстоатъ отъ этой величины. 


2а 
Иначе говоря: когда а>0 уравнене а2*-|---с==0 имфетъ дфйстви- 
62 — 4ас . 
тельные неравные корни, вля — —_„^ <0, или 5 — 4ас_>0, а сумма 
ь $: 4ас 
корней равна —_; но имфеть равные корни, если а == 0, или 


| Г!) 
2? —4ас —0, а общая величина ихъ есть — 5а ; Наконець, корни его мнимы, 


62 — 4ас 

кота — дд 
Все это — знакомые результаты, найденные здесь только инымь путемъ. 
Такимъ же образомъ; одного взгляда на таблицу измёненй тринома доста- 
точно, чтобы убфдиться, что при « < 0 необходимо, чтобы тахпиит былт положи- 


>0, или 5—4 < 0. 
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теленъ, для того, чтобы оункщя прошла черезъ 0, но тогда она и другой разъ 
пройдетъ черезь ту же величину. Этотъ случай изелЪдуетея какъ и предыдуний. 

Примюьчане ТТ. — Вогда траномъ не можеть обратиться въ ноль, веЪ его 
значения — того же знака, какъ @; тоже самое имфетъ м%фето, когда шахииит 
или шийшим равенъ нулю. 

Вогда триномъ проходить два раза черезъ ноль, знакъ его противоположенъ 
знаку а для везхъ значенй 2, содержащихся между этими двумя частными 
значенями 2, но знакъ его окинаковъ съ знакомъ 2 для вофхъ остальныхь 
значенй х. 


ь 
д| — со... < ..-, <... — ра <. <. оо 
А $2 — 4ас 
ах -|- 6 -|- сприа > 0 со ...> 0 Е < 0... <... оо 
вн о ешь. |“ 
знакъкозо. а) знакъ коэФ. —а | зн. коэо. -|-@ 
62 — 4ас 
44 
`— а — 


Е - #5... 0 <: м... 0... >00. 


знакъкоэФ.--а  знакъ коэф. —@ = зн. козе. Ра 


Такимъ образомъ уже знакомые намъ результаты относительно изм®нен!я 
знака тринома ясно вытекаютъ изъ непрерывности измфненй этой Функщи. 

Примъчаме ПТ. — Относительный талтит или тийтит тринома 
аа? -|- 63 --с есть вмъетль съ тъмь и абсолютный. 

Пусть напр. @_>> 0; таблица измфнешй показываетъ, что 


ДВйствительно меньше вофхъ другихъ значенй Функц; слЪд. это -—— ябиивит 
абсолютный. 
Это же непосредственно сл$дуеть изъ Формулы 


ети] 


Е. 
Въ самомъ дфлф, перемфнное количество (&-- >.) ‚ будучи квадратомъ, 


24а 
ь 

иметь наименьшую величину ноль, при = — 54° 

— 4ае 

СяЪд. паименьшая величина скобокъ есть — —- да} УМНожая на поло- 
жительное @, найдемъ и дия у наименьшую величину, которая слфд. —= 
в? -— 4ас 
44 


599. Графическое представлеме хода изыфнешй квадратнаго тринома, 


Укажемъ планъ поетроеня кривыхъ, изображающихь измфнешя тринома, 
различая два главныхъ случая: «> 0 иа< 0, и въ каждомъ изъ нихъ 3 под- 
раздфленя: 6 — 4ас > 0, 5* — 4—0, 52 — 4ав < 0. 

Пусть а> 0 и 5? —4ас > 0; въ этомь случаЪ таблица измфненй тринома 


р ъ т 
($ 598) показываетъ, что при #=— 55 ОНЪ иметь отрицательный ши! 
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12 — 4ас 
= затфиъ при х. равныхъь корнямъ (2, п <.) обращается 


въ ноль; наконецъ, по м$рф: уменьшеня перемфннаго х отъ 2, ю — сои 
увеличен!я отьх, до -- со, триномъ возрастаетъ отъ 0 до |- со. Нри каждыхь 


| [7 я 
двухъ значетяхъ х, равноототоящихь отъ — аа › значентя тринома одинаковы 


по величин и по знаку. Отсюда такое построеше. Откладываемь (черт. 16) 


[Й 
на оси абециееъ, вправо или влфво, смотря по знаку, отрфзокъ ОА — — 


Въ точкЪ А проводимъ параллель ВС къ оси уу’ и откладываемъ на ней отрЪзокъ 
у р 


$3 — 4ас и 
АВ —=— — 2 ВЕзь оть точки А (т. к. шшриош этоть < 0); такимъ 


образомъ получаем наименьшую ординату, и точка В есть нисшая точка кривой. 


получа- 
емъ точки Ни Н’, которыми опредфляются корни ОН и ОН’ тринома; для этихъ зна- 
чешй х ординаты — 0, слФд. въ точкахъ Ни Н’ кривая перес®каеть ось х— въ. 
Соединивъ точку В съ точками Н и Н’ кривою, продолжаемъ части ВН и ВН’ 
этой кривой вверхъ, располагая 06% вЪтви симметрично относительно прямой 
ВС. Въ самомь дл, мы знаем ($ 597, 3), что для всякихъ двухъ значений х, 
равноотстоящихь отъ ОА, значен1я у равны, т. е. что еели взять АР=АР”, то 
перпендикуляры РМ и РМ’ къ оси хх въ точкахъ Ри’, предетавляющия орди- 
наты кривой, равны; слёд. хорда ММ’ будеть параллельна оси х—въ и раздё- 
лится прямою АС пополамъ. Сл. линйя АС дЪзитъ пополамъ вс хорды кривой, 
ей перпендикулярных, т. е. дВлитъ кривую на дв симметричныя части. Поэтому 
АС наз. осью кривой, точка В вершиною кривой. Самая кривая есть ларабола. 
Для боле точнаго построеня кривой нужно дать х-су большее число зна- 
ченй и вычиелить соотвЪтетвуюция значеня тринома, нанося ихъ на ордина- 
тахъ: такимъ образомъ получится большее число точекъ кривой и Фигура вя 
опредфлится точнфе. Такимъ образомъ ходъ измёневй тринома изображается 
наглядно и выясняются вс® частности. Напр., видно, что кривая можеть пе- 
ресбкать ось х-овъ только тогда, когда шшииит отрицателенъ, и т. п. 


Разъ кривая построена тщательно, т. е. при помощи достаточнаго чиела 
точекъ, она можеть служить для боле быстрато опредленя величинъ Функщи 
(у), соотвётетвующихь данной величинЪ перемннаго х, и обратно, для опре- 
иБленя значен! х, воотвфтетвующихъ данному у. Въ первомь случаз доста- 
точно нанести данной х по оси 2’ отъ точки 0, вправо или ваЪво, см. по 
знаку; пусть Р будетъ найденная точка; затЪмъ взять точку М кривой, въ ко- 
торой перпендикулярь къ оси 2х, возставленный въ точкЪ Р, пересЪкаетъ 
вривую. Длина МР и предетавитъ абсолютную величину тринома, о знак® же 
судимъ по положению точки М относительно оси х-овъ. . 

Для опредфленя значе 2-са, при которыхъ триномъ принимаетъ данную 
величину #, наносимъ на 06ь у-въ, начиная отъ точки 0, въ направленш, 
опред®жляемомь знакомъ #, длину 0К—#; черезъ точку А проводимъ параллель 
оси х-въ: пуеть она вотрфчаетъь кривую въ точкахъ Ми М: абециесы ОР и 
0Р' этихъ точекъ и будуть искомыя значеня &. 


г 6 — 46 
Вправо и влЪво отъ точки А откладываемь линшАН = АН’ = ПА : 
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Сказаннаго достаточно для построеня кривыхъ во вефхъ елучаяхъ; разъ- 
яененя излишни. Поэтому мы прямо прилагаемъ таблички измЪнен!й тринома 
для каждаго случая, а протавъ нихъ кривыя, выражающя эти измёненя. 

Значене лиш указано вслдъ за каждымъ чертежемъ. 

1 случай: @>0. 

1. 6 — 406>0; «<. 


6\2 62— 4ас 
(в) — щи | 
— с + со 
в 0 
ф от 6 — 446 
= тет. У, ^ < 0 
и 0 
ее Не 
Черт. 16. 
|! 6? — 4ас 


2. 6" — 4ае=0; х,—х.. 
р 


у—в(#+ 2) 


ЕО НИЕ у 
— со -- со 
[7 : 
= тп. у—0 
— со | —- со 
=> 


3. 9 496< 0; &, ит, мнимые. 


= ь\* [2 — 4ас 
а (7-Е 5) ИТ |. 
. 2 | у 
— со Е оо 
_ 6 ый 62 — 4ас 0 
ру #71. = — и. 
-- со -{- со ы 
2 
а 


— 48а — 


| случай: а<0. 
1. 5 — 496 >0; в <а.. 


с Ы [(= Е 24 447 
| ее ь Хх = д РО у 
Хх! о | к х —с©< т 
и \ . 2 — 45 
и т тат. У— —^ 0 
/ _ м. 0 
Е оо — со 


2. 65—40; &= 1.‘ 
Ь\2 
У=а (#-- =) . 


«У. 
^№_. |0 А Хх 
‘ х | у 

— со — 0 

—® тах. у=0 
2а И 
Фе) —с 

Е сы | 
Черт. 20. 
ь 
ИТ 
3. 6—4 <0; +, и х. мнимые. 
р 5 6 — 406 
ея 
х 

Ея у 

— < — © 
И Ен. 
2а Ч 44 

Но | — < 

Черт. 21. | 
а Ь. __ 02—44 
0А — — 55; А 
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: 3 
600. Примьръ [. Изсльдовать измльненя эпринома у о 12%--18 


иры измънени 2х отъь — со ко -- со. Предетавимъ триномъ въ вид 
3 
=5[@#+ 4—4]. 


Отсюда, по предыдущему, прямо слФдуеть таблица измфнен!й: 

| —©...<... 6. .<-—4. .<:. РН а ‚оо 

ур -Р оо. >... 0... >- 6. <... 0. <... 
т. е. данный триномъ уменьшается отъ -{-сс до —6, когда 2 возрастаетъ 
отъ — со 0 — 4; потомъ онъ увеличивается отъ —6 о -- со, когда л воз- 
растаеть отъ —4 до -- оо. Сябд. траномь иметь пишит =—6 при 
х==--4; проходить дважды чрезъ каждую величи- | 
пу, большую —6, и никогда не длается меньше 

Грахически измёненя  хункци изобразятся 
измфнещемь ординаты параболы, которой ось па- 
раллельна оси у, причемъ координаты нисшей точ- 
ки (вершины) суть: х—=—4, у=— 6; кривая 
цва раза пересЪкаеть 06ь х, въ точкахъ, коихъ 
абециесы суть: —2 и —6. 

Примфръ П. — Изсльдовать  измъненая 
тринома у— — х2-|-2х—3 ири измьнейи х 
оть — со до оо. 

Представимъ триномъ въ видЪ: 


— @—1*- 3. 
Имфемъ таблицу измфнений 

д] с. <...<. <... <... 

у — с. <...<..[Щ..ъЪ... >... - 
Заключаемъ, что триномъ увеличивается отъ 
— 00 до — 2, когда х возрастаеть оть — со 
до --1; затЪмъ онъ уменьшается отъ — 2 
до — со, когда х возрастаетъь отъ 1 ко 
-Н оо. Слёдоват. Функшя нмфеть шахнопт 
(—2), соотвётствующй х=-- 1; сли. она 
не проходить черезъ 0, но проходить дважды 
чрезъ всякое значене, меньшее — 2. Пара- 
бола, представляющая ходъ измфнен!й трино- 
ма, воля лежитъь въ области отрицательныхъ 
игрековъ. Черт. 23, 


Ш. Изелъдоване биквадратнаго тринома. 


601. Теорема. — Биквадратный триномб. 
у — а -- бес 


есть ‚ функция непрерывная для всъхь дъйствительных эначенай х 0тз 
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— со 40 |-со. Функиая эта необходимо имтетз татипит, либо та- 
пипит, равный с; кромь то, кода а и Ъ имьютз противополож- 
ные знаки, она еще имъеть либо два пати а, либо два титит’а; 
если же а и Ъ имьютз знаки одинаковые, то никакою тах., или 
итт., кромь с, триномь не имтете. 


1. Очевидно, что при веякомъ дфйствительномь и конечномъ значеши х 
триномъ дфйствителень и конеченъ. Давъ перемфнному 2 нЪФкоторое прираще- 
Не № и вычтя изъ новаго состояшя ункщи прежнее, найдемъ соотвфтетвую- 
щее приращеше у (#): 


Аа) НИ) в — вал —в—й4а-|-39.--1(баз-4асй-|- ай? 6]. 


Множитель въ квадратныхь скобкахъ конеченъ при всякихъ конечныхъ 
хи р; и сл. при безконечно маломъ #, вторая часть м. 6. сдфлана какъ 
угодно мала; слЪд. триномъ непрерывенъ. 


2. Подетавимь триномъ въ видь 


18 $2 —-4ас 
ВА 778 еда Е ИЕ . 
у 9 [(= - 24 44? ] 
Первый случа: «>00, 6—0. 
Какъ и для квадратнаго тринома, составляемъ таблицу: 


6 ь 
Я СЫ ие Е <: 0.<.. \/- <. -+-со 
ь 
ры а . >. . а >. 0. <. ‚о ба. =» оо 
(+2) В .ъ... 0..<. м ‚>... 0. <, оо 
24а’, т 4% 


ь 2 а . 
Сл. (“+ 5) проходить черезъ шшиииш 0, когда х проходить чрезъ 
у] 
44” 
когда 2 обращается въ 0; уменьшается ко шшпиии”а равнаго нулю, когда 


ь ) 
величину -— \/- 5а> затёмъ тотъ же квадратъ проходитъ чрезь шахииит 


|) 
увеличивается до -|- \/ —5=’ а потомь увеличивается до безконечноети. 


62 — 4ас 
Прибавляя постоянное количество — 2 _› И Умномая на положитель- 
ное количество &, мы не измнимъ смысла неравенетвъ, и найдемъ: 
д ©... <... — < 0. <: < - 65 
2% 24а 
$2 — 4ас 9 — 45 
у | оо. .>.. Иа Зе И .. <. с 
44 44а 
Итакъ, въ елуча: а>0, 6<0, биквадратный триномъ имфеть два шии- 
‚ $2 — 4ас : р ВЕ 
шии’а, равные — ——„—› и одинъ шахнити, равный с. Миша триномъ 


ь : 
иуфеть при 2=== \/ — 5а’ Махшиии при 2— 0, 
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Для слВдующихъ случаевъ. мы прямо даемъ результаты, которые получаются 
тфмь же премомъ. 


Второй случа: о>0, 620. 
д | <...<. .-+- < 
у ак... <. 
триномъ имфеть шиИшии =—с, при 2—0. 
Третй случай: в<0, Ь=0. 
| —с. .<..<...0...< 
у] — ©. „<... < с -6е..Ъ... 
триномъ иметь тахииит ==с, при я== 0. 
Четвертый случа: &<0, 6>0. 
х —с©с..<.. <—\/-2<. (). .<.. \/- = .. <-- со 


ур — со. <. . <— ты е..<..<. >... -© 


| $3 — 4ас 
Въ этомъ случаЪ триномъ имфеть два шахииии”а, равные — — ча № 


ь ве 
торыхъ онъ достигаеть при х=== \/- 5%’ и одинъ ишипии —с, при я — {. 


602. Графическое представлеше. 1. Пусть напр. 
а>0, 5<0, й—4%>0, 6с>0. 


При этихъ услоняхъ триномъ имфетъ положительный тахииаш с и два 
Е 62 — 4ас 
отрицат. минимальныя значетя, равиыя Е. шах. с триномъ иыфетъ 


не С ь 
при 2—0, шшииа при === \/ д Отсюда построен!е: беремь ОА==с; 


— 


06—06 \/ —5: 09—= и, Махипит соотвтетвуеть точк® А кривой, 
шшииа — точкамъ Ви В’. 0% 
хл’ пересфкаеть кривую въ че- 
тырехъ дЪйствительныхъ т0ч- 
кахъ, сл$ц. триномь 4 раза 
обращается въ ноль, при х по- 
парно равныхъ, но противо- 
ноложныхь по знаку. Это ©0- 
вершенно сообразно съ тмъ 
результатомъ, что при данныхь 
условяхь биквадратное ур. 


“ 


=== ->----- ее 
а-я с==0 мыветь 4 8" у 8 _ 
различныхъ  дВйствительныхь “ 
ворнЯ. Черт. 24, 


Возьмень численный при- 
мёръ для разсматриваемаго случая. 
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ПрРимМЪРЪ. — Изсльдовить измюненае у, связанно съ х уравнещемь 
ух — 6х°-|-5 при измюнени х оть — со до - со. 
Въ чися® критическихь значенй 2 опредфливъ и корни тринома 2“ — 6-5, 
которые равные 5/5 и == 1, даемъ у Форму: 
1 
== (*— 3—4], 
й находимъ слфдующую таблицу измфнен!й у: 
—00..<..—У5..<..- И 3..<..— 1... 0 НЫ ЗЫ. 
аа 0..<..> ее 


пшил. шах. шши. 


Отсюда заключаемъ, что Функщя уменьшается отъ -- со № — 2, когда 2 
увеличивается оть — со до —\/ 3, проходя 
чрезъ 0 при х—=—\/5; зат®мъ она увели- 


5 . 
чивается до-> при возрастани 2 до 0, про- 


ходя чрезъ нулевое значене при х—=— 1. 
Съ этого момента Функщя проходить прежн!я 
значен!я, въ обратномъ порядк®. На чертеж: 


00’ —06— /3; 
С'В’—0бВ—=2; 
А=-; | 
Черт. 25. 0Е— 0(Е==/5; 00'=09=1. 
2. Пусть будетъ: а>0, 6>0. 
чу При этихъ условяхъ 


триномъ 22‘ 6х?--с умень- 
шаетея оть оо д са 
потомъ возрастаетъ отъ с до 
- со, проходя черезъ шШи- 
шит с при х=0. Въ ноль 
она можетъ обратиться толь- 
ко два раза, при двухъ рав- 
ныхъ и противоположныхь 
значеняхь х, И т0 лишь въ 
томъ случаЪ, когда с< 0. 


%——__“ 


Эти измфненя представ- 
лены на чертежф, причемъ 
предполагается се < 0. 


Черт. 26. 
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; з _ аж-Еь 
ГУ. Изелфдоване дроби: у= и 
603. Даемъ перемфнному 2 н%которое приращене р для соотв тетвующаго 
приращеня № дроби находимтъ: 
у—@ (#Р-ЕЬ _ аз--0 #(и — а) , 
аа аз" (аз азы -Ра®) 
у 


7 ь 
Отсюда заключаемь: 1) когда 2 приближается къ — „” знаменатель вы- 


ражешя № приближается къ 0, а слЪД. коэоеищенть при №, т. е. дробь 
У — 6 : 2 
СР С о ай) приближается къ со, поэтому и приращене Функции 


приближаетея кь со, т. е. Функщя претериваеть разрывъ непрерывности. При 
вефхъ другихъ значеняхъ 2, по мёрф приближеня й къ 0, и К стремится къ 
0, т. е. хункшя непрерывна. Итакъ, дробь у непрерывна къ каждомъ изъ 
интервалловъ: 


/ Г 
о — сою — м и от —яю -- со, 
ь 
претериввая разрывъ непрерывности только при 2 = — = общему  предвлу 
этихъ интервалловъ. 

2) Знакъ выраженя # зависить только отъ числителя; ‘въ самомъ дЪлф, 
знаменатель можно представить въ видф (а2-Н И) %.а(а=-Ь), а это вы- 
ражеше, при достаточно маломъ й, существенно —положительно, ибо знакъ его 
будеть зависить только отъ перваго члена (а’7-|-5')?, который (какъ квадратъ) 
положителенъ при всякомъ дфйствительномъ х. Но числитель аб’— @Ъ, какъ 
количество постоянное, всегда имфетъь одинъ и тотъь же знакъ, сл. Функщя 
всегда идетъ: или возрастая, или уменьшаяеь; т. е. въ каждонъ изъ интервал- 
ловъ непрерывности дробь 

идеть постоянно увеличиваясь, если аб’ — аъ > 0; 

‚ идетъ постоянно уменьшаявь, если @6’—а/5 < 0; 

имфеть постоянную величину, вели аб’— а —0, 
ибо въ послёднемъ случа всегда #=—0; т. е. дробь не попучаеть приращенй 
при изм неняхъ л, сохраняя одну и туже величину. 

Итакъ, при изсяфдовани измфневй Функщи, должны различать три ука- 
занные случая; при этомъ, раздфливъ числ. на знаменателя дроби, получаемт, 


5 — а’ 
а а — аб’ а а? 
аорте РИ. 
# & 
аъ — а’ 
Положивъ, для краткости, т — А, замфчаемь, что знавъ Х зави- 


вить только отъ числителя, именно: при аб’ —@5>0 буть ^<0, ацпи 
аб’ —аъ < 0-будеть ^>0; дробь можно представить въ видь 
а Х 
ее. 
Е 


в 


2490 = 


Соображая все сказанное, прямо находимъ слЪдующие выводы относительно 
измфненй дроби при измфнени х оть — со до - 00. 


1. аш >0. 


| —с< 
а 
у. 5 


а и 
А, <. 
тт 
а 
Г 
« <— нара . < 
. < со |- 00. < 


#! 


: ь : 
р: при возрастани х отъ — со до =’ Функшя идетъ постоянно 


а 
увеличиваясь отъ — 


у 


ь 
г имфеть мФето разрывъ непре- 


рывноети: а ИЗЪ т: внезапно обращается въ — 00; затфмъ при воз- 


| 
раетаи х отъ — — О Е оо, идетъ постоянно увеличиваясь отъ — со о“ Ш 


ь 
Въ одномъ изъ интервалловъ она проходить чрезъ 0, при х— — а 


э 


п 


ы 


ранее. 


Измьнешя Функши изобразятся, та- 


кимъ образомъ, измвнешями ординать сл$- 
дующей кривой (гипербола). 


На чертежв (27): 


0М— -& 
6 
Г 
0 ——-.. 
ВВ 
а 


СС’ и 00’—дв% ассимитоты кривой. 


ев. — тд лв 
"а 
и | 
и ы в | и: <: и о ® 


[22 


у ды 55-209 | 09>. 11:54. 
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ГИЯ . 
Т. е. при возрасташи хоть — со кю — 2’ ФункШя идетъ уменьшаяеь 


й 


Г/) И 
непрерывно оть =/ о — 00; при 2=— „, происходить разрывъ непрерывно- 


/ 


: ь : 
ети: изъ — со въ -|- со; затёмъ, при увеличен хоть — „ до -- со, ФУНЮЩЯ 


а 
идеть постоянно уменьшаяеь отъ --оо До - Въ одномъ изъ интерваяловъ 


непрерывпости она проходить чрезъ 


У и 


ь 
0, при #=—-. 


Кривая измфнешй (гипербола) 
такова: 


0М— и 
0 = — _ 
0 ==— Г. 
Уи В! 
СС’ и РР’—двЪ ассимитоты кривой. ь Черт. 98. 


ПЕ а = 0. 


При э л—0 _@ И 
ри этомъ и Л—=0, а потому при веякомъ х имфемъ у—-„/ — величин 
постоянной. Слёк. при измфнени х отъ — со 

до -- 20, дробь не измфняеть своей величины; У 

ея кривая будетъ прямая (0’, которой ординаты Ре м р 


гей | 
равны М — --- | 


ЗАДАЧА. — Нейти прямо условве необло. ` - 0 


димое и достаточное для тою, чтобы дробь 
ах--ь 
Ри имтла постоянную величину при вся- 


ие Черт. 29. 


1-й способъ. — Такъ какъ дробь должна имфть одну и туже величину при 
веякомъ 2х, то, между прочимъ, она должна имфть постоянную величину, напр. 


при х —0 и при х—1. Но при 2—0, а - 


>: При ыы а. елёд. 


аРу’ 
а--ь Г, . а ь 
должно быть: ен откуда по свойству пропорщи, имфемъ: „=> 
+ 
Это услове, будучи необходимымъ, выфет® съ тёмъ и достаточно; ибо изъ 


@5 


него: 6’ — и сли. дробь обращается въ 


Итакъ, услове необходимое и достаточное для того, чтобы наша дробь 


а 
инфла постоянную величину, есть „==. или а5' — 96 — 0, что и было най- 


ь 
дено при изелдовани. 
2-й способъ. — Пусть 2 будетъ эта постоянная, пока неизвёстная, вели- 


: : ах--Ъ 
чина. Нахожден!е условя, необх. и дост. для того, чтобы ет сводится 
къ нахожденю уеломя, при которомъ было бы ах--ь—#(а»--И), или 
(а—аЪа-- (6—6) =0 при веякомъ х; а дия этого необходимо и достаточно 


($ 72), чтобы было: а—@#—=0 и 6—0, или => И ры" 


>» отку- 


а Г 
да Сы’ ИИ а’ —аъ—0. 


604. Приложенмя. Т.— Изелъдовать измъненя х задачи $ 388, помиая, 
что ‘шарик, помпщенный вн билмарда, можеть свободно проникать внутрь 
круш и свободно возврещелться въ исходную точку? 


Для 2 мы имфемъ Формулу 


—_В®—@. 


ы 24а 


В— величина постоянная, сад. х измфняетея въ томъ же емыел® какт 
—4 
. Эта дробь дает: а’ — ба’ = —2В, а потому заключаемъ, что 


24 
увеличению @ соотвЪтетвуеть уменьшен 2-са. Формула даетъ: если х=В, то 


дробь 


В 
а —->. если же &@—00, ЕО. Отеюда заключаемъ, что когда а в03- 


Е» 
растаетъ отъ своего пиши ’а до + со, д уменьшается отъ своего шахипю’а 


р В, 
В ю шишиитга =—=— 


53 такимь образомъ сразу находимъ таблицу критиче- 


скихъ величинъ 5: 


В К 
а а ин о В. ..- .. -- со 
В В 
Ня В. В ВК о ° ооо 0. ооо ты 


П. Пересьчь данный шаръ плоскостью такь, чтобы объемь одною изъ 
сементовь составляль данную 9р0бь К объема цилиндра одной высоты и 
одною основаня съ сементомь. Между какими предълами можно задавать 
число К? 


Обозначивъ высоту сегмента буквою х, найдемъ: 


аыь 
3К—1 


2—3. 
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2К —1. 
8К —1? 
Дробь эта даетъ: аб’ — щ —=--1; заключаемъ, что г и К измфняются въ одномъ 
смысл. Но предфльныя значеня х суть 0 и 28; подставляя въ Формулу вм. х 
еперва (0, потомъь 2В, находимъ: 


10...28 
1 р 
К г. 


ЗВ — постоянно, сл. 2 измфняетея въ томъ же смысл» какъ дробь 


Слёх. для К можно брать ве числа отъ 5 до - со. 


Примъчане. — Изъ чиела дробныхъ ФункщЙ элементарному изслдованю 


подле ъ еще квадратная обь Ро ; Но изучеше ея ращональн% 
пежить еще нвадратная дробь иг, о; у рац в 


отнести къ спещальной етатьф о шахриа и шшиша. 


У. Примфры изелфдованя иррацональныхъ фунекшй. 


605. Примфръ [. — Иземьдовать функию у=у-Р2—3 при 
измънени х оть — со по -- со. 

Триномъ 2*-- 2х — 3 имфеть дьйствительные корни: —3 и -|1; ел. 
онъ положителень при воЪхъ х, меныпихь —3, а также больших --1, и 
отрицателенъ при вефхъ значешяхь 2, заключающихея между —Зи -1. 
Итакъ Функщя у дЪйствительна при веЪхъ значеняхь х, лежащихь внЪ кор- 
ней тринома, и мнима для веякаго х, заключающагося между корнями. 

Докажемъ, что она непрерывна для воЪхъ х, заключающихея между — со 
и —3, и между Ти -- со. Пуеть 5 и х-- А будуть два значеня 2, а6- 
жащихь внф интервалла отъ — 3 до --1. ИмЪемъ: 


у’ — Иж 2—3 в УР К= Д-Р); 
отсюда К— Их -- в -- 2 --В) — 3 — Р-р; 
или, множа и для вторую часть на сумму радикаловъ: 
ы мае Но 

У 2-я 2—8 
по мфрЬ приближеня № кь нулю, числитель стремится къ пулю; знамена- 
тель ме, будучи дЪйствительнымь при хи х’-- №, отличень отъ нуля, ибо 
эти значешя 2 отличны отъ —Зи -|-1. Слёд. частное К стремится къ нулю 


вмфот® съ й, а сл. оункшя у непрерывна въ указанныхъ интерваллахъ ея 
дйствительноети. 


Сперва изсл$дуемъ изм неюя подрадикальнато тринома, а отбюда и самой 
Функции; получаемъ таблицу: 


х о О и ие. 
2-2 —3 | 00...>... 0...>..-—4..<... 0..<..- 00 
Е а 

у — Мнимый. 
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Не трудно изобразить измфненя Функщи графически. Для этого замфтамЪ, 

что триномъ ныфетъ равныя значен1я, когда х получаетъ величины, равноотето- 

яя оть —1; м иу 

у имфеть это свойство, и по- 

я. тому кривая имфетъ осъю 

р сциметри прямую 27”, па- 

раллельную оси у и отетоя- 

щую отъ этой оси на 06 —1. 

у ист ЗИ Затфмъ, кривая не им$- 

етъ точекъь между паралле- 

р лями къ оси УУ, находя- 

щимися оть этой оси ВЪ 

разетояахъ:  0А—-1, 

0А’——3, ибо въ этихъ 

предёлахь у имЪетъь мнимыя 

значеня; наконецъ, кривая не имфеть точекъ, лежащихь внизу отъ оби х, 
ибо у есть положительная величина \/2?-- 2х — 3, по заданию. 


7 


о 
- 
^ 
> 
` 
ч 


[у 


Черт. 30, 


ПРИиМРЪ ЦП. — Изслюдовать функцию = /—2—2ж--3, кода з 
измтняется отъ — 00 90 -- со. 

Корни тринома — 2 —2х-- 3 еуть —Зи -- 1; изъ закона измфнен!й три- 
нома заключаемъ, что онъ имфеть положительныя величины только при 2, 60- 
держащихся между —Зи -- 1; для вобхъ значешйй х, лежащихъ вн этихъ 
предфловъ, триномъ отрицателенъ; елёд. хункшя у ифйствительна, когда 2 
измфняетея внутри корней, и мнима при веЪхъ х, лежащихь внЪф корней. 
Какъ и въ предыдущемь примфрф докажемъ, что она непрерывна для интервалла 
оть —3 до --1. Отсюда такая таблица изм нен!й: 


= |—с0...<...— 3... <... 1... <. НТ... <... 60 
—2*—9%--3 |—00...<... 0...<...-Е4...>... 0..>...— 00 
У— 21—23 Ба аа. ФЕ 
у — мнимый. у— мнимый. 
Итакъ, Функщя в03- 
| растаеть оть 0 (при = 
№ —3) ю -2 (и == 
ах — 1), затьмъ уменьшается 
до 0 (при 2—1). Слд. 
она  имфеть шахшиий 
==--2 при х=— 1. 
Кривая имфетъь ось 
симметри, параллельную 
уу’ и проходящую черезь 
точку С, причемъ 06—1; 
на этой оси помфщаетея 
шахиит —-- 2. Кривая 
не имфетъ точекъ внё па- 
ралнелей 0си уу, проведенных черезь точки А и А’, такя, что ОА—1 и 


Черт. 31. 


— 195 — 


0А’—3; она не имфеть точекь внизу отъ оси 22’. Кривая эта — полуокруж- 
ность центра С. 


ПрРимБРЪ Ш. — Изслюдовать функизю у=— при измльненли 


1 
Уя-- 2—3 
хоть — со д0 зо. 

Функция непрерывна въ интерваллахъ: оть — со до —З и оть 11 
до -- со; и претерифваеть разрывъ непрерывности отъ — 3 до -- 1. Изыфненв!я 


ея обратны измфнешямъ тринома \/2*--2%— 3; отсюда таблица: 


ОО к За ив оо 

ж-- 22—31! оо... > о аа ^ ба 

У22--22—3|-Р со...>... 0 0... <... + со 

1 

Ее | 0... <... {ао + оо... >... 0. 
Вривая Функ- 
ци имфетъь 06 

р. и У 


симметрии им’, па- 
раллельную оси ] 
уу’ и опредфляе- 
мую лишей ОВ— 
— 1. Затбыъ она 
не имфетъ точекъ 
между 50’ и 2г', 
параллельными 

оси уу’ и отетоя- 
щими отъ этой 
ови на ОА—1 и 
04’—3. 

ВыЪет® съ этимъ, т$ же прямыя и 06ь 22’ суть три ассимптоты кривой, 
которая, къ тому же, не имфетъ точекь внизу оть оси х—овъ. 


606. Задачи. 
1. Изельдовать Функщи: 
у—=32--4; у=- 42-7; 25—53 —0; 3-4 —1=0; 
11 —8у=0; 5%--5у=0. 
и построить воотвтетвующя прямыя. 


—ч 


ана * 


|. 
\ 
ь 
ь 
4. 
ь 
н 


к 


— 
: 


Черт. 32. 


2. Построивъ прямую: 55 —- Зу-- 4—0, опредфлить, въ какой части пло- 
екости находятся точки, которыхъ координаты удовлетворяютъ тому или другому 
изъ неравенствъ. 

51 — ЗУ--4> 0, 55—Зу{4<0. 
3. Изелфдовать изм$нен!е триномовъ: 
32° —1— 2; 147 —д— 3; — а; 22° — 4-7; 6х —3; 
45 —20%5-- 25; 2 8х — 34 
и начертить кривыя, изображаюнщия эти изм®неня. 
13° 
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4. Изеафдовать измвненя триномовъ: 
2 — 2547 -|- 144; 2 — 84° —9; За“ -- 827; дл“ -- 5-8; 2" — ба" 9; 
2 — 16; — 2 — ая -|- 2; 
и построить кривыя измфнен!й. 
5. Изелфдовать измфнен!я Функц: 


о. 1_. Е. 3—2. 22—38. 132 
2%—5’ 4—1’ 9—3’ 45-1’ 3—5’ 1--2% 
и построить кривыя измфненй. 


6. Изелёдовать изм нен!е Функий 
==: а ВЕНЕ 1 
= УЗ? —4; = 2 — 75-12; у ж2--7”— 12; о 
7. Изсафдовать Формулу вогнутыхъ зеркаль 
„Ж_ №. 
Р-р 
8. Между какими предфлами можеть измфнятьея количество ® въ формул 


— тр 10 


7 — т? 


вели х можеть измфняться между би -- 1. 


ТГ АРА ХЕ. 
Образцы изелздовавния вопросовъ второй степени. 


Задача Т. 


607. Раздълить данную прямую АВ въ крайнемь и среднемь отношении, т. е. 
найти на ней такую точку С, чтобы больший отутъзокь АС быль среднимь пропор- 
зионильнымь между всею лицею АВ и меныиимь ея отульзкомь ВС. 


По условшю задачи должно быть: Аб* — АВ х СВ, или, назвавъ данную прямую 


АВ буквою а, разстояе АС буквою 2, и слВд. обозначивь ВС разностью @—%, 
получимъ уравнеше 


2 —в(а—2)..... (1) паи 2-ра— @=0..... (2). 

Изслвьдовлнте. Чтобы корень ур-вя (2) представлялъ рфшен1е задачи въ пря- 
момъ смысл, необходимо, чтобы онъ быть дёйствителенъ, положителенъ и быль < а. 

Ур-ве (2) ныфетъ всегда корни дфйствительные, потому что ПослфднШ члент, 
{-—— а") отрицалеленъ; далфе, корни имфютъ противоположные знаки, такъ какъ про- 
изведене ихъ отрицательно (= — 92); притомъ, меньшй по абсолютной величин» 
корень положителенъ, ибо сумма корней отрицательна (— — @). Остается убфдиться, 
будетъ-ли положительный корень меньше @&; для этого подставляемъ въ триномъ, обра- 
зующ первую часть ур-ня (2), вмфсто х сперва 0, потомъ @, и замфчаемъ, что 
результаты этихъ подстановокъ (— а? и -|- 9?) имфють противоположные знаки. Слфд. 
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положительный корень меньше @: онъ даеть точку С, лежащую между А н В и пред- 
ставляющую рфшен!е задачи въ прямомъ смысл. 

Другой корень уравнен!я отрицателенъ; чтобы найти его значене, подставимъ 
въ ур-н1е (1), первоначальное, — х вместо 2; получимъ ур-н!е 

2 — (а)... 0) 
иызющее корни равные по величин*, но протнвоположные по знаку корнаямъ ур-ная (1). 
Такнмъ образомь, отрицательный корень ур-н1я (1), взятый съ противоположнымь 
знакомъ, представляеть прямое рЕшен!е задачи, отвфчающей ур-н!ю (3). Послёднее, 
какъ непосредственно видно, опредфляетъ точку С’, лежащую на продолжени лини 
ВА вправо оть А, п также удовлетворяющую вопросу: въ самомъ дфлф, положивъ 
АС'—, имфемь ВС’ =а--х, и ур-ве (3) тождественно съ 

, АС” = АВХ ВС. 

Итажъ, отрицательный корень даеть другое ршен1е задачи, а знакъ этого корня 
показываеть, что поеслфдн! д. б. нанесенъ на продолжен линш АВ, въ сторону 
оть А, противоположную первому корню. Алгебранческое р$шев1е, кромф отвЖта на 
вопросъ въ тфеномгь смысл задан!я, показало назмъ, что вопросу, взятому въ болЪе 
ингрокомъь смыслф, удовлетворяють двф точки: С и С’, причемъ знаки корней указы- 
вають расположен1е этихъ точекъ относительно А. 

Г$фшая ур-ше (1), ваходимъ: 


ге уе = 25-1; 
— (& +/+) = “Ув. 


ПоострокнтЕ КОРНЕ С Взявь неограниченную прямую ху и на ней отрфзокъ 
АВ-—а, возставлясмъ къ этой прямой перцендикуляръ въ точк$ В, откладываемъ на немъ 


а 
часть ВО— 5; изъ точки О, кажь изъ центра, радусомь ВО описываемъ окруж- 


= 


-- —-_ 
— 


.7 ых 
„=“ С 
Ра ` 
7 < 
РР и 
г м 
ки и № 
\ 
оч у. 
—96 ‚ 
Г | 
в. р \ 
> 
м: Иа 
ы ый ЕН ‘Е’ 
Х Р Г 4; 9 
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ность, и соединнвъ А съ центромь, продолжаемъ прямую АО до пересченя съ окруж- 
ностью въ точк® Е; другую точку поресфчен1я назовемъ буквою 0. Прямыя АТ и 
АЕ представляють абсолютныя величины корней хи <”. Въ самомъ хфаЪ, изь пра- 
моуг. треуг. АОБ пм$емъ: 


40—= Уво-АВ? — \/ (9-4; 


Сл$д. 


Остается нанести А) на АВ влфво отъ точки А, линю же АЕ на продолжене 
АВ вправо отъ А: для этого нужно засфчь пряму ху двумя дугами круговъ, онисан- 


ными изъ точки А, какъ изъ центра, рад1усами АО и АЕ. Такимъ образомъ полу- 
чимъ требуемыя точки Си С’. 


Задача П. 


608. На неофраниченной прямой, соединяющей два источника свъта А ц В, 
нойти точку, равноосвъшенную обоими. 


Задача эта впервые появилась въ алгебрф Клеро (1746, г.), и съ тьхъ поръ вошла 
въ учебники, какъ одинъ изъ поучительныхьъ образцовъ изслфдовав1я вопросовъ, 
у 


[В Ах С 4-ю В с’ 


—$ > Жо НЫ === 


Обозначимъ разстояве АВ буквою 4, разстояве искомой точки С оть А бук- 
вою <; тогда ВС будеть равно 4—4. Далфе, пусть сила освфщов!я источникомь А 
т№ла, находащагося отъ него на единичномъ разстоявш, будетъ «, а спла освфщен]я 
источникомъ В на еднничномъ разстоян!и пусть будеть В. Изь физики извъетно, что 
спла, осв$щен1я обратно пропорщ1ональна квадрату разстоянйя освфщаемаго тфла оть 
источника. Слфд., если сиха освфщен!1я источникомъ А на разетоян!и 1 сеть «, то 
& 


на разстоянш 2, 3, 4,... едпницъ она будетъ ча 


& & 
о. ‚....; а ПОТОМУ на раз- 


: С : 
стоян!и х она будетъ т Такимъ же образомь сила освфщевя точки С источии- 


комъ В будетъ аа" Но, по условшю задачи, точка С освфщена обоими источ- 


никами одинаково, сл®д. 


[ В 

Е бы 
или (х — В) — 2=В . х-| 4% —0. 
Отсюда ое, 


Выражеше это можно упростить, замтивъ, что; 1) «Е УаВ=Уа. я-а. УВ 
—У«(Иа=\УВ); 2) «—вВ=(/«)— (МВ = (Ма-РУв)(«—\УВ). Взязъ сна- 
чала нижнй знакъ, найдемъ: 
„— б/а Иа) _ 4 
(У&-Ув)(/«—Ув) У«-УвВ 
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Взявъ верхнЙ знакъ, получимъ: 


ПА Ре, 
(/=-++У8)М=—У8) У=-УР 


Эти величины мы могли бы непосредственно получить изъ ур-ня (1), наииеавъ 


его въ ВИД т инк. извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, пмфемъ 
4 


—— ===. т. е. получаемъ два ур-в!я первой степени: рЪшизъ ихъ, навдемъ 


формулы (2) и (3). 

Изсльдовланте. Такъ какь < и 8, по смыслу задачи, существенно положн- 
тельны, то хи’ всегда дЪйствительны; Я есть также величина положительная, мо- 
тущая въ частности обратиться въ 0, слфл. возможны слфдуюце случал: 

1) 4>0, «>В; 2)4>0, «<8; 3)4>0, «=8; 4)4=0, «28; 
5) 9—0, «=. 


1-Й случай: 9>0, «>83 


Первый корень, 2’, положнтелень; & какъ дробь тес < 1, 10 < 4. 910 
значить, что требуемая точка, С находится между А п В. КромЪ того: изъ условш 
«> В ныфемь: /а> /В, а сад. п/я /а> У а-Н УЗ, иан 2 «> /«-- УВ) 


« 1! 4/ < т 4, пли 2/> 5. Это значить, что 


У«-Ув 2 
искомая точка С ближе въ неточнику В, нежели къ А, что п должно быть, тавь 
какъ источнокъ А сильнфе. 


откуда 


Второй корень, х”, также положителенъ; но кавъ > 1, то > а. 
РНЕ 
Сл$д. второй корень опредфляеть другую равноосвфщенную точку С’, лежащую оть 
А па разстоян!и большемъ 4, т. е. вправо отъ В. Такъ п должно быть: въ самомъ 
АЪлф, оба источника изливаютъ свфть во всф стороны, сад. на продолжени АВ 
должна лежать дрэтая равноосвЪщенная точка, которая должна быть ближе въ сла- 
бЪЙшему псточнвку В. 


2-й случай. 4>0, «< 8. 
Первый корень, х, положителенъ, н, кавъ н въ первомъ случа, < 4; кром% 


того, изь услоыя «< 8 имфемъ: __ УВ, сл. У /«<Уа-РУВ, ви 
2 У= <У= «-|- УВ, откуда — ИЕ < 5. а. я < 5. Это значитъ, что искомая 


Уа-НУВ 
точка С ближе къ источпиву А, нежели къ В, какъ п должно быть, пбо источникъ 
А. слабЪе. 

Второй корень, 2", существенно отрицалеленъ, такъ какъ знамонатель его отри- 
цателень. Для истолковавя значешя этого корня обратимся къ первоначальному 
ур-л\ю (1); подетавивъ вт него — < выЪфето х, найдемъ ур-н!е 

ое. а В 
за = 
Выражен!е 4 — х означало разстояе отъ искомой точки до В; въ новомъ ур-шШи 


это разстоян1е выражается суммою 4-х, & потому искомая точка должна, находиться 
вяфво оть А, напр: въ С”. Итакъ, отрицательный корень опредфляетъ точку С”, ле- 
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жащую в4560 отз А. ДЪйствительно, такая точка, находясь ближе къ слабЪйшему 
источнику А, будеть равно освфщена обоими. 
3-й случай: 4>0, «—В. 
з а 
Первый корень, 2, обращается въ Е Это означаетъ, что искомая точка нахо- 


дитея по-ередин% линшн АЗ; такъ и должно быть при равенств® силы свфта обоихъ 
источииковъ. 


Е 
Второй корень, %”, обращается въ г нлн въ ОО. Это значить, что вторая 


равноосвЪшенная точка удалена на безконечно большое разстоян1е оть точекъ А н В, 
т. е. Что такой точки не существуетъь. Выводъ этотъ вполнф согласенъ съ предполо- 
жен1емъь «=; въ самомъ дфлф, если « весьма мало разнится отъ В, то знаменалель 
М&— У 8 будеть весьма малъ, а и” весьма велико, т. е. вторая равноосвфщенная 
точка будеть находиться на чрезвычайно большомъ разстояын оть А и В; чфмъ 
меньше будетъь знаменатель, тфмъ больше будетъ д”, т. е. вторая равноосвфш. точка 
будеть болфе и болфе удаляться; п если положимъ окончательно «= В, то &” обра- 
тится въ ОО, т. е. искомой точки не будетъ, 


4-Й случай: 4—0, «28. 

Оба корня обращаются въ 0; это значить, что только одна точка равноосв$- 
щена: та точиа, в5 которой находятся оба источника свъта. 

5-й случай: 4—0, «—В. 


Въ этомъ случаф: 2—0, 2” = С . Второе рёшен1с — неопредтленное, означать, 


что всякая точка прямой будетъ одинаково освфщена обоими источникамн, что и по- 
нятно, такъ какъ оба источника находятся въ одномъ м%етф и равносильны. Первое 
р5шенше, 2—0, даетъ точку, находящуюся въ томь же мфетЪ, тлф и оба, источника. 


Примьчаще Т. Изсафдоване этой задачи, по своему харавтеру, не отличается 
оть изолфдовалия вопросовъ первой степени. 


Примьчаше П. Нетрудно построить 06% равноосвщенныя точки. Возставивъ 
въ точкЗ А пернендикуляръь равный /«, а вь точкф В два перцендикуляра, одинь 


1 


в” 
Черт. 35. 


кверху, другой книзу отъ лини 29, равные / В, проводам прямыя А’В’и А’В”, 
изъ коихъ первая пересфчеть лишю ху въ точЕ$ С’, вторая въ С. Это п будуть 
искомыя точен, въ самомъ дфлф: 


АА Ут УР м ВР и У. 
АС ВС’. д 4—&’ АС’ ВС’ да а-я 
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Результаты алгебраичеекаго изелФдован!я предоставлясмь читателю вывести изъ 
этого чертежа. 


Примючаме Ш. Еели бы требовалось найти геометрическое мфето точекъ плос- 
кости, равноосвфщенныхь источниками А и В, 
то, положивъ, что М есть одна изъ точекъ иско- 
маго мЪета, мы нашли бы, что 


а Е АМ Ух и 


3 В? НлИ вм уз” се 174 


Заключаемъ, что искомое м%сто есть м%ето 
такихь. точекъ, отношен1е разстояв1й которыхъ 
отЪ Ан В иыфеть данную величину. Изъ геоме- | 
триг извфетно, что это есть окружность, описан- Черт. 36. 
ная на прямой СС’ (точки С н С’ опред$ляютея постросвемъ, указаннымь въ 
примфчанн П) какъ на маметрф. 

Примючее ТУ. Если бы требовалось опредфлить мЪето точекъ въ пространств», 
равноосв$ шаемыхъ точками А н В, то достаточно было бы обернуть окружность 
МСС’ около д1аметра, СС’: точен полученной шаровой поверхности п были бы требуемыя. 

Наконецьъ, если бы требовалось найти точки, равноосвфщенныя источниками А. 
и В, на нЪкоторой линиг или на поверхностн, расположенныхь вблизи точекъ А и В, 
то очевидно, что пскомыя точки были бы общими точками данной лини илн поверх- 
ности съ вышеуказанною сферою. Въ случа поверхности, этихъ точекъь было бы 
безконечное множество, но могла бы быть и одна только некомая точка, еслибъ сфера 
и поверхность были касалельны; могло бы и не быть искомыхь точекъ, еслибы ио- 
Берхность н сфера не имфли общихь точекъ. 


Задача ТШ. 


609. Манометрь со сжатымь воздухомь состоить изъ дважды сомутой стро 
цилиндрической трубки АВОО; вьътвь ЕВ содержить сухой воздуль; сонутая часть 
3 — ртуть, а вътвь ОГ находится въ сообщенйь 
съ паровымь котломь паровой машины. Кода уро- 
вснь ртути стоить на одной зоризонтальной п.лос- 
хость АО, давлеше воздуха вз манометр равно 
давлению атмосферы; козда давлеше въ коталь уве- 
дичивастея, ртуть поднимается въ вътви ВЕ ц 
на столько же опускается в5 ВО. Зная, что 
АЕ—Ь, что давлее атмосферы —= Н, вычислить 
высоту 2 уровня А’ надь А, если давлеше вь кота 
равно в атмосферазм. 

Р$5шенте. Ртуть въ трубкЪ ВЕ перестанетъ 
подниматься и остановится въ А’, когда упругость 
воздуха, сжатаго въ этой вфтви, увеличенная колон- 
ною А’А” ртути, уравновфептъь давлен!е въ котл$. 
Высота А’А” = ?АА' — 2х. 

Новое давлен1е у воздуха, сжатато въ А’Е, 
опредфлиется по закону Марлотта, именно: если Е 
температура не изм няется, то давлен1я, производи- Черт. 87. 
мыя одною и тою же массою газа, обратно пропорилональны объемамъ, ею занимае- 
умымъ. Въ данномъ случаЪ, объемы, послФдовательно занимаемые воздухомъ въ мано- 
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метр$, суть цилиндры, имфюнае одинаковое основане, а высоты Ри #— 5; сл., 
назвавъ сфчен1е трубки буквою ®, имфемъ: 


[7 ей | 
= = —-, откуда у—Нх 
Тавъ кавъ давлене въ котлЪ равно яН, то ур. задачи будетъ: 


Г) 
1—ш 


1. 


эН=2%-Нх 


пли, по освобожден оть знаменателя: 


2? — (21 --пН)я Ки ПН =... .... (0 


Рфшивъ его, найдемъ 


— 2-Е эн == УФЕ пн) — 8 и — ПН 
— 4 ’ 


ил Е ЕЕ 


Изсяьдовлнте. Такъ какъ подъ знакомъ радикала находится существенно- 
положительное количество, то оба корня всегда дфйствительны. Если ® > 1, то про- 
изведене корней будеть положительно; а как и сумма ихъ положительна, то оба 
корня будуть положительны. Но какъ неизвестное должно быть еще < то нужно 
УбЪдитьеся, имфетъ-ли ур-в!:е корень, меньший $. Подставляя } вмфето 2 въ первую 
часть ур-н1я (1), найдемъ 


28 — 22 — ин -- МН —1Н пли — М, 


т. е. результать отрицательвый; это значить, что { заключается между корнями 


ур-вия (1), и сл. меньш!й корень < 1, а больший >> 1. Задач отвфчаеть меньший ко- 
рень, слфд. 


„АЕ ЯНЫ— ЕН 20-8 @) 


и есть некомый отвЪтъ. 


Примьчаще Т. Если ® неограниченно увеличивать, то при %==00 &” принимаеть 
неопредфленный видъ со — со; чтобы найти истинное значен1е этой неопред$лен- 


ности, нучно числ. и знам. умножить на 2-РиН-|- /(®Н — 21)*-- &Н; пайдемъ 
ыы 2((® — ПН 
— ян У@н— эн. 


: ее) 
При я — ОО это выражене принимаетъ неопредфленную форму вида 55 для рас- 


крытя которой дфлимъ числ. и знам. на и; такимъ образомъ получимъ 


2 (1 — =)я 
РУ 8 ’ й 
® _ ЗиД т я Рок 
& положивъ здФсь и==00О, найдемъ 
р ЗН —_ ЯН 
ТОН: О : И 


Это значить, что по м#рЪ того какъ давлен!е увеличивается, уровень А’ ртутной 
колонны болфе н болфе приближается къ вершин Е трубки ВЕ. 
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Примьчане П. Если давхене въ котлЪ сдЪлается меньше атмосферы, уровень 
ртухи опустился до А”’ ниже точки А въ кол$нЪ ЕВ, и поднимается до 0” въ ВО, 
причемь АА”— 00”. Равновфе наступить тогда, когда давяен1е у воздуха въ мано- 
мстрф будеть равно давленю пара -[ колонна ртути 0”0””, равная ЗАА””. Если новое 
нензвфстное АА” назовемъ буквою 2, у опредфлится изъ пропорши 


гу 
1-2 _ 


новое ур-н!е задачи будетъ 


откуда у—=Н. = ; 


н’ 1: 


®Н — 92, 


1 
а 
222 -|- (21-- Н)е -- Ки — ПН =0; ....... (3) 
оно отличаетея отъ (1) только перем$ною 1 на— 2; сл, корни (3) равны по вели- 
чин и противоположны по знаку корнямъ (1). Такъ кавъ здЪсь я < 1, то произве- 


ден1с корней отрицательно, сл. одинъ корень ур-ня (3) положителенъ, другой отри- 
цателенъ; новому вопросу отвфчаеть положительный корень 


ре Ни) -- УС — пн)? -- ян . 
— 4 


ли 


Сличая 2’ съ 2”, видимъ, что ршеше 52) примфнимо къ обоимъ случаямъ: 
и >1Тн < 1; достаточно только откладывать отрицательныя значен1я, которыя 
можеть получать выражене (2), внизъ оть точки А. 


Задача ТУ. 


610. Тяжелое тльло брогшено въ пустоть вертикально вверхь съ начальною 


скоростью Уу; опредълилть, въ какое время оно достиинеть высоты № надь ночаль- 
ною точною? 


Въ равномфрно-замедлительномь движениг, какое имфеть тяжелое тфло, подни- 


мающееся вверхъ, пройденное пространство {} связано съ временемъ $, употребленнымъ 
на его прохождене, формулою 


РЕ 9й. ВЫ 


Сл$довательно, если искомое время назовемь буквою х, то это неизвфетное 
должно удовлетворять ур-н1ю 


1 
# — Ух — — 927, 
й —5 9 


ИЛИ д — М2. —=0. уе © 


ИзслздоваНтеЕ. Чтобы х, выведенное изъ этого ур-нНя, давало отвфтъ на 
вопрось, нужно, чтобы рЬшене было дЪйствительно н положительно. Услове дЪй- 
ствительности корней ур-н1я (2) таково: 

29 


№? — 294 $30, ши №<Х . 
Итакъ, различаемь три случа: 
Первый случай: № >> <». . 
Корни ур-ня (2) мнимы, слфд. задача невозможна. Это очевидно & ру1ют1. Въ са- 
момъ дфлф, тло остановится, когда его умепьыпающаяся скорость обратится въ ноль 


— 904 — 
Но скорость въ конц времени # опредфляется формулою: У — У, — 98; свлВд. она 


У . 
обратится въ ноль, когда время $ = и пройденное до этого момента пространство 


\ 1 У я Ус? . 2 
будеть Е=\. о 9 [-) а Это есть шахипит высоты, до которой можеть 


подняться тфло при начальной скорости У’. 


р: 
Второй случай: № — В. 


29 
Корни ур-шя (2) въ этомь случа —- дйствительные равные, а общая величина 
У, 
ихь есть Е › что согласно съ вышеуказаннымь результатомъ. 
эм ы У? 
Третй случай: л< т 


` 


Въ этомъ случа ур-н!о (2) ныфеть корни дЪйствительные, неравные и оба ио- 
. 2 2%, 
ложительные (послфднее потому, что ихъ произведен1е —_ и сумма о 
жительны). 


Чтобы дать себЪ отчеть въ происхождеви этихъ двуль положительныхь корней, 
замфтимъ, что тфло при движен!и бываетъь дважды въ точк$ М, отстоящй по верти- 
калу па Л отъ А: одинъ разъ летл вверхъ, другой разъ, надая внизъ. Оба ноложи- 
тельные корня и дають эти времена. Въ самомъ дЪлЪ, эти корни суть. 


ау — У __ У — 29 . а" У \?— 29%. 
3 9 дя 9 9 

Припомннмъ, что сколько времени тВло употребляетъь на подия- 

че оть М до В, столько же и на падене отъ В до М. Пусть это 


й 2 1 
время — 9; сл., взявъ случай падев1я, имфемъ: ВМ == га 90% или 
и/ 
*- 


> 
м 
= 


1 ь 
2 _р— 063 
5 й 5 993, откуда 


И. 


9 
У : , 
Залфмъ, зная, что — есть время кульминаши, паходимъ, что 
9 


9 — 


= 


1 


меньний корепь, 4’, представляетъ разность между временемь кульми- 
пацш и временемъ, необходимымъ тфлу на прохожден!е вверхь раз- 
стоявя ВМ, сл$д.—время до кульминаии, въ которое т$ло находится 
оть точки А на высот® №; больший корень, д”, представляеть сумму 
временъ, необходимыхь т%лу на поднят!е вверхь до высшей точки В 
Черт. 38. { затфмъ на поден!о внизъ до М, слфд. — время посль кульминации, 
въ ЕОТорое тфло находитея оть А па высот #. 


нее --- 


Задача \. 


611. Озжь момента, въ который наблюдатель, столийй у отверстия колодца, 
выпустииль изъ рукъ камень, 00 момента, въ который услышанъ быль ударъ камня 
0 в0ду, прошло & секунда. Найти злубину колодиа, зная: 1) что звукъ распростра- 
нястся равнозньрно со скоростью 9; 2) что связь между пространствомь 1, 7100 
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деннымь при свободномь падеши, \ временемь @ падещя выражается формулою 


1 
® = > 907, здъ д-— ускореше тяжести. 


Решенте. Пусть искомая глубина колодца будетъь х; данное время # состав- 
ляется изъ двухъ частей: 


1) Изъ времени у, которое камень употребляеть на прохождене свободнызгь 
падешемь тлубины х колодца, причемъ связь между хи у выражается формулою 


1 
2 = 5. 92, изъ которой 


25 
9 —=\/-; 
9 


2) изъ времени 2, въ которое звувъ проходить разстояще х равномфрнымъ дви- 
женемъ со скоростью Ф, причемъ ло закону равномфрвато движен1я х = 2%, откуда, 


а=-. 


9 


Приравнивая 2--у данному времени $, имфемъ ур-н1е 


р. р 


Это уравнене — пиррацтональное; для р®шевйя его, пзолируемъ радикаль: 


9% Е 
9 К 
и возвышаемъ обф части въ квадратъ, что даеть послфдовательно: 
22 2 2 
“=й— +=» или 94? — 200 -- г Рой —0..... (3) 


ИзсльдовлантЕ. Ур-ше (3) не тождественно (2), нбо оно есть тоже, что ур-не 


э 2 
о. 


но послфднее есть результатъ возвышеня въ квадратъ какъ даннаго ур-н1я 


Е ИЕН ‚ 
9 $ 
такт и ур-я 
ВЕ 
9 р 


Чтобы корень ур-нЁя (3) удовлетворялт, данному ур-ню, нужно, чтобы онъ обра- 


Е 
шалъ разность $ — -; в® количество положительно, т. ©. удовлетворял бы нера- 


венству 
[> >0, иш х<#. 


Итакъ, чтобы корень ур-н1я (3) представлялъ отвфть на данную задачу, нужно, 
чтобы онъ былъ дйствительнымьъ, положительнымъ и меньше 9. 
Чтобы корни ур-в1я (3) были дфйствительны, необходимо н достаточно, чтобы было 


(е-| 96)° — 92 3.0, нап 957-399) 30. 


== 206 — 


Но каждое изъ количествь 9, © и & положительно, слфд. усломе дЪйствитель“ 
вости всегда удовлетворено. 


Затмъ, оба корня положительны, потому что произведене ихъ 9 и сумма 
2-9 
9 
<. Для этого въ триномъ, составляющй первую часть ур-вя (3), подставляемъ 
%& выфсто 2; получныъ: 99 — 2%(0-- фу -- 99, илн — 20%, результаль отрица- 
тельный, т. е. противуположнаго звака коэффищенту 9 при 2? въ трином% (3). Это 
значить, что 9 содержатся между корнами ур-ня (3), и сл6д. меньший корень <, 

и только онъ одинъ даеть отвфть на задачу. Ихавъ 


— положительны. Остаетоя убФфдитьея, будеть-ли хотя одинь изъ корней 


2= < — уя-ЕЗ) дин  @) 


Задача УТ. 


612. Построить ирямоуюльный треуольникъ, зная зо периметрь Эр и плошадь тя. 


Рьшенть. Обозначимь искомые категы буквами хи 9, а гипотенузу 2; най- 
демь уравнен1я 


И о 
А, оо © 
ду — т еее 0) 


Изъ (1) имфемъ х--у — Эр — 2; возвысивъ 0бф части этого уравневйя въ квад- 
рать и замфнивъ 27 -|- у? равнымъ этой сумм количествомь 2 (изъ (2)), получаемъ: 
2 -- 2ху — (2р — 2); или, замфчая, что по (3): 2ху = 4т?, находимъ, раскрывъ 
(2р — 2): 

2-47? — 490 — 4ре-| 27, 


9 — и? 
откуда #=2 О О 
р: 
Подставляя вместо 2 это значен1е въ ур. (1), нмфемъ: 
р р 
#Ру=Р пт еее. © 
Изъ ур-нй (3) и (5) вндно, что х и у суть корни квадратнаго уравневя 
— (р-ты Е рт — 0, (о. (6) 
з — ‚/(08 2.9 — Вуета 
откуда: {= РЕ УФ" А ЛЬ, 


Изсльдованте, Для дЪйствительности х и у необходимо, чтобы было 
(0з-Ё тз)з — 80". 0, или (0%-- 2) — (2/2. рт) 3.0, или 
(1 -- т? -- 2/2. рт)( ра - та — 23 . рт) 30 


т. е. оба множителя 1-Й части должны имфть одинаковый знакъ: но кажъ первый 
множитель положителенъ, то и второй д. 6. > 0; такимъ образомъ, располагая по 
степенямъ и, имфемъ неравенство 


т? — 2/2. р.т-- 0 
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Опредфляя корни тринома 1-й части, найдемъ: жж’ ==р(/2—1) и т”— (8-1); 
и какъ триномъ должевъ имфть знакъ перваго члена, то 2% должно лежать вн% кор- 
ней; итакъ должно быть: 


т 5 р(/2—1)..... (8), ми т -у...... 0) 
Когда то или другое изъ этихь перавенствъ удовлетворено, величины х ну бу- 
дутъ дЪйствительны. Но они должны быть и положительны; это такъ и есть, ибо 


| лат 
камъ видно изъ ур. (6), ихъ произведене 2% и сумма г — —положительвы. Что 


касается 2, то изь формулы (4) видно, что эта везичина всегда дфйствительна; но 
нужно, чтобы она была и положительна, а для этого необходимо и достаточно, 
чтобы было 

тр... ... о (0 


Другихъ условйЙ не существуеть; въ самомъ дфл, положительныя величины &, 
9, 2 удовлетворають даннымъ ур-мъ, но ур. (2) показываетъ, что большее изъ этихъ 
количествь 2, меньше суммы двухъ другнхъ (въ самомъ дфлф, 22, будучи = 5-9, 
меньше 22 -- у*-|- 2ху, или (2-9), откуда г<я--у), & слд. можно построить тре- 
угольникъ изь трехъ линй, мфрами кохорыхъ служать числа х, у и 4. 

Зная это, замфчаемъ, что неравенство (9), будучи не необходимымъ, противо- 
рЪчить необходимому неравенству (10), и потому должно быть отброшено. “Тогда 
останутся два неравенства одного смысла (8) и (10); но какъ второе изъ нихь за- 


ключается въ первомъ, то и заключаемъ, что единственнымъ условемь возможности 
задачи является: | 


т < в(/ 2—1). 

Это неравенство показываетъ, что наибольшая величина или талитип т есть 
2(/2- — 1); такъ какъ это есть одинъ изъ корней подрадикальнаго тринома, то посл хв:й 
при т = р(\/2— 1) обратится въ ноль, х и у сдЪлаются равными, а треугольникъ 
равнобедреннымь, такъ что находимъ теорему: Изь всьхь прямозлольныхь треуюль- 


никовь одинаково периметра равнобедренный импеть наибольшую плошадь (ибо при 
ваиб. значени т, и и? иметь наиб. звачен1е). 


Примьчане. Естибъ мы рфшили неравенства относительно р, то легко нашли бы 
подобнымь же образомъ, что: изъ всъхъь прямоуюльныхь треул-вь, имъющихь одина- 
ковую плошадь, равнобедренный имтъеть наименьийй периметру. 

ПострРоЕНнтЕ. — 
Пусхь данный периметръ № 
2р равенъ лини ММ, з 
а данный квадрать сто- 
роны т равень РОВЗ. 
Раздфаивь линю ММ 
пополалгь, возставимъ в5 
точЕЪ Т перпендикуляръ 
ТО = ТМ = р, и соеди- 
нимъ С съ №; изъ иря- 
моугольнаяо А МТО 
имфемь: МО-р\2. Опи- 
савъ изъ точки № дугу 
радусомъ — р, получимъ: 


Черт. 39. 


ОТ = 2(/2- — 1). Изелёдоваце намъ показало, тео для возможности задачи сторона 
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%% квадрата и? не должна превышать линиг ОТ’; беремъ для заданнато квапрата, 
сторону, равную ОУ < ОТ’. 

Стропмь 2 по формул (4). Для этого, взявъ прямую 0б—20, на половив% ея 
ПЕ опнсываемъ полукругьъ, наносниъ въ немъь хорду ЕЕ==т, опускаемъь периенди- 
куляръ ЕС на ОЕ, и 00- 
еднняемъ точки р и Е. Изъ 
прямоугольнаго треугольни- 
ка ШЕЕ имфемъ: ОЕ? — 
РЕ? — ЕР — р — т?; сь 
другой стороны: ОЕ? 
ТЕХЬС —= рх ВС; слф- 
доват. рх 00 — 1 — т?, 
откуда, 

ее ых = 2 
р 

ЗамФчая, что 
с@—р@ — 06—29 — 2, 
изъ ур-ня (1) видимъ, что 

Се —=-ру. 

Допустивъ, что САВ 
есть требуемый треуголь- 
никъ, имфемъ: 


Черт. 40. 


СА-+-АВ=з--у=6С@—=СА- Аб, откуда АВ= АС: слёд. уголь С треуг-ка АВб 
равенъ 458; приэтомь СВ == СО =. 


Поэтому въ треугольник ВСб@ известны сторовы СВ и С@ иуголь @; такъ что 
дальше продолжаемъ построев1е такъ: продолжаемь ЕС и беремь СК-— Сб, соеди- 
няемъ точки К и @ и опускаемь перпендикулярь СН на К@, который раздфлить 
прямую КС въ точк$ Н пополамъ. Не трудно удостовфриться, что въ разематривае- 
момъ случаВ СО > СН; поэтому, описавъ изъ С, кажъ изъ центра, дугу радуеомь 
СП, найдемъ, что ова пересфчеть линю К@ въ двухь точкахъ В и В’. Опустивъ 
изъ этихъ точекъ перпендикуляры ВА и В'А’ на С@, найдемъ два требуемые тре- 
угольника АВС и А’В’С; легко видфть, что они равны. Въ самомь дфлф, С@, равно 
и АА’ въ точкф Г дфлятся поколамъ; поэтому 


А —=АВ— А’С; а также СВ — СВ’. 


При усломн и — р(/ у 1) легко видфть, что будеть СР — СН, и задача имфеть 


одно рёшене: равнобедренный треугольяикъ СНГ. Наконецт, при т. 2/8 — 1) 
будеть СО < СН, и задача невозможна. 


Задача УТ. 


613. Вь данный полукру вписать жорду такъ, чтобы сумма ея длины съ раз- 

стоящемь отъ центра равнялась данной мийи т. 
Рьшенте. Пусть будеть АВ требуемая хорда, 

ОС ея разстояве отъ цевтра. По условно задачи: 


АВ-- 9ОС = т. 
Примемь за неизвфстное ОС-—; соединивъ А 
Черт. 41. съ 0, изь треугольника АСО получимъ: АС — УВ — 12, 


откуда уравнене задачи: 
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2/Н? — 22-- х—э. 
Это ур-ые ирраюональное; для рЪмезвя его, изолпруемъ корель въ первой части: 
2/8 — тие (1) 


и возвытаемъ обЪф части въ квадратъ; приведя члены въ порядокъ, найдемъ ур-ше: 


52 — Эта-- т? — 4—0 . ыы да, 08) 
Изсльдовлантгеи. Это ур-ше не тождественно съ (1), ибо оно получилось-бы п 
изъ ур-я: — 2/2 =т-—я..... (1), такъ что ур. (2), удовлетворяется 


хорнями двухъ уравнен!й: (1) п (1’). Поэтому, корни ур-нёя (2) только тогда будутъ 
удовлетворять ур-н1ю (1), когда онв дфлаютъ разность ж — положительною, т. е. 
котда < т. ЗатВмъ, необходимо, чтобы х было дЪйствительно, положительно п не 


больше В; при несоблюдеви послфдняго услов!я точка С будетъ лежать вн окруж- 
ности и потому не дастъ хорды. 


Итакъ, чтобы алгебранчесый корень х ур-в1я (2) удовлетворяль предложенной 
геометрической задач, нужно, чтобы было: х—дфйствительно, # > 0, «т, #< В. 


Но если х удовлетворяеть первымъ тремъ услов1ямъ, то оно удовлетворяетъ п 


ур-н1ю (1), а сл$д. Увя — 2*, равняясь дЪйствательному количеству т— <, также 


будеть дфйствителенъ, а слфдоват. будеть и < В. Такимь образомъ, предыдупя 
условя сводятся къ слёдующимъ тремъ: 


х дЪйств., х>0, д<т. 


Услове дЪйствительноети корней ур-н!я (2) выражаетея неравенствомъ: 
т? —5(т — 483) 3.0, или, по упрощени, 2? — 582 0, 


или (®--В /5)(® —В 5) = 0. 
Но первой множитель > 0, слёд. должно быть т— В /5< 0, или 


т 2 В 5. 
Отеюда три случая: 


Первый случай. ж > В /5. Ур-ше (2) будеть имфть корня мнимые: задача не- 
возможна. 


Второй случай. мт —= В\5. Ур-н1е (2) имфетъь корни дЪЙствительные разные: 


т 
ихъ общая величина равна —- 


.› ПАП 
я =-4” ВУ5 й 
5 
Это — величина дйствит., положительная п 


меньшая т — В/ 5, слфд. представяяеть р®фшеше 
данной задачи; ей соотвфтствуеть особое положене 


х 16’ 
точки С. Проведя въ точ Т) касательную ОЕР—2В, Е Р 
соединаемъ точки Е и 0: прямая ЕО будеть —= „77 \ г 
Ву 5; отрёзавъ оть нея пятую часть, ОК, отложимъ | 7 
ее на рад1уе$ Об: пайдемъ точку С: п хорда А.В1, р: 
будеть требуемая. Черт. 42 


Замфтимъ, что величина В/5 есть тазйтит 
данной суммы ш, ибо задача невозможна, когда т больше этой величины, но т 


14 
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можеть достичь этой величины, когда точка С находится въ С:. Итакъ сумма 


— ВУ5 
АВ-|- ОС достигаеть шахипитга — В У5 когда #= а . 


Третй случай. т < В\/5. Въ этомъ случа корни ур-ня (2) дЪйствительные п 
та В 


неравные; разсмотримъ ихъ знаки. Пропзведен!е корней ———- положительно, рав- 


но нулю, нлн отрицательно, смотря по тому, будетъ-ли я >, —, или <. 28, что не 
несовмфетно съ условемъ: т<В\5. Итакъ, этотъ случай подразд®ляется на три 
другихъ: 
| т > 28, 
т<вВ у 5 т=2В 
| т ЭВ. 


1. В <т<ВУ5. Корни ур-вйя (2) дфйствительные, неравные, и оба положи- 
тельны, потому что произведене п сумма ихь >0. Нужно знать, какъ они распо- 
ложены относительно 9%; а дня этого подетавляемъь т вмфето д въ триномъ (2); 
находимъ: 

51? — 212 -|- т? — 48а изи 47 — 482, или 4(7— В). 


Такъ какъ %® > 28, то этотъ результать всегда положителенъ, т. е. одного 
знака съ членомъ 5272, сяфд. т лежнтъ вн корней; и какъ полусумма корней, равная 


т 
Тб’ МЕьше т, то заключаем, что оба корня меньше т, слфд. задача имфеть 2 


рфшешя, выражаемыя формулою 
т 2 а 
= 5 = т УВ! — т. 
П. т=28. Произведеве корней разно нулю, слфд., одинъ корень =—0, другой 
уховлетворяетъь уравненю 


5х —4В—0, откуда х = — В, 


< № 


и задача опять имфеть 2 рфшеня, изъ которыхъ первое даеть хорду, сливающуюся 
съ дмаметромъ. 


ПП. т < 28. Корни ур-вая (2) дЬйствительные, неравные и противоположны по 
знаку, ибо ихъ произведене отрицательно. Чтобы положительный корень давалъ от- 
вфть на задачу, надо чтобы онъ быль < т. Результать подстановки т вм\фето х въ 
первую часть ур-н1я (2) — 4(7%? — В?); отсюда заключаемъ: 


1) Если т, будучи < ЭВ, вь тоже время >> В, то результать этотъ положите- 
ленъ, сл$д., т лежить внф корней, и какъ 20 положительно, то оно больше положи- 
тельнато корня, который, слфд., дает отвфтъ на задачу: задача имфеть 1 рфшене. 


2) Когда т— В, результать подстановки В выфсто 5 обрашается въ 0, а это 
значить, что В есть корень даннаго ур-н1я: задача имфеть одно рёшеше: х=В — 
хорда обращается въ ноль. 


3) Когда т < В, результать 4(т — В?) — отрицателенъ, слфд. т заключается 
между корнями, п потому положительный корень больше 2: задача невозможна, что 
очевидно, ибо уже АС-|. ОС, по свойству сторонъ треугольника, больше В, а АВ--ОС 
и подавно. 
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Резюме изсльдованая. 


т>ВУ5 . ... . Жих’ мнимы : 0 ршенй. 
= и В 5 
т—=ВУ5 .... . = = Ву даетъ 
тахппит для т : 1 рёшене (2 равныхъ рёшеня.) 
ты >В . ... 0<х<т; 0<х<т: 9 рёшевя. 
В... . #0; „== В, : 2 ршевя. 
„< ву5 тр... 1 рен. 
т 2Вт—=ВвВ ... УВ .. . 1 рее. 
| <В......... 10 ршев. 


Завлючаемъ, что когда и измфяяетея оть своего тахипит’а —=В\ 5 до 28, 
задача имЪфеть два рЪшен1я; при % меньшихь 28, но не меньшихь В, она иметь 
1 рёшев!е; при тж В, 
она невозможна. 

ПостроЕентеЕ. Про- 
ведя хасалельную ЕК — 
В, и соединивъ точки О 
и Е, получимъ  лявю 
РЕ=В\5. Затфыъ на 
касательной ПТ, отклады- 
ваемъ отр$зокь О@=—т, 
эзявъ его > 28, но < 
В \/5, и проводимь пря- 
мую @Н параллельно РЕ. 
Описавь изъ точки О 
дугу рамусомь ГЕ до 
перес®чен1я съ прамою 
@Н въ точкз Н, най- 
демъ: 


СН —= М5 — т; 
затвмь беремь  линю 
СК —=2СН: 

9К = 2/58 — т, 


н изъ точки @ рад1усомъ 
СК описываемъь  полу- 
окружность, которая пе- 
рес$четь прямую ОТ, въ 
точкахъ Ги Т‚; очевидно: 


01 = м — 2/58 — та, 
НЕЕ Черт. 48. 
О. =®-- 2/58 — ий, ы 
Остается отъ каждой изъ этихъь прямыхь отрфзать пятую часть. Беремъ 


ОТ == #8 — — ироводимъ ЭГи В1,, и изъ точки Т прямыя: ТР параллельно ЭГ 


14* 
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и ТР’ параллельно ЗГ; остается изт точекъ Ри Р’ провести параллели д1аметру ОЕ, 
которыя п дадутъь требуемыя хорды АВ и А’В’. 


Задача УПТ. 


614. Зная высоту РВ устченнаю конуса, ео объемь У и радбусь В, одною изь 
основан й, вычислить радусь х друпато основашя. 


Рьшенте. Объемъ конуса, усфченнато параллельно основаню, дается форму- 


лою: =ИВЗ-- Вай), н если данный объемъ У мы представимъ въ видЪ конуса 
той же высоты й, кавъ и искомый, съ рашусомь а основашя, т. е. положимъ 
1 : 
У = тай, то прямо получимъ ур-в1е 
1 1 
= (ВЯ -- Вз-- 27) = 3 7Й . @?, 
или 2-Е Ва В — а2— 0, (....... () 
— В = 44? — ЗВ? 
откуда = = . 


2 


Изсльдованте. Если предположать, что искомый усеченный конусъ состонтъ 
пзъ двухь конусовъ, сложенныхь вершинами, т. е. представляеть усфченный копусъ 
2-го рода, то нашли бы ур-ше 


2? — Ва-Р В — 42—0,. .(..... . . (2) 


отличающееся отъ перваго только перемфною х на —х: слфд. отрицательные корни 
ур-н1я (1) служатъ положительными корнямп (2), п потому даютъ рфшен!я 2-го рода. 
Зная это, обратимея въ изсяФдован!ю ур-нёя (1). Услове д\Ъйствительности его 
корней выражается неравенствомъ: 
3 


2 5 — 
Я 


. 


В, >38 в». 


В?. 
з 
4 4 


8 
Отсюда три случая: а ет В?, @—- 
< ь 3 : 
Первый случай: “< В? Корни ур-н1я (1) мнимы, п задача невозможна. 
м ы 3 
Второй случай: а? — Ут В2, т. е. при наименьшей величин а?: 


„д 0’ А’В’ В 
что даетъ усфченный конусъ 2-го рода, у котораго 
рад1усъ верхняго основаня вдвое меньше рад1уса 
нажняго основан1я. Это значить, что изъ вс№хъ 
усЪченныхь конусовъ 1-го или 9-го рода, которые 
можно ностроить на данномъ основан и съ дан- 
ною высотою, нанменьпий объемъ принадлежить ко- 
нусу 2-го рода АВЗВ”А”, котораго вершина нахо- 


й 


о жеь г 


` 
р 


© ----ь-аь 


дится на -— высоты отъ нижняго основан1я. 
Черт. 44. 8 


т в 3 : 
Третй случай: а? > — 82. Уравнене (1) пмфетъ корни дйствительные нерав- 


ные; ихъ знакъ зависить отъ послфдняго члена В? — 02; поэтому сл$дуеть различать 
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три случая, смотря по тому, будетъ-ли а?<, =, или >> В2, им$я въ виду, что когда 


3 
а? < В?, оно должно быть въ тоже время > В. 


3 
1. р В << В. Пропзведен1е корней ур-в1я (1) положительно, а сумма пхъ 


отрицалельна (— — В), слЪд. оба корня отрица- 
тельны и даютъ два рфшеня 2-го рода (2) п 
(>), которыхь вершины расположены по ` 06% 
стороны точки 5 (1). 

23. а2— 82. Ур-ше (1) иметь корни: 


1—0, —=— В. 


Второй корень даеть усфченный конусъ 2-го 
рода (3), имВюцЙ вершину въ срединф высоты; 
первое рфшен1е даеть полный конусъ (3’), кото- 
рый по произволу можно разсматривать или кавъ 
усзченный 1-й рода, пли вакъ усфч. кон. 2-го 
рода. 

3. а?> В?. Пролзведеше корней ур-ная (1) 
отрицательно; слЪд. одивъ воревь положителенъ, 
а другой отрицалеленъ: первый даетъ усфч. 5о- 
нусъ 1-го рода, второй — 2-го рода, какъ на 
черт. (1). 

Если тенерь помножить об частн предыду- 
щихъ равенствъ и неравенствъ на 59 чтобы 
ввести данный объемъ У, то все изслёдоване 
можно резюмпровать такъ: 


(2/) 
(5) \ | | 
Черт. 45. 


Резюме изслюдовиня. 


У ——=ВА. . .. == даетъ 


шили дла У. 


28... .. о. Я ы 2” мнаыы : 0 р$шенй. 


1 р$ш. 2-го рода. 


У <= ВА,. .: 2х0, < О : 2 р5шешя 2-10 рода. 


У > + пВ2й У — -хВЯр. .: Я—=—В, ;—0 


2 рЬшенйя 2-го рода. 


1 
У. 3 = 8%. 1:70, 0 : трфи. 1-10 и1 рфш. 9-го рода. 


615. ИзсльдовантЕ измъьнинтя овъЕма У. Дша объема У мы нашли 


формулу: У = ай -- Вх -- В*), которую можно надисать въ вид 
о 


У («+ 


Это весть квадратный триномъ относительно 5; 


нзучене его лзмёневйЙ при изм%- 


ненш 2 оть — СО до -|- ОО приведеть насъ къ вышенайденныме результатамъ, но 


кратчайшимь путем. 
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Даемъь д-су сначала значення отъ © до -|- со, и вычиеляемь соотвётетвуюния 
значен1я выражен!я въ квадралныхь скобкахъ; помноживъ каждое изъ этихъ значений 


1 : 
на, $37, найдемъ измфненя объема У. Тоже самое дфлаемъ, измфняя х оть0 до — со. 


Такимъ образомь получаемъ двф таблицы измфневй У: для положичельныхь п дал 


отрительныхъ значен!й хм. 


} В 
а бе В о о 
у | - 
т.м... <... <... < 
3 
У „ 5 "ВЯ. г © < "в Е < =В%. .. << 
ей Оке сы а а >в... >-ф©® 
У 3 
а од о Вы, © пе О 
зо! 
У |1, г = + ПВА < . кВ (.. < 


1 
Итакъ конусъ перваго рода неограниченно возрастаетъь отъ 3 "Вай до безконеч- 


1 1 
ности; конусь втораго рода сперва уменьшается отъ 3 "В до "А, потомъ увели- 


1 1 
чивается до, проходя два раза черезъ всф величины между Ч пВ2 и т &Вй; 


а затЪмъ продолжаетъь увеличиваться проходя разъ черезъ каждое значене отъ 


Сев до -|- со. 


Представимь эти измфнен!я объема кривою. Для этого наноспмъ положительныя 


ЯР 


9, 
7 


< .--7 


значеня х`ло оси 2 вправо 
отъ начала, 0, отрицательныя— 
влфво оть 0. Въ конечной точкЪ 
каждаго значен!я х проводимъ 
перпендикулярь въ оси 2х, и 
откладываемь на немъ величи- 
ну фунвши У. Соединивъ вер- 
шины ординатъ, получимъ ца- 
раболу, пзображающую нагляд- 
но изм$невя У. Эта кривая 
показываеть: 

1) Чтобы найти значеше 
У, соотв%тетвующее данному 
значеню 1, нужно нанести 5 
на ось 2х вправо пли влЪво 


оть точки 0, смотря по знаку 2-са, п провести ординату кривой, соотв тствующую 


взятому значеню 5. 


2) Чтобы найтн значене 2, соотвфтствующее данной величин% У, нужно пере- 
сЪчь кривую параллелью оси 2х, взятою на разетоянш отъь хх, равномъ значению У, 
н построить абсциссы точекъ пересфчен1я этой параллели съ кривою. 
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Такимъ образомъ легко видфть, что задача не имфетъ рфшен!я, когда У меньше 


1 2 
"В, ибо кривая не нифетъ точекъ, которыхъ ординаты были бы меньше чт; 
р 1 В 
чго наименьшее значене У сеть. иНЗЙ, и что оно соотвфтетвуеть 2=— 5; чо У 
В 1 2 
принимаетъь два раза кажное значен1е между "В из В» при двухъ различ- 
В 
ныхъ отрицательныхь значев1яхь 2, одномъ, содержащемся между Он — 5 › 


В с 
гомъ — между — ни — В; это — усфченные конусы 2-го рода; что наконець, при 
х-хь большихъ нуля и меньшихъ — В, задача принимаетъ по одному рёшен1ю — въ пер- 
вомъ случаЪ 1-го рода, во второмъ 2-го рода. 


Постровнте. Возьмемъ случай: @ > В, когда задача имфеть два рфшев\я — 
усВченаые конусы 1-го п 2-го рода. Верхн!я основаня ихъ имфють ращусы, выра- 
жаемые формулами: ` 


В, в 
м У 
я — о а р 


Взявъ линшо 00’—й, проведемъ къ ней въ точкахъь О н 0’ перпендикуляры уу и 
#2’; на первомъ оть точки О отложимь ОД = ОА’= В, на второмъ отъ точки О’ ли- 


Черт. 47. 


ню О’В = а, а на продолжеши ея лин ВО” —В. Изъ точки О” радлусомъ О”В 
оппеываемь полукругь, въ которомъ вписываемъ сторону правильнато треугольника 


ВС, и дфлимъ ее въ точк® ПО пополамъ; лия во= у. Описавъ на а нолувруж- 


пость, наносимъ въ нее хорду ВЕ-= ВО ин соединяемъ точку Е съ 0’: очевитно, 


2% 
0’Е — а? — ив) . ЗатВмъ, описавъ изъ точки Е радусомь ЕР — ЕЕ” А 


позуЕругъ, получимъ окончательно: 


ор а (98) ое ви, 


— 216 — 


Нанеся линш О’ п О’Е’ ва лин1ю 0’О”, получимъ: 0'1—7, 0—7. Остается. 
соединить Г съ А, а Есъ А’ и повернуть чертежъ около оси 00’: вращене дастъ 
искомые конусы. 


Задача 1Х. 


616. Построить треузольникь, зная ею сторону а, соотвьтствуюнию ей вы- 
соту 1 и радусь В, описаниоло круиь. 


Решентв. Пусть неизвестных стороны будуть хи у. По извфетнымь теоре- 
мамъ геометр!и имфемъ: 

ВОВА: / (вута (руа) (аб [2—9 

‚2 2 2 р 2 
Возвышая 0обЪ части 2-го ур. въ квадратъ, найдемъ: 
дара — [(е-[- 9) — а [08 — (2—9). 
Примемьъ за вспомогательное неизвфстное сумму #--у==3; д цу будутъ корнями 

уравненйя 


Х— Хх -- 2—0 „........ (1) 
Для опредфленя з имфемъ соотношене 
4921? — (58 — [а — (52 — 881) |, 
ви 81 — 9(а* -- 481)? -- @* -- 4а72 -- За ВА —=0 ... . . (2) 
Рьшая это ур-ве относительно 5%, найдемъ, что подрадикальное количество = 
(482 — а*). 41: оно положительно, если а< 28. Еели это услоше выполнено, оба 
значения 52 дЖйетвительны; они и положительны, ибо произведене и сумма корней 


ур-шя (2), разсматриваемато каБъ квадратное, положительны; слфд. 3, при условии 
а< В, иметь всегда два положительныя значевя, именно: 


в = Маз 4 - 2/48 — ая = у-ва), 
полагая Я — /4 В? — а. 
Рёшая зат$мъ ур-не (1), находимъ: 


р у 21 (28, а) +5 Уа-- 2% (—28=а), 


Е ъ Ия @в=а) —5 У 5 (ва, 


полагая, что х> у, что позволительно; въ этихъь формулахь нужно брать передъ 4 
нли верхне знаки выфст%, или ниже!е выфстВ (въ силу ур ши у==287). Тавимь 
образомь имфемъ: 


= {Умов + уз С-вЕ-Еа } м 
и=ъ(Мя-эев-а — уафай-аи-а } 

в=з (УЕ а -- Умка) С т 
№= (М0) — ура } | 
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Изь этихъ формуль выводимъ слФдующия завлюченя. 


Въ системф (3) рёшев! первый корень всегда дЪйствителенъ; чтобы и второй 
быль дфйствителень, надо, чтобы было 


а 
2.121 (—28--а откуда й 
ай -|- 2% ( а) >0, уд < ва г 
Система (4) рёшен! будеть дЪйствительна, если подкоренное количество подъ 
вторымъ р будеть положительно, т. е. если а?— 21 (28-9) >0, откуда 
< (28 Е а), Въ этомь предфлф заключается первый. Умножая оба члена второй 
части неравенства на 2В, — 4, имфемъ: ; 


(ЭВ, — а) 2в—а а 


< 548 —@) —@)' или й ах, или <В—5 ы 
Итакь, задача иметь два ръщешя, если д < В — - . 
Если а — 21(28 -- 4) < 0, но @— 21(28 — 4) > 0, огкуда 
а? о? 


28—24 >"> 268-28’ 


то система (4) даеть мнимыя значешн для дн у, а система (3) дЪйствительныя; 
заключаемь, что при усзовш 


а а 
задача имфетъ одно рюшеще, выражаемое корнями 2; п 1. 


а 
Нахонець, если # > В-- 5» 10 обЪ сиетемы (3) п (4) мнимы, п задача невоз- 


можна. 

Эти результаты легко обнаружить на чертежф. Описавъ вругъ радфусомъ В, про- 
ведемъ въ номъ хорлу ВС— а, и въ ней пер- 
пендикулярный д1амегрь ММ; ОХ=/0в?—В\—= 


а? 
\/ ®— 2’ сл%довательно; 
а=20%, 5 =01. 

а л ы 
При й<Е—-, т, е. при д < ОМ’ — 0%, 
илн при # < ХМ’ существують дв точки Ап 
А’, распохоженныя въ разстояын 1 оть ВС, по 
чу и но другую сторону отъ ВС и лежанйя на 


данной окружности; слФд. задачЪ отвфчаютъ два 
треугольника: АВС и А’ВС. 


Если В— ь < 8 <ЕВ - 5. т, е. если Черт. 48. 


№М’< < ММ, одинъ треугольникъ А”ВС отвфчаеть вопросу. 
Наконець, если й > ММ, то невозможно вписать въ окружность треугольникъ, 
выеота котораго была-бы — й, н задача невозможна. 
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Задача Х. 


617. По данной плошади му 3 и периметру ва шестилольника, составленнало 
тремя равными равнобедренными треуольниками, построенными на сторональ равно- 
стороннязо треузюольника АСЕ, какь на основаняхжь, найти сторону АС этою пра- 
вильнаю треуольника. 


Роша _Занфтимъ прежде всего, что шест угольникь можеть быть двоякаго 
вида, смотря по тому, будутъ-ли равнобедренные тре- 
угольнивн построены вн треугольника АСЕ, или вну- 
три его: въ первомъ случаф будемъ называть шести- 
угольникъ фигурою иервазюо 10да, во второмъ — вто- 
репо рода. 

Пуеть АС —=25; АВ—а; ур-в1е будетъ 

‘т МЗ ==ай У ЗЕЕ 32 \/а? — 27, 

причемь знакъ -| относится къ шестугольнику 1-го 
рода, знакъ — въ фигур 2-го рода. 


Разд$ливъ 06$ части на Уз, 3, и изолировавъь ра- 
дикаль имфемъ: 


т — д == 2 УЗ(@ — 2). 
Изследовлите. Для того, чтобы вторая часть была дЪйствительною, необхо- 
димо, чтобы существенно положительное количество х содержалось между Она; 


зат$мь, смотря по знаку разности % — 3, различаемъ, какой родъ шестугольника 
отвфчасть вопросу. 


Возвышая 06% части въ квадрать, получниъ ур-н1е, отвфчающее задачЪ въ са- 
момъ общемъ ея смыслЪ: 


(% — 27) — 3(4 — 2), 
или, приведя въ порядовъ: 


24 — (п 32? -|- ий —0, 
откуда 


1 
2 = (+= Убт рай /— т 804) ге. к. 20 


Различаемь два случая; т > 0 ни ж<.0, что возможно, ибо можеть случиться, 
что въ шестугольник$ 2-го рода площадь каждаго изъ раввобедренныхь треугольни- 
вовъ будетъь больше площади равносторопняго треугольника. 


1-й случай: ж_>0. Первое подкоренное количество > 0; чтобы второе было 
не меньше 0, надо, чтобы было — 21-34? > 0, откуда 


п < РУ В 
Кавъ скоро это услов!е удовлетворено, значення х, выражаемыя формулою (1), дй- 
ствительны; а какъ абсолютная величина перваго члена въ скобкахъ больше втораго, 


то положительных значев{я х, которыя только и отвфчають на вопросъ, будуть: 


1 > 
| = (вт Е За — /—Эт-[ 302), 


2 — (вы Ез@-- /—2т- 3а?). 
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‚и задача имфеть одно р$шен!е; 


1. При 0% пыфемь: 21 = =“ г 


р 


соотвфтетвующий шестугольннкъ — правильный. . 
8 > : . 
П. При ж< 5 9 вопроеъ имфетъь два р%$шенйя: существують два шестуголь- 


ника, отвфчающ!е вопросу, и чтобы опредфлить ихъ родъ, надо знать знаки разностей 
и — 218 п Ж— 25%; но какъ г, > х|, то опредфлимь сначала знакъ т — 2›?; имфемъ 


4лт- ваз 2\/(бт-+ За) (—9ли + 302) __6т—За?— (бт 3а?){—2т+ За) , 
16 Ве 8 
Пусть сперва 67% > 3а?, тавъ что 


т——т— 


а? За 
5” <т< —5 


об» члена дроби можно умножить на положительное количество 6т — За? -|- 


У(6т — 3а?)(— Эт 3а?), п разематривать только чнелителя, отъ котораго зависить 
искомый знакъ разности; но числитель, по упрощен! и, даетъь 487? — 48и?т, или 48т. 
(т — а?): эта разность положительна, если т >> ай. Сяфд , если 


<< ва 


то т — 127 > 0, и подавно т — 21*>0 ибо, 21 < 1); сад. оба шестигольника от- 
вносятся въ 1-му роду. 


а . 
При т = а*, имфехъ, 2) —а, 2 —=5,› 1 06% шеспугольника превращаются въ 
= 


правильные треугольники: 1-й 
я. совпадаеть съ треугольни- 
комъ АСЕ; 2-й 2; ныфеть сто- 
роны (24) вдвое большйя сто- 
ронъ треугольника АСЕ, ибо 
2я — а. 

Когда т заключается ме- 
жду а и 0, шеспугольникъ, 
соотвфтетвующИ корню хо, 
будеть 2-го рода, ибо т— лу? 


<0. Что касается разности Черт. 50. 

1 — 41°, то она одного знака, 

съ выражещемь бт — 3а*-| /(бт-| 3а2)(— 2т-[ 302) ......... (2); вл. 
а? 

положительна, еелн т > 5» Ш оетается положительною, вели т содержится можду 

а? в? 


э и 0, ибо при ж< 5, откуда 32— 6% _> 0, умножая выражен1е (2) на поло- 


жит. количество 


За? — бт -|- /(вт-- 3а*(— Эт - За), 


не пзыфнимъ его знака; но это произведене — 


(бт -|- 34?) (— 2т -- 342) — (3а* — 6т)* —= — 48т8 --- 48а?т — 48 (а — т), что >> 0, 
а? . 
ибо т 5: Итанъ, во всемъ этомъ нитерваляЪ шеспугольникъ, соотвЪтетвуюнщий кор- 


ню 2\, будетъь перволо рода. 
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2-й случай: т < 0. Чтобы корни были дЪйствительны, нужно чтобы было 
а? 
6т -- За? > 0, откуда т. = — Р. 


Величина перваго члена скобокъ въ формулВ (1) будегь меньше втораго члена, 
и потому положительные корни, отвфчаюние вопросу, будуть; 


1 
д: = = Убт— За 1 /—2т За’), 


х» — н (-- Уёт- за*-Р /— эт — за). 


Оба соотвфтетвуюне шестугольника относятся во втораму роду. 
Въ частномъ случаф: 
‚С т—0 имБемъ 


я =0, а = 


а\/ 3 
р 


Если положимъ, что т 
ирнближаетея къ нулю, оста- 
ваясь положительнымъ, 6-кЪ 
1-го рода, соотв тетвующй 
х,, имфеть видъ (черт. 1), 
а 6-къ 2-рода, соотв тетву- 
ющ х,, имфегь видъ (черт. 2), разнащея оть 1-то только расположенемъ вер- 
шинъ относительно правильнаго треугольника АСЕ. 


Черт. 51. 


Резюме изсльдованя. 


3 : 
т > ... 19, мнимы . . . 0 рфшенй. 


ии с: ЗЕЕ =“ ‚" .. . 1 р8шене (перволо рода). 


#й<т< ое . ж>0, 44 >0 . . . 9 р%6ёшешя (первао рода). 


о<в<т. . . ж>0,1,>0 . . . трфи. 1-го рода, 1 ри. 2-го р. 
2 
—5 <т<0. . . ж>0, 4>0 . . . 2 рёшенше (2-го рода). 
Задача ХТ. 


618. Шарь радлуса г лежить на плоскости; на той же плоскоспиь поставлен 
хонусь, которо рафусь основащя равень В, а высота 2т. На какомь растоянии х 
озть данной плоскости нужно провести паразллельную ей плоскость, чтобы объемы, 
содержаииеся между объими плоскостями, были равновелики? — Изслюдовелть поло- 
жене спкушей плоскости относительно центра шара. 


Рьшелтге, Объемь сферическато сегмента, имфющаго высоту 1, выражается 


1 р . 
формулою 5 пл(3т — 2). Объемъ усфченнаго конуса, у котораго рал1усы основа й 


суть В ну, & высота я, выражается формулою = (В -- У -Р Ву). ЕромЪ того 
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между 2 и у имфемъ соотношене у:В — (2^ — 2):27, при помощи котораго можно 
изъ предыдущей формулы исключить 9; найдемъ 

1 1272 — бух -- 4? 

1 при. 127—672, 

3 47 


Уравнен:е задачи, по сокращенш на з п, будетъ 
4117 (37 — <) = ВЗх(а? — бт -Ё 195). 


Ршеше х==0 не соотвЪфтствуетъ задач, пбо оба объема обращаются въ нули; 
остается квадратное ур-ше 


(В2-|- 47?) х? — 6*(В?-|- 2) д-Р 128472 —0. ... . . (1). 


Изсльдовланте. Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы х было дЪй- 


ствительно, положительно и < 2+. Услов!е дфйствительности корней выражается не- 
равенствомъ 


972 (В3 -[- 21°)3 — 12В273(Ва -[- 479) 3.0, 
которое по сокращен на положительное количество 378 и по упрощен1и даеть 
— В — 48372 -|- 124 50... (2). 


В | 
Позоживъ 5 --т, находимъ, что 7% должно заключаться между корнями ур-н!я 
ий - 41 —12=0; 
и какъ, сверхъ того, 77? д. 6. >0, также какъ и 7, находимъ, что должно быть 
А с ео Е рь дока 0 


При соблюденш этого условя, корви ур-нйя (1) д®йствительны; во онл и поло- 
жительны, такъ какъ ихъ произведене и сумма положительны. Чтобы узнать, какъ 
расположено количество 27 по отношен1ю к%$ корнямъ, подставимъ въ первую часть 
ур-ния (1) 2г выфето х. Найдемъь въ результатв 47?(В2-|- 47?) — 1272(В2 -|- 212) 
128%? или, (В — 2/8) 473. 

Но въ снлу неравенства (3) заключаемъ, что первый множитель этого произве- 


ден1я отрицателенъ, когда корнн неравные; и обранается въ ноль при развныхь 
корняхъ. 


Этотъ крайв! случай означаетъ, что 27 есть величина дфйствительныхъ равныхъ 


корней при услони Ву 2. При дЪйствительныхъ же нераввыхъ корняхъ, 2 за- 
ключается между корнями, сл. больш! корень не соотв$тствуеть вопросу, меньпий 
даетъ отвЪть на вопросъ: задача имфеть 1 рЪшен!е: 


3(В?-|- 27) — /3(1271 — 482 — 61) а) 
: т и бо нь Ш . 
619. ИзслБдоване положеня сфкущей плоскости относительно центра шара. 


Съ этою цфлью опредфлимъ знакъ, принимаемый первою частью ур-ня (1) при за- 
мфн% х количествомъ 7. Находимъ 


=’ 


7182 — 872); 
слфд. пока ТВ? < 872, рфщене (4) меньше х, в лотому сФкущая плоскость и данная 
лежать ло одну сторону отъь центра; если 78? — 8х2 —0, то ж--х; ефкумая пло- 


скоеть проходить черезъ центръ; наконецъ, когда 7В2`>> 872, сФкущая плоскость про- 
ходить надъ центромъ. 
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Задача ХИП. 


620. Зная радбусь В, шара чу полную поверхность Эт? виисаннаю вг нео ци- 
линдра, вычислить радусь основаая ‘и высоту цилиндра. 


Рьшенте. Обозначимъ буквою 2х ращусъ основав!я, а Зу—высоту цилиндра; 
ур-н1я задачи будуть 


же 2ху т. . . . . (1) жи — в... . . (@) 
Изъ перваго имфемъ: 


7712 — 2% 
а подставляя эту величину 9 въ ур-н1е (2), имфемъ 
5% — 9(9п? -- 28) -- т — 0... . (4) 
2 2 /(н 1 282) 504 
отвуда за С“ ные ой (т 0) 


Взявъ со знакомъ -- корни квадратные изъ второй части ур. (5), получимъ два 


значен1я дяя д, а подетавивъ ихъ въ формулу (3), найдемъ для каждаго изъ нихъ 
соотвфтетвующее значене у. 


ИзельдовлАнти. Чтобы значеня д и у, выведенныя изъ ур-н! (3) п (5), 
давали отвфть на вопросъ, необходимо, чтобы они были дфИствительны, положи- 
тезьны и меньше В. 


Чтобы значен!я 2? были дйствительны, должно быть 


(виа —- 283) >50, или 7-22 т? 5, 
или аня. УЗ В В В () 


Когда это услове удовлетворено, величины 5% будутъ дфйствительны; они будутъ 
ни положительны, пбо ихъ сумма и произведене положительны. Но чтобы какое-либо 
изъ значенй х отвфчало на задачу, необходимо еще, какъ видно изъ ур-вя (3), 
чтобы оно было меньше т, для того чтобы соотв$тствующее зиачене у само было 
положательно. Другихъ условй нфтъ: ибо какъ скоро дЪйствительныя положитель- 
ныя значення х и у удовлетворяютъ ур-н1ю (2), въ сплу этого уже величины эти 
меньше В. 

Теперь необходимо опредлить, сколько значенй 2% содержится между О п *?, 
& для этого подставимъ т? вмфсто 2 въ первую часть ур-н!я (4), какъ квадратнаго 
относнтельно 2%. Результатъ подстановки есть 471?(т? — В?). Должно просл®дить изм$- 


. : 5-1 
нешя т? оть О до В?, п затфмъ отъ В? до шахипиш’а 72, равнаго В2. ее. 


Т. т? < В. Въ такомъ случа 4тй(т? — В?) < 0; сл$д. одно, и только одно, 
значене д? меньше 7?, другое >> т?: задача нифетъ одно рфшен1е; значене х, его 
дающее, таково: | 


ва [288 — Мб -- 288): — 54 
== 5 ; 
П. т — В?. Результать указанной подстановки обращается въ ноль, а это зна- 
чить, что одно изъ значенй х есть т или В; соотвтствующее значен1е у равно 
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нулю; цилиндръ обращается въ два своп основан!я, сливающяся съ большимъ кругомъ 
: В? 
шарь. Что касается другаго рфшен1я, то оно есть: 2% — $’ откуда 


_ ВУ5 _ 2ВУ5 . 
аа, а о 


это — цилиндръ, подобный литру (мЁрф жидкостей). Это другое значеше х получаемъ, 


; ты 4 
замфчая, что пропзведене двухъ значенй 2%, въ силу ур. (5), равно и или, въ дан- 
4 


В 
номъ случаф, 5 


Ш. < то. р * Въ этомъ случаВ 4?(и? — В) > О, и слёд. или 


оба значешя 4 меньше 27, или оба больше 7; но поелфднее предположене невоз- 
. 25 нА 
можно, ябо проязведете обонхъ значенй 17°, т. е. = меньше 74. Заключаемъ, что 


5 


когда 77? содержится между В? и В*. у 2” Задача всегда имфеть два рёшеня. 


1. тва, УЗ 


В: т. е. своей наибольшей величнн№. Оба значення 49 въ 


71 —|- 28% 
5 


этомъ предфльномъ случаф равны ‚ или, замфняя 77? его величиною, нахо- 


димъ: 22 — В?. ва, откуда, 


5+1 
полная же поверхность цилиндра — 218 . Е т. е. она равновелика боковой 


поверхности цилиндра, имфюжаго основанемъ большой кругъь даннато шара, а высо- 
тою сторону правпльнато звзднаго десятиугольника, вписаннаго въ этотъ круг. 


Е в . 
У. т> в. ть для х получаются мнимыя значеня, слфд. задача не- 


возможна. 


Если теперь назовемъ полную поверхность цилипдра буквою 3 п помножимь на 
2" предыдущ!я неравенства и равенства, можно все пзолфдован1е резюмировать са$- 
дующимь образомъ. 


Резюме изслъдоваия. 


3 < 2. . . . . задача пыфеть. . . 1 р%шеше. 

8 — 218%. ес 9 р%ёшешя. з 
ЗВ В вв 5 Т.е 

8= 8/51). ....... о. . 1 ревю. 

$> "82/5 --1)......... о. О рёшенй. 


Примьчаще. Если въ ур-няхъ (1) и (2) перем$ниыъ у на — 9, то легко ви- 
дЪть, что ур-не (4) можно истолковать, полатая, что вифето полной поверхности 
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цилиндра дается разность между суммою его основан и боковою поверхностью. 
Можно бы было повторить изслфдоване предыдущей задачи, называя рфшен1ями вто- 
раго рода — р5шен1я, отвфчающия измфневной задач»%. 


Задача ХП. 
621. Вычислить стороны прямоузольноло треулольника, зная ею периметрь 9 


и сумму 8 зитотенузы % высоты. 


Рьшенте. Пусть булуть хи у — искомые катеты, # — гипотенуза, % — со- 
отв тствующая высота. Ур-н1я задачи будутъ: 


у 2—2; еи—8; Р-Р; ду—иг. 


Изъ перваго имфемъ: х'-|- у*-- Эжу — (2р — 2)*—4* — 4ре-- 2”, пли, въ силу 
третьято п четвертаго ур-н1й: иг — 21? — 292; но и = —#, сл. 


2($ — 2) —= 2р* — Эра, или 2 — (2р | З)е- 2% =0 ... (1) 

Найдя 2, для опредфленя х н у получимъ ур-н!я 

у=ж0—е п 29=(5-д.ь№, 
откуда видно, что х и у суть корни ур-в!я 
Х — (2р— Эх - (3 —2:=0 ....... ЮВ 

Изслвдовантв. Чтобы корни ур-вая (1) были дфйствительны, надо, чтобы 

(20 -- $) — 82? > 0, откуда | 
8> 22/2 — 1). 

Пусть это услове удовлетворено; тогда оба корна ур-н1я (1) будуть и положи- 
тельны, ибо ихъ произведеве (24°) и сумма (2р-!- 8) положительны. Но больший 
корень долженъ быть отброшенъ; въ самомъ дфл$, высота и есть количество суще- 
ственно положительное, а изъ ур-я + —= $ — 2 видно, что для того, чтобы было 
и >> 0, необходимо, чтобы было г < 35; но большй корень больше полусуммы кор- 


5 5 
ней, равной 2+5, а само количество р -- `э больше 3, ибо для возможности тре- 


8 
угольника, очевидно, необходимо, чтобы было р > — Что касается меньшаго корня, 


то онъ будетъь меньше 5, если результатъь подстановки 3 вмЪфсто 2 въ первую часть 
ур-ная (1) отрицателенъ, что приводить въ неравенству 


— 2) т < 0 ими Вр. 


Кавъ скоро это услов!е удовлетворено, то будеть удовлетворено и услове дфй- 
ствительности корней, ибо 


р> 22(/2— 1), пли 82>2/2, ниш 98. 


Итакъ, для 2 получается одно значене: 


„— РЕ 8— УР 8 — 82, 
== 2 


съ условемъ: р << 969. 
Услов!е дйствительности корней ур-н1я (2) ееть: 
(2р— =) —4(3—#)/ 30, пли 52 —4=/(р-- 3) |-47* 50, 
или, въ силу равенства (1), | ь 
52(2р-- 3) — 10° —42(р-- 8) Р4м 3.0, шли (6р-р 8) — 6% > 0, 
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откуда, "У _ 6. 
6р-- 5 
бо? 
Итакъ, чтобы х иу были дфйствительны, необходимо, чтобы ее: было меньше 


меньшаго корня ур. (1); для этого же необходимо: 1) чтобы результать подстановки 
В выфето в въ первую часть ур. (1) быль> 0; ин 2) чтобы приэтомъ В 
было < меньщаго корня, что въ свою очередь требуетъ, чтобы было Г <: . 
Подетановка даетъ: 
36: — 61*(6р —- 5)2р | $) — 2р”(6р-`- $)? — 36р: — 246рз — 45а 
= 45°(9р? — 65р — 5), 
этотъ результаль д. 6. > 0. Замфтивъ, что р вЪ самомъ д$1$ «< м за,- 
ключаемъ, что для дфйбтвительности х и у должно быть удовлетворено неравенство 
— $ — вр > о, 


вмЪст® съ услонемь р < 5 < 9. 
Отеюда находимъ, что при В = 82(/ = 1) гну будуть дЪйствительны; а зам$- 


тивЪ, чт0 2’ «ри >>, находимъ, что сумма ру, равная Эр — г’ и произве- 
деве ху, равное (3 — 2')г’, положительны, сл. д ин у положительны. 


Итакъ, услов1я возможности задачи таковы: 
<<, Заз. 
Но Зр (/2— 1) <2»р, ибо это неравенство тождественно съ 13 < 25; сл$д. условя» 
необходнмыя и достаточныя для возможности задачи, приводятся къ: 
р<8 = 32/2 — 1), 
причемъ задача имфеть одно ръшеше. 
Отсюда, между прочимъ, завлючаемь, что тахипит $ — Зр(У бы 1); при этомъ 


1—9; слбд. изъ веюхь прямоулолтныхь треугольников» одинаковало периметра равно- 
бедренный ммъеть наибольшую сумму типотенузы съ соотвьтетвуюниею высотот. 


я - Задача ХУ. 


ды 


622. Вписать въ данний полукру прямоуюльникь, зная сумму р ео основашя 
16 высотин. 


Рьшенте. Пусть будуть: В —радусъ даннаго круга, 2% — основав1е и у вн- 
сота искомаго прямоугольника; ныЖемъ непосредственно ур-н!я: 
я 
У--2%=р. .... а) ЕЕ а в) 
Р%шая первое относительно у, имфемъ: 


У ое а ме) 
Подставляя это выражеше у въ ур-ше (2), найдемъ: 
ба — ара -Р р — В =0. (С) 
9р — \/5 В: — р 2 
откуда, ее > п р Е 


ЗатЪиь у вычисляетея по формул (3). 
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ИзсльдовантеЕ. Въ этой задач будемъ разсматривать и отрицательныя зна- 
ченя 1 и у. Когда х и у будуть положительны, будемъ называть р%шен1е — рфше- 
немь перваго рода; оно будеть вторахо рода, если при х< 0 будеть у>> 0, т. е. 
когда дана будетъ разность между высотой н основанемъ; наконецъ, рёшенемъ третьяго 
рода называемъ то, когда х>0, ау 0, т.е. когда дана разность между основяа- 
в1емъ п высотою. 


Уелове дЪйствительности х выражается неравенствомъ 


5 ву5. 
ЗатЪыъ, изъ ур-в1я (4) видимъ, что оба значеня х будутъ положительны, или 
одно позожительно, а другое отрицательно, смотря но тому, будетъ-ли р больше, или 
меньше В. Съ другой стороны, изъ формулы (3) заключаемь, что положительному 5 


будетъ соотвфтствовать положительный у, когда 5 =. и отрицательный 9, когда 
2 


&> >. Въ тавомъ случа», нужно знать результать подстановки 2. вместо х въ 


= 


: д — 48? 
нервую часть ур-вя (4). Этотъ результатъь — к = слфд. надо различать три 


случая: р < 28, р—= ЭВ, р > ЭВ (послфдый случай возможенъ, ибо 2В, меньше Ву 5). 

Итакъ, количества, подлежания раземотр$н!ю, въ порядкЪ возрастающихь вели- 
чинъ, таковы: В, 28, В/5; мы должны измВнять р: оть О до В, отъ В, до ЭВ, ни 
навонець оть 2В до ВУ5. 


1. р< В. Произведеше корней ур-н1я (4) отрицательно, сл. одно значеше х 
положительно, другое отрицательно. Отрицательной величинЪ х соотвЪтствуетъ поло- 
жительное значеше у; сл$д. всегда имфемъ рЪшен1е 2-го рода. Положительное зна- 


чен1е х больше 5 въ самомъ дфлВ, р, будучи меньше В, меньше и 28, слФд. ко- 


2 ——_ 42 
личество т отрицательно: это значить, что р заключается между корнями 


. В э 
ур. (4), а потому отрицательный корень д. 6. < 5’ & положительный больше. Та- 
кимъ образомъ, положительному х соотвфтствуетъ, въ силу ур. (3), отрицательное 
значен1е у. СлЪд. имЗемъь рфшен1е 3-го рода. Итакъ: при р < В задача иметь два 
ршен!я: одно 2-го рода, другое 3-го рода. 


П. р= В. Въ этомъ случа$ 


3 


1=0, у=В; #=- В, У № 


© > 


Первое рЪшен1е можемъ разсматривать, какъ рЪфшен!е 1-го или 9-го рода; вто- 
рое — ршене 3-го рода. Этотъ случай относится къ первому, но его можно отпести 
и ЕЪ сл$дующему. 


3 — 482 
Ш. В<р<.28. Оба корня ур-н1я (4) положительны, но какъ =“ — отри- 


цалельцо, одинъ изъ корней меньше, другой больше г. Первому соотвЪтствуеть по- 


ложительное значене у, второму — отрицательное. И такъ: одно рёшеше относится 
ЕЪ 1 му роду, другое къ 3-му. 


: *.— 42 
17. р=28, Оба значеня 2 положительны, но количество и = обращается 
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въ ноль, слФд. одно значен!5 х равно > или В, а соотвтствующее значеще у равн. 


Е . 3 3 а р 4 
нулю. Другое значене х, 102 или В найдемъ, вычтя 5 изъ суммы корней г р, 


: 4 з 
& для соотв$тетвующаго значеня у находимъ 58. Итакъ, имфемъ два рфшен!я, изъ 


вопхъ второе будетъ 1-го рода, между тВмъ какъ первое можно отнести, по произ- 
волу, или къ 1-му или къ 3-му роду. 


У. В <р< Ву5. Въ этомъ случа оба значен1я х положительны, и оба 


Ф 4 

меньше 2х Въ самомъ дфлЪ, сумма корней, равная = ф, меньше р, слВд. оба корня 
р 51 — 481 я 

не могуть быть больше 5” н кавъ количество а положительно, они необ. 


ходимо меньше -. Зъ такомъ случаф положительнымъ значенямъ х соотвЪтетвуютъ 
п положительные у-кп: имЗемъ хва рышевя 1-го рода. 


УГ. р — В 5. Имфемь двойное р%®шеше 1-го рода. 


Нельзя брать р >> ву 5, ибо тогда оба значеня х дфлаются мнимыми, и задача, 
невозможна. 


Резюме изслъдованя. 


Изывненля р. Число решен1 1: 
1-го рода; 2-го рода; 3-го рода. 

В а ее 0 1 1 
ЕВ а а 0 1 1 

В<р< 98. а 1 0 1 
2=9....... 1 0 1 

В <р<Ву5. оные. 209 0 0 
ВО ба Се № 0 0 
р И 0 0 0 


Задача ХУ. 


623. Вычислить стороны прямозлольнаю треуольника, зная е10 периметуръ Эт, 
если приитомь ‘извъетно, что сумма обземовь, образуемыхь треуюльникомь при обра- 
чиени ею поочередно около каждало катета, равновелика полушару радиуса В. 


Решенгк. Пусть будуть х п у — катеты, г — гипотенуза; неносредетвенво 
пыфемъ 3 ур-ня; 


уе 9р; зу(я-РУ) 288; ж--у—л. 
‚ Легко исключить изъ этихъ ур-ШЙ 5 н у; для этого выводимъ изъ 1-го и 2-го #-Ру 
н ду черезъ 2; пифемъ 

283 
ра 


-у=2р— 2; 2 


483 
Отеюда имфемъ: 29-1 у? — (2-9) — 29 = (2р — 2) — в 


15* 
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Ветавляя это выражене 22-[ у? въ третье ур. системы, находимъ 


2? 


| 
5 
Е 
| 
к 
| 


или 02 — Зе |203 — 3—0... (1) 


Итавъ, для опредфленя 2 имфемъ ур-ве (1), квадратное относптельно 2. Опре- 
дЪливъ 2, можемъ вычиелить хп у; въ самомъ дёлЪ, зная, что сумма х-Ру — 2р — в, 


ВЗ 
а пропзведете ху — м пайдемъ этн неизвфетныя изъ ур-в1я 
р р у 
283 
Хе — (29 — 2х - = вое в 2 2 2 29 
р — Хх, =0 (2) 


Изслж довантк. Чтобы система опредфленпыхъ такимъ образомъ величинъ х, 
у и отвфчала задач, необходимо н достаточно, чтобы эти величины были д®йстви- 
тельиы и положительны. 


Чтобы корни ур-н1я (2) были дЪйствительны, необходимо, чтобы 
88°. 

(22 —2)' 

а чтобы они былн положительны, необходимо, чтобы быль 


(2р — =)? 2 


2р —#>0, пли # < 96. 

Пусть это послёднее услове удовлетворено; въ такомъ случаё, умноживъ об 
части предыдущаго неравенства на положительное количество 2р — 2, найдемтъ: 
(2р — 3 >. 883, или, извлекая изъ обфихъ частей кубичный корень, имфемт: 
22—22 98, или # 2 9(р— В); н кавъ 2 должно быть положительно, пеобхо- 
димо, чтобы 

<= 20 — В), 
а это предполагаеть, чтобы было р > В. Какъ скоро 2 меньше или равно 2(р — В), 
оно и полавно будеть меньше 2 р, и услове 2 < Эр будетъ удовлетворено. Итакъ, 
число рф шепй задачи равно зислу корней ур-ная (1), удовлетворяющихъ услов1амъ 


032 2(р — В). 


Нетрудно убЪдиться, что ворни ур-н1я (1) всегда дЪфйствительны; а какъ пред- 
полатается В < 1, то они и положительны. Остается изслфдоваль, сколько этихъ 
корней заключается между 0 п 2(р — В). Для этого нужно знать величины первой 
части ур-в1я (1) при 2—0 и 2—=2(р—В). При 2 ==0, она даеть 203 — В — 
величину положительную. Подетановка 2(р — В) выфето # даеть 


— (№ — 428 1 35°), ши — [В — 22 — УЗ) В — 22-12). 
Итавъ, нужно разсмотрёть три случая: 
о<в< 2—2); 52 — 2) <В<р; Вр. 


1. Нусть: < В < 2р(2-— 2). Въ такомъ случа результатъ подстановки вм. 
2 выражения 2(р-— В) отрицателень, & потому одинъ изъ корней ур-в1я (1) заклю- 
чается между О и 9(р— В), другой корень больше 2(р — В). Первый корень даетъ 
искомое рЬшене, второй не соотвфтствуетъ вопросу: задача имфеть 1 рёшене. Это 
рЬшеше мы получимъ, взявъ для 2 меньший корень ур-в1я (1), а для х и у корни 
ур-нёя (2), когда въ нехъ & замфненъ меньшимъ корнемъ ур-н!я (1). 


П. Когда (2 — У?) < Вр, то при г—3(р— В) триномъ положителенъ, 
п елл, или оба корня ур-н1я (1) заключаются между 0 и 2(р — В), или оба больше 
2(р— В). Чтобы оба корня содержались между 0 и 2(р— В), нужно, чтобы ихь полу- 
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сумма Ср была < 2(р —В), т. е. чтобы 3р<4(р — В), пли в< ‚ услове, 


несогласное съ положешемь К > р(?—\/2). Итакъ, въ данномъ случаф оба кория 
ур-н!я (1) больше 2(р — В), ин ви тотъ, ни другой пе дають решен! я. 


ПТ. Если В > р,, то уже видфли, что въ такомъ случаф задача невозможна. 


Резюме изслмьдованзя. 


1. В<2@— /2): Задача имфеть 1 рфш, (2 = меньшему корню ур-вя (1)). 

2. В=2(2— 42): „ „ 1 (2=2(— В), треугольникъ равно- 
бедренный). 

3. В> 22—12): Задача невозможна. 


Задача ХУТ. 


624. Вь данный полукруъ Фаметра АВ = 2В вписать хорду СО, параллельную 
АВ, таке чтобы А0*-- С0* -- БВ* = ия, 10% т — данная пийя. 


Рьшингк. Принявъ за неизвфстное АС— 1, выразимь СО въ зависимости отъ 


В их. Но СО=28 —2АЕ и А0* — 2ВХАЕ, сад. Ср =28 — =. Ур-ше 
3 ‘2 
будетъ вая-| (28—92 ия И 3) 


Это ур-н1е, выведенное для одного случая, при- 
ложимо ко всфмъ случаямъ. Въ самомъ дфлЪ, пусть 
хорда СО приняла положене С’О’, въ которомъ точки 
С’и О’ лежать въ другихъ четверхяхъ: обозначая, 
какъ и прежде, прямую АС’ букво 2х, будемъ ныфть: 
С’0’ = ЗАЕ’— 28; а какь АЕ’Х 28 — АС”, то 


з 
С’ = и — 28; ур-не будетъ въ этомъ случаЪ 


А: 

т +(=—° у) =: 
оно тождественно съ (1). Даемъ ему видъ 
да — 2825? | ВА В? — и?) —0 (..... . (2) 


Изсльдовлнте. Для изслВдован1я и р$фшен1я этого биквадралнаго ур-н1я, 
полагаемъ 


И иона о ® 
такъ что ур-в!е будеть 


у — 2Ву -- В?(48 — #7) = 0... о. (4) 

АДтя того, чтобы корень ур-шя (2) служилъ отвфтомъ на предаоженную задалу, 
необходимо н достаточно, чтобы было 

ж дЪйств., д > 0, <. ...... 9 

Но для получен!я корней ур-нёя (2) нужно ршить (4) и найденные корни внести 


поочередно въ (3); отсюда видно, что х будеть дЪйств., если у будеть дЪйств. и по- 
зожительно; поэтому нужно изслфдовать съ этой точки эрфвйя корни ур-вйя (4). 
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Они будуть дЪйствительны, если В& — В2(4В2 — 2) $ 0, или 
т? 3 3... ... 
Въ виду этого изслФдован!е распадается на три случая. 


8 


Первый случай. т? < 382. Корни ур-нйя (4) будуть мнимые, а потому будутъ 
мнимы ни корни ур-н!я (2), и задача будетъ невозможна. 


Второй случай. из — 3В?. Корни ур-н!я (4) въ этомъ случа — дЪйствительные 
равные; ихъ общая величина — В2; слфд. ур-н1е (2) имфетъ два корня равныхъ -|- В, 
и два корня равныхь — В. Изъ нихъ & — -|- В отвфчаетъ на задачу, пбо -В — д%8- 
ствительно, положительно и < 28. Искомая фигура представляетъ въ этомъ случаЪ 
правильный полу-шестйрлольникь. 

СлФдуеть замфтить, что сумма трехъ квадратовъ, равная въ данномъ случа 382, 
представляеть ийийиия, ибо мы видфли, что она не можеть быть мевьше 38%, но 
дфлается равною ЗВ? при х — В. Олд. сумма квадратовь треть разсматриваемихь 
х0рд5 имтъеть питит = ЗВ, кода фицура, ими образуемая, есть правильный 
полу-шестилольникь. 

Трет!й случай. у? >> 3Вз. При этомъ условш корни ур-н1я (4) — дЪйствительные 
п неравные; изсл$дуемъ ихъ знави: ихъ произведене — В?(4В? — м7), и потому иметь 
знавъ разности 48 — т, т. е. будетъ >, —, пли < 0, смотря потому, будетъ-ли 


<, =, плн >48, что совмФетимо съ случаемь ий?> 382. Итакъ, различаемь 
три слузая: 
т? < 482 
т? > 38 ‹ 2 — 48? 
т? > 48. 


Т. 38? < т < 48. Ур-ве (4) имфеть въ этомъ случа корни дЁйств. и поло- 
жптельные, ибо ихъ произведене и сумма положительны; а потому четыре корня 
ур-вя (2) дфйствительны, и слФд. это ур. имфеть два положительныхь корня. Но 
еще нужно, чтобы эти корни были < 28, или чтобы ихъ квадраты были < 48; но 
этн квадраты суть корни ур-н1я (4), а оно имфеть положительные корни, составляю- 
ие въ сумм 282, ся$д. каждый изъ нихь меньше 282. 

Итакъ, въ данномъ случаЪ задача имфеть два рфшен1я 


= М вв ий — 382. 


П. 27—48? Произведен!е корней ур-н!я (4) равно нулю, слЗд. одинъ Ео- 
рень —=0, а другой равенъ сумм ихъ, т.е. 242; слфд. ур. (2) имФетъ два корня 


равных 0, и два корня равныхь == В 4/2; другими словами, задача имфеть 2 ршешя 
#=0, а"=В 2, 


изъ коихъ первое даетъь даметрь 2В, а другое полупериметрь виисаннаго квадра- 
та АНВ. 


Ш. >> 482. Ур. (4) ныфетъ корни съ противоположными знаками} изъ 
внхъ только положительный даеть дйствительныя значеня для <; слФд. ур. (2) 
пыфеть въ данномъ случаЪ два корня мнимыхъ п два дЪйетвительныхз. 

Положительный корень дастъ отвфть на задачу, если будетъь < 28, или если его 
квадрать < 48; чтобы это имфло м$сто, необходимо и достаточно, чтобы резуль- 
тать подстановки 48? вмфето 2 въ первую часть ур-н!я (4) быль положителенъ, т. е. 
чтобы 1684 — 282. 48? -|- В2(482 — т?) > 0, или 


11? = 1252, 
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услов!е, совместимое сь положенемъ 2? >> 48; такимъ образомъ разбираемый слу- 
чай распадается на 3 новыхт: 
и? < 1288 
т? > 48а | т? — 1288 
т? > 1283. 
16. 488 < т? < 1283. Положительный корень ур-н1я (2) отвфчаеть на задачу, 
которая имфетъ одно рфшене 


2 = \/ ВВ ут — 81а. 


25. т?— 1282. — Въ этомъ случа положительный корень ур-н!я (4) равенъ 
482; сад. . 
2—8: 
это— предльный случай задали: контуръ, квадраты сторонъь котораго им$ють сумму 
1282 есть АВАВ. 


30. 7?_>> 128%. — Положительный корень ур-юя (4) будеть >> 4В?, н сад. 
положительный корень (2) не соотвфтетвуетъ задачЪ, которая становится невозмож- 
ною. Итакъ: тахитии суммы трехъ квадратовъ — 1287. 


Резюме изслюдованЕя. 


т? < 382: корни мнимые. ........ . . - О рей 
7? = 3В?: правильный 5 шестиугольнииь, шум. (22). . . 1 рёшеше 
[ т? < 48. ...... ее. 2 р5шен!я 
| 93—48: 2=0, 1”=В\/2. ... . . 2 ршешя 
т? > 38? т? < 1287; д мним.; 0%’ < 98. 1 рёшене 


1 > 482 ‹ ?-= 1282: 5 мним.; х’—=28В. 1 р5шеше 
т? > 1282: 5 мним.; >28. 0 р%шенй. 


625. Изслёдоване суммы трехъ квадратовъ. — Для суымы 9? трехъ ква- 
дратовъ мы нашли (2) выражене: 
2 ‚ р 
1? — а [= — 2824—- 48! |, 
представляющее биквадратный тривомъ, который изсафдовать мы умфемъ при изм*- 
нени х оть — со до -- оо; сл д. мы можемъ прослфдить его измёнен1я при изм$- 
нени 1 отъ 0 до 28, кавъ требуетъь геометричесый вопросъ, и этимъ путемъ най- 


демъ въ болфе сжатой форм результаты предыдущато изся$дован!1я. Для этого пред- 
ставимъ 7? въ видф: 


тя— г [2 — 82) -- ЗВ] у 


Отсюда прямо видно, что корда х возрастаетъ оть 0 до В, 2? — В уменьшается 
отъ В до 0, а слВд. т? уменьшается отъ 482 до 383; при дальнфйшемъ возрастанит 
& оть В до 28, (42° — В2)1 возрастаеть отъь 0 до 98%, и сад. тя увеличиваетея отъ 
382 до 128%; иначе говоря, 2 проходить черезъь шшипаш 382, когда &= В, 

. Эти результаты резюмированы въ слфдующей таблицЪ: 
2|о..... о В „бес ие ОВ 
70? 488.,...>...838... <... 48%..... <... 1288, 

Величина, 22? измфняется, уменьшаясь отъ 48? до ЗВ?, затёмъ увеличивается до 
1278; слфд. она принимаетъь два раза всякое значен!е, содержащееся между ЗВ и 
482: разъ при х, содержащемся между 0 и В, другой разъ при 2х, лежащемъ между 
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Вя Ву; и одннъ разъ всякое значен1е, содержащееся между 483 и 1282. Это зна 
читъ, что задача певозможна, когда данное 7? меньше 382, или больше 1282, что 
опа имфетъ 1 р$фшен1е, когда 7? содержится между 1282 и 48, и нифемь 2 рфше- 
н1я, когда 27? заключается между 4В? п 382. Это— результаты предыдущато изсл$ло- 
ван!я, но представленные въ сжатой форм%. 

Изобразимъ графически изм нен!н 27, представляя величины 4 прямымн, откла- 
дываемымн на оси 2’х отъ точки 0, а величины 2? нанося на перпендикуляры па- 
рал-ые 0У. Такямь образомъ получимъ вривую РЕЕ@, изображающую измзнешя т”, 

На ней видно, что: 

1) Для опредфлен!я величины 172, соотв$тствующей данному значен!ю <, доета- 
точно нанести х на ось ОХ 
отъ точки О, и взять ордп- 
нату кривой, соотвфтетвую- 
щую полученной точк%. 

2) Чтобы найти ведичи- 
ну 2, соотв тетвующую дан- 
ной величин ий, достаточно 
пересфчь кривую параллелью 
къ 0Х, отетоящею отъь 0Х 
на 7, и взять абецисеы 
точекъ пересфчев1я кривой 
съ параллелью. 

Такимъ образомъ легко 
видфть, что задача не имфетъ 
что получаются дв точки 
ветрёчи, стЁд. и два рфшевя, когда 7? содержится между 3В2 и 482, и нэконець 
одна точка ветрфчи, или только одно рфшене, когда т содержится между 4В2и 1282. 


а 


Задача ХУП. 


626. Дана окружность 0 и къ ней касательная в точкь А. Провести хорду 
МУ параллельно этой касательной такъ, чтобы прямоуольникь МХРО имъль 900- 
наль МО данной длины т. 


Рьшвнте. — Примем» за ненизвфстное раз- 


В стояше АЗ— искомой хорды отъ точки А, и 
ОО 1 
Ч замфтимъ, что это неизвестное можеть имЪть 
г. только величину положительную, не большую 928. 


Изъ прямоугольнаго треугольника МОР на- 
2 2 —0 
ходимъ: МО -= МР -- РФ. 
—2 2 
Но РО —=4М5 —4х ЗА х ВВ — 44(28— <); 
подстановка даеть: 2°145(28—4)-= 7. Это урав- 


А. | 29 


2—— р не совершенно общее, ибо выражеще для РО 

= а п р^ ОСТается одпнаковымь, каково бы ни было поло- 
в 5 жеше хорды МХ. Итакъ, ур-юе задачи будетъ 

у Черт. 54. 327 — 8Ва-- т =0 . . . (1) 

Изсльдованте. — Чтобы корень этого ур-н1я даваль р$шеве геометриче- 


скаго вопроса, необходимо и достаточно, чтобы онъ быхъ дЁйствителенъ, положите- 
ленъ н не больше 28. 
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Услове дфйствительности корней ур-н1я (1) выражается неравонствомъ 


682 
1682—3220, или 16 50. .... . (2) 
4ВУ3 
Корни этого неполнаго квадратнаго тринома суть: == я слфд., чтобы удов- 


летворить неравенству (2), необходимо и достаточно дать %® значеше внутри ивтервалла 
4В/з 4ВУ3 


но кавъ въ данномь вопросв 2 положительно, то необходимо ин достаточно, чтобы 


4В 3 
было т< у , 
Итакъ, нужно различать три слузая: 
т = ты 
т ВУ т — В т а . 
п :: ы 48 У | 
ервый случай. т >—5 . Корни ур-н1я (1) будуть мнимые: задача не- 
возможна. 
ой я 4В/3 В 
торой случай. а Ур. (1) иметь корни дЪФйствительные равные; 
4 
общая величина ихъ а В: она положительна п < 28, слфд. задача имфетъь 1 


4В/; 
5! но можетъ достичь 


этого пред$ла, который п есть ея тахипит, п что прамоугольникъ, ныёюлий д1аго- 


р$ёшене. Завлючаемъ, что длина т дагонади не м.б. > 


ь : с 4 
наль тахипаш, получается проведешемъ хорды СШ въ разстояи А] — З В, оть 
точки А. 
м Е 4813 & 
Трей случай. 2 < ЕР, Въ этомъ случа ур. (1) ямфеть корни дЪй- 
ствительные неравные. Но чтобы корень ур-в1я (1) отвфчалъ на геометрич. вопросъ, 
вужно чтобы онъ быль положителенъ и не больше ЭВ. 


Но дЪйствительные корни ур-н1я (1) оба положительны, ибо ихъ произведение 
8 


й 


88, 
зи сумма -> положительны. А чтобы они оба были меньше 28, необходимо и 


достаточно, чтобы: 1) триномъ 32° — 885 —11?, по зам%нЪ въ немъ 2 количествомъ 
28, имфлъ знакъ одинаковый съ коэффищентомъ при 4”, т. е. быль бы положите- 
ленъ; и 2) чтобы сумма корней ур. (1) была меньше 48. 


Второе услове удовлетворено, ибо сумма корней =з В. 


Итакъ, чтобы задача имфла два р®шев1я, необходимо н достаточно, чтобы 
122 — 1682-|-- 20, или т — 482.0, или (т-Р2В)(т —28) 20, а. какъ 
т > 0, то необходимо и достаточно, чтобы было 


т эВ. 


4АВУз 8 . 
Но мы имфемъ услове: т ви са2Ъд. нужно сравнить 2В съ в что- 
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Е ВУЗ 
бы убфдитьея, совыфстны-ли эти уеловя. Но легко видфть, что ву - > ЭВ: а но- 


тому разбпраемый случай подраздфляется на три новыхъ: 
т>2В, т-—=28В, т 88. 


4 : 
Т. 2В<т< 2 корни ур-н1я дЪйствительны, положительны и меньше 2В, 
слфд. задача пыфеть два ръшеня: 


‚ _ 48-6 16? — 302 4В — /16 82 — Зия 
= и — д" — 3 , 


дающ/я двф точки на АВ, равноотстоящия отъ Т, пбо 


П. т— 28: неравенство т = 2В становится равенствомъ, ин слфд. 2В есть 


коренъ ур-н1я (1); другой корень =ЗВ—28 = з В. Оба рфшенля удовлетворяютъ 


задачЪ: одна искомая хорда касательна въ точк% В; другая проходить черезъ точку Н, 
симметричную точкЪ Т относительно центра. 


Ш. то 38, неравенство % > 28, не удовлетворяется, и триномъ (1) стано- 
вится отрицательнымь по зам$н% л количествомъ 28. Это значить, что одинъ ко- 
рень <.28, другой >28. МеньшЙ корень одинъ удовлетворяетъь вопросу п задача 
иметь 1 рёшене: 

4В — 168 — Зи 
Е В 


Резюме изслюдованзя. 


4Ву3 

>48, корни мнимые. ....... . . $5 О рей 

46/3 ) 

Е ы РЕ Е *, шахипаш (2)... . . . 1 р5шеше 
_ [т>28: яна’ дЬйств., полож., и < 28. 2 р%шеншя 

4В УЗ 2 : 

т 3 т— В: Х=28В, "= В. .. . о. 2 рёшешя 
т 28: <, “>в... . . Г рёшене. 

627. Прямое изсл5доваше длины дтагонали. — Ур. (1) даеть 
и? — — За 88а (ег... (3). 


Вторая часть есть квадратный триномъ, измфнен!я которато мы изучать ум$емъь. 
Намъ нужно просл$дить его измфнен!я, когда х возрастаеть оть 0 до 28, и затБмъ 
взять отъ полученныхъ величннъ ариеметич. квадратвый корень. Для изолВдовашя 
удобнЪе 2? написать въ вид: ‘ 


118 —=—3 [2 — 5 Ва], ИЛИ 9? —— 3 [( х — С в) — г в] . 


4. 
Отсюда видно, что когда х возрастаетъ отьъ нуля до 5 №, количество 77 возра- 


16 4 
стаеть оть нуля до 8; затВмъ, когда 2 увеличивается отъ 3# до 28, и? умень- 


шзется до 482, Итакъ, имфемъ таблицу изм нен!й; 


| + 
НЯ [0.. ое 38... <. -3® < о 
т] 0.. Е 482 о. о 4В? 
Е 
а Ра 


Отсюда непосредственно видно, что когда хорда ММ перемфщается отъ А до 

В, длина длатонали МО возрастаеть до того момента, когда ММ проходить черезъ 
2 4 : 

Т, для которой А1—= з В. ЗатЪмъ длина д1агонали уменьшается до ЭВ, когда хорда 


движется къ В, 


Жагональ принимаеть одинъ разъ всякую длину, содержащуюся между О н 28, 
когда точка 3 перемфщается отъ А къ Н; напротивъ она принимаеть два раза всякую 


4 
величину, содержащуюся между 28 н В, одинъ разъ, когда точка 5 перем$- 


щается отъ Н къ Т, и другой разъ, когда точка 5 пробфгаеть отр®зокъ 13; эти два 
положен1я хорды симметричны относительно ОС, ибо триномъ 20? береть равныя ве- 


4 
личины при & = з В-9. Такимъ образомъ, находимъ всф результаты прежняго из- 


слфдованя. 

Чтобы графически представить измз- 
нен1я т при измфнен1и х отъ О до 28, от- 
кладываемь 2 на оси 0х, а соотвфтетвую- 
ия значеня 7 на оси ОУ, Напр. взявъ 


ОА= В я АВЕАС=аВ, 


наносимъ на ординат точки А 


АО = 48 УЗ 
3 


на ординатахъ точекъ Ви С: 
ВЕ = СЕ —= 28. Черт. 55. 


Такимъ образомъ получимъ дугу ОЕШЕ элипса, ординаты которой и представ- 
ляють измфненя дагонали и, соотвЁтетвующя измфненямъ д отъ О до ЭВ. 


Задача ХУПТ. 


628. Задача Паппуса. Дана точка А на биссектриссь прямо ума, состав- 
ляемало лимями ХХ’ и УХ’; провести через эту точку прямую мийю токъ, чтобы 
отртзокь ея в5 одномъ изь четыреть у1л0в5 имъль данную длину р. 


Приводимь эту задачу какъ поучительный образецъ, выяеняющ значен1е выбора, 
неизвфетныхь. Нерфдко выборъ неизвфстныхь является дфломъ существенной важно- 
сти: оть него зависить получен!е ур-вй большей или меньшей сложности. Иной вы- 
боръ можеть повести въ ур-ншю биквадратному, иной—въ квадратному, наконець — 
къ полному ур-нНю четвертой стелени. Какъ скоро взятое неизвфетное приводить къ 
ур-ю сложному, нужно попытаться взять за неизвфетное другую величину, чтобы 
уб\диться, не приведетъ-ли новый выборъ неизв%стнаго къ менфе сложному ур-яю. 
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629. Первый способъ. Легко видфть, что если задача имфетъ рфшене ММ въ 
угаф ХОУ, то будегь имфть н другое М/”\, симметричное съ первымъ по отношеню 
въ ОА. ЗатЬмъ, задача всегда имфеть рёшене въ каждомъ изъ угловь УОХ’ и ХОУ’; 
въ самомъ дф2зЪ, проведя прямую черезъ точки: Ан О н поворачивая ее около точки 


Черт. 56. 


А, въ угл УОХ’, затфмъ въ ХОУ’, видимъ, что ея отрфзокъ въ каждомъ изъ этихъ 
угловъ будетъ измфняться отъ 0 до со. 

Итакъ, при всякой величин® лини 2 задача необходимо пыфеть 2 рЪшен1я—по 
одному въ каждомъ изъ угловь ХОХ’ и ХОУ’; къ этимъ двумъ рёшенямъ, въ нЪко- 
торыхъ случаяхъ, могуть прибавиться еще два; слЪд. задача можеть имфть 4 рЬшевя, 

Са д., ест за нензвфетное примемъ тавую величину, которой значен!я, относя- 
пуяея къ четыремь рфшен1ямъ, суть корни одного и того-же ур-ня, то получимъ 
ур. четвертой степепя, рфшев{е котораго въ общемъ вид намъ не извфетно. 

Напр., примемъ за неизвестное — разстояв1е отъ точки О до одной изъ точекъ: 
М, М’ М”, М”; пусть ОМ —=. Обозначимь длину равныхъ перпевдикулировъь АВ н 


ы 2 
АС буквою а; треуг. МОМ даеть: 2? -- ОХ == 1?; но изъ подобя треуг-въ МОМ и 
МВА имфемъ: ОМ: а—<: (#—@); отсюда ур-не: 


2 -|- 


Освободивъ его отъ знаменателя и развернувъ, убфдимся, что оно четвертой сте- 
пени, полное и не возвратное, Въ немъ содержатся всф четыре рёшешя. 


227? 
Зет 
а" ид са 5 о рии) 
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Во-первыхъ очевидно, что для сфвущей М”\’ получизь тоже самое ур. (1), при- 
нявъ ОМ’ — х. а сфкущей АМХ”, приплвъ ОМ” — х, изъ треуг-вь ОМ”Х” и АМ”В 


ныфемъ: 22 0х" = = ри — 0%": а=х: — (а— 2), откуда О№-== ах : (а— <); внося 
эту величину въ предыдущее ур., получныъ опять ур. (1). Наконець, для сфкущей 


АХ”М”, положивь ОМ” —= — 1, ныфемь: 22 0№” = 2? и ОМ": а — — х: (— я1а) 
вли ОХ”: а=2: (д-—-а), сл$л. снова получаемъ ур. (1). 


Итакъ, при сдфланномъ выборф неизвЪстнато мы не доститнемь рфщен1я задачя, 


630. Второй способъ. Взявт за неизвфетное ВМ, найдемъ, ур-не 
3 
а = и... . (2) 


которое выводится изъ (1) замЪною х количествомъ х- а; это ур. имфетъь четыре 
корня: ВМ, ВМ’, — ВМ” — ВМ”, нбо ур. (1)—общее. 

Хотя здЪеь мы опять получили полное биквадратное ур., тБыъ не менфе мы легко 
можемъ р$фшить его слёдующимь искусственнымь пр!емомъ. Ур. (2) можно написать 
ВЪ ВИДЪ 


а‘ 


2а3 4 п? 
д даа ай у, Или («*- ая т) На 9) =, или 


до 


туаыечиня 


отеюда видно, что опо приводится къ рфшен!ю двухъ ур-й 


ау и 9 209 —7=0, 

пли 
2? — ура" =0 
{и {-2ау — 2—0 


Итакъ, этотъ искусственный пр1емъ даетъ рЪшен!е задачи. 


Посмотримъ, каково геометрическое значеше вспомогательнато неизвфстнаго 9. 
Проведя перпендикуляръ М@ на ливю АЙ, параллельную ОХ, и возставивь къ МХ 
перпендикулярь МР, замфчаемъ, что РО есть третья пропоршональная къ МО и 
А — 2; сл$д. 

АР-- А0 -- ОР = х— — = у. 
А "т 

Итак, вономогательное непзвЪстное, соотвфуствующее рёшевю МАХ, есть — 
точно также, для вспомогат. неизвфстнаго у, соотвфтствующато рёшеню №" М”, 
лучили-бы (— АР’), возставивъ перпендикуларъ М”/Р’ въ АМ”. 

Ур-ве въ у системы (3) есть квадратное, слЪд. необходимо, чтобы величины у, 
отпосящияея въ четыремъ возможнымь рёшешямъ задачи, были попарно равны; и въ 
самомъ ДЪлЪ, проведя М’Р, получимъ равные треугольники АМР и АМР, нбо: АМ—= 
АМ по причиаЪ симметричвости относительно ОА; затЪмъ треугольники АСХ и МРО 
равны, какъ пы$ющ!е стороны перпендикулярныя н по равной сходственлой сторон 
(АС — МО), сл$д. МР = АМ”; угодь АРМ =РАМ'’ нбо ихъ дополнен я равны; итакъ, 
треугольники равпы, имфя по’равному углу между порознь равными сторонами, 

Отсюда слФдуеть, что перпендикуляры, возставленные въ`М н М’Еь прямымъ 
ММ, М’М’ проходятъ черезъ одну н туже точку Р лин! АЙ, и что тоже самое отно- 
снтел къ перпендикулярамъ, возставленнымь въ М” и М” къ М”М” и М”Х”, Этимъ 
подтверждается вышеприведенное вычнелен!е. 
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Для рЬшеня задачи достаточно знать точки Ри Р’, ибо окружности, описавныя 
ва маметрахь АР и АР’, пересфкаясь еъ врямою ХХ’, дадутъ искомыя точки М, М, 
М” А” 
| й 
Эти точки дало-бы намъ рёшеше системы (3). 


Итавъ, АР и АР’ суть абсолютныя величины корней ур-в1я 


у ау — 0—0 и. ‹ (@) 


ИзсявдованНтгеЕ. Корни этого ур-юя, какъ видно а’рг!от!, дёйствительные, пе- 
равные, по знаку противоположные. 


1. Чтобы положительный корень У’, который долженъ быть нанесенъ въ направ- 


лени А7, даваль рёшене задачи, необходимо, чтобы окружность д1аметра АР встр%- 
# 


чала прямую ХХ’. Но ея радусъ =, & разстояне центра отъ ХХ’ равно а; ел%х. 


необходимо, чтобы было у’ 32а; а чтобы это имфло мфето, необходимо и достаточно, 


чтобы триномъ (4), при подстановЕЪ 2а выфето у, принималь отрицательное значене 
т. е. чтобы было 


402 40 —1=0, или 102—895. 0. 


Кории тринома 0? — 8а? суть —-2а Уз, & какъ р — существенно положительно, 
то неравенство удовлетворяется при 


р=2а\2: 
Первый случа: р<2а\. 
Въ угл ХОУ нёть рёшевя. 


Второй случай: р—2а\/2. Положительный корень ур. (4) равенъ въ этомъ 
случаЪ 24; сл. окружность даметра АР касается ОХ, точки М н М’ сливаются: за- 
дача имфеть одно р$шен1е въ угл ХОУ, п это рёшен1е — перпендикуляръ къ ОА. 
Въ этомъ, слБд., положеши отрёзокь ММ въ угл ХОУ на прямой, проходящей че- 
резъ А, иметь бийнит величины. Этотъ результатъ легко объяснить геометрически. 
Пусть МАХ — шт. и пусть М”№ какая либо сБкущая; очевидно, что АМХ< АМ и 
АМ’ > АМ; а кавъ АМ — АМ, то АМ’> АХ, сл6дов. средина лин М’М’ ниже А, 
напр. въ К, Соедннивъ О съ К, имФемъ ок= но ОА — НЫ и очевидно 


2 
ОА < ОК, сл. 20А или ММ < 20К пли М/У. 


Третй случай: р>>2а\/2. Окружность пересфчеть линю ОХ въ двухъ точкахъ, 
и задача нмфетъ въ угл6 ХОУ два рзшеня. 


П. — Во-вторыхь, чтобы отрицалельный корень 9”, наносимый въ направлент 


АР’, даваль рфшен!е, необходимо и достаточно, чтобы окружность дмаметра (— 9”) 
(а 


ветрфчала ХХ’, т. е. чтобы было: ха, или 9” = — 24а; отсюда слфдуетъ, что 


необходимо пн доетаточно, чтобы (—9а) содержалось между корнями ур. (4), или что- 
бы, замфвивъ у ноличествомъ (— 24) въ триномв (4), получить отрицательный ре- 
зультать: 42 — 492 — 1? < 0, что всегда удовлетворяется. Сдфд. задача имфетъь одпо 
рёшеше въ угл Х’ОХ, и одно въ угл ХО\Х’, что согласно съ выводами предвари- 
тельнаго изучен!я задачи. 
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Резюме. 


р<282...... . 2 ршеви (Х0У,, ХУ). 
2=2/2....... 3 рмщеи. 
р>2ау2...... . 4 рев. 


Построенте, — Одфлаемъ построеве для случая четырехъ р®шенй. 
Ур. (4) даетъ: и 
У — Ма |2 — а, 
—У=Уе- я-а. 
На параллели къ ОУ (черт. 56) наносныь АГ-у, откуда СО = Маг -Е р. 


Описавъ изъ С какъ изъ центра радусомъ СО полуокружность, находимъ на РР’ точ- 
ки РиР’, которыя и дають 


АР=У, АР’ —=-— у’. 
Описавъ на АР п АР’ полуокружности, получаемь искомыя точки М, М’, М" и 


М”, которыми опредфляются искомыя прямыя: МАХ, М’АХ’, АХ"”М” п АМ”№”. — 
Повфрка — циркулемъ. 


631. Трей способъ.— Тавъ какъ рфшевя задачи попарно симметричны отно- 
сительно ОА. то заключаемъ, что точка О находится въ равномъ разетояи отъ 


м 
= 


ЕЕ ВА 
© Г. 


==”. 


а 
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‚ двухъ симетричныхь р$шен. Слфд. если за неизвестное принять разстоян!е х точки 
О отъ этихъ двухъ рёшен!, то ур. въ г будетъ не выше второй степени. 

Итакъ, пусть будетъь ОР ==х (черт. 57} рамусъ окружности центра О, касатель- 
ной къ рёшенямъ въ угл6 ХОУ; обозначивъ буквамн д и у вспомогательныя непзв%- 
стныя ОМ и ОХ, получимъ три ур-ная: | 

у а 


ау == р; а Ее (5). 


Остается исключить изъ этихъ ур-нШ я п у, чтобы получить ур. съ главнымъ 
непзьЪстнымь 7х. Для этого второе ур. напишемт въ вид%: ху — а(л -— 9); возвысивъ 
обЪ его части въ квадрать: (29) — а*(2* -— у?-— 2%у) и замфвивъ пу ни 4-- 12 
нхъ величинами изъ двухъ другихъ уравнев, получим: 

27? — а?(р? —— 2"), или р — За" — р —=0. ... . о. (6). 

Чтобы убфдитьея въ общноегь этого ур-в1я, обозначимъ буквою х рамусь ОР’ 
окружности центра О, касательной въ рфшенямъ въ углахъь ХОУ’ и Х/ОУ. Обозна- 
чнвъ буквами хн 9 количества О\М”, ОХ, найдемъ 3 ур-вя: 


у _@ 
2 а 


= 1, фе = 29. 


Второе напишемъ въ впдф ху — а(х — 9), ин преобразованиями, подобными вы- 

шеприведеннымъ, придемъ къ ур-н!ю 
рез | ак — ра 0... . о. (0). 

Это ур. отличается отъ (6) перемфною г на (— ^); слФд. абеолютная величина 
отрицательнато корня ур-в!я (6), представляеть рамусь, дающИй рёшевя въ углахъ 
ХОУ’ и Х'ОХУ. 

ИзсльдовантЕ.— Итакъ, раземотримъ, при какомъ услови корни ур-ная (6) 
дадутъ псвомыя рёщевн. 

Необходимо и достаточно, чтобы эти корни были дфйетвительны, & ихъ абсо- 
лютная величина не превышала ОА — а\/?; ибо необходимо, чтобы изъ точки А 
можно было провести касательную въ окружности, имфющей радлусомъ абсолютрую 
величину того пли другаго корня. Но ур. (6) пмфетъ корни дФйствательные, не- 
равные и противоположные по знаку; сл., что касается положительнаго корня, то 
если онъ не больше а\2, то п дасть искомое р$шен1е; значнтъ, если зам$нить х 


количествомъ @/2 въ трином% (6), результать замфны не долженъ быть отрицатель- 
вымь, т. е. должно быть 


2раз — 248 /2 — рай = 0, пли р = 23а \. 


Отсюда: 1) если р < 2а (2, задача не имфеть ршенй въ угл ХОУ. 2) Если 
фр — 23а у точка А будетъ паходиться на окружности центра О и ражуса, равнаго 
положит. корню; слфд. будетъ только одна касательная; это рЬшев1е, перпендикуларъ 
къ ОА, есть положене прямой ММ, при которомъ отр$зокъ въ угл ХОХ есть ж1- 
питит. 3) Наконець, если р >> 2а |2, точка А будетъ находитьея вн окружности; 
существують дв различныя касательныл, выходялия изъ этой точки, и слЪд. два 
рЪшешя въ угл ХОУ. 

Чтобы отрицательному корню 7” соотвфтетвовали рЪшен!я задачи, необходимо и 
достаточно, чтобы абсолютная величина (— 97”) ве превышала а /2, т, е. 


т” > —а\2, 
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иными словами, необходимо н достаточно, чтобы триномъ (6) не былъ отрицатель- 
нымъ при замфн% 7 количествомь — д \/2, что даетъ 


2ра? -|- 243 /2 — ра? 3.0, пли 101-908 |2 5.0. 
Но риа положительны, сл8д. это неравенство всегда вфрпо, т. е. веегла есть 
по одному рЬшевю въ каждомъ изъ угловъь ХОХ’и Х.ОХ. 


ПостроЕнтЕ. — Уравнене даеть 


ВН (01. 08а р па 
‚„— Е а Я 
р ПУ * 


слфд. нужно построить радуеы: 


2.2 2 2.2 $ 
"=\/“ 2: @. —"=\/“ ._@.. 
(>) + РИ: 7 (5) а г 
Наносныь на продолжен АВ (черт. ) длину ВО — р, проводимь ОП, и въ 
точкз О возетавляемъ перпепдикуляръ ОЕ къ ОШ; очевидно, что 


р 
ЕВ = о 
р 


8% 
пбо ОВ—а. Ол. =“) -- 92; а потому, нанося Е@ = Еб’ —= ЕВ, имф- 


емъ: 7’ —= 0 п —^" — 00,. Остается провести пзъ точки А касательныя къ окруж- 
ностамъ центра О, проходящимъ черезъ точки @ и (.. 


631. Четвертый способъ. — Можно принять за вспомогательное неизвфстпое 
зумму ОМ -- ОХ; къ этому выбору приводить зам чан!е, что ддя двухъ положенй 
сВкущей ММ п М’”№ величина этого неизвЪстнаго одинакова, ибо треуг-ки ОМ, 
ОМ”№ равны. СлФд. для четырехъь положен! сфкущей получится только два корня; 
п мы должны прадти въ ур-ню второй степени. 


Итакъ, пусть 


ОМ 0Х=#...... (1), затфмь: ОМ? -- 0№2=1р...... (2) 
ь ом_ а ом-- ох __ ох 
Кром$ тото: ба "м м =, & потому 
ОМ х ОХ = (ОМ-РОМ).а пля ОМ. 0ОХ=а....... (3) 


Удвоивъ об части (3) и придавъ ко (2), вайдемь въ первой части 22, а ур-не 

будетъ: 22 = р*-Р 2аж, или 
2? — 2ах — =0....... Е (4) 

Такое же ур-ве получили бы, взявъ за нензвфетное ОМ! -|- ОХ. 

Легко видфть, что это ур-в1е пригодно и для двухъ другихъ положен сфкущей, 
только х тогда будеть выражать разности ОХ”” -— ОМ” и ОМ” — ОХ". 

Кавъ скоро х будетъь найдено, останется найти разность отр%зковъ ОМ — ОМ; 
для этого удвонваемъ (3) и результать вычитаемъ изъ (2); получимъ 


ОХ — ОМ= Уз — 2ах; отвуда >> ах. 


Найда а, вносимъ его величину въ разность ОХ — ОМ, которая такимъ обра- 
зомъ и будеть извфстна; а какъ извфстна и сумма отрфзковъ, то будетъ извфетень и 
КаЕдый изъ нихъ. 


Изсльдованте. Нужно, чтобы разность эта была дЪйствительна. При отри- 
цалельномъ корн% ур-н1я (4) это и будетъ безусловно; и въ самомъ д$л%, отрицатель. 
ный корспь соотвфтетвуетъ случаю сЪкущей, проведенной пли въ углф УОХ' или въ ХОУ’. 
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Итакъ, изелфяован!ю подлежитъ только положительный корень; онъ долженъ быть 


р. 1? 
< р сад. ры должно заключаться внф корней (4), а для этого результать под- 


становки этого количества въ триномъ (4) долженъ быть положителенъ: 


№ . р. — 1 > 0, или р: — 8? >> 0, откуда р_>> 2а/2: 
услове, раньше найденное. Отеюда пиш р. = 2а\/ 9. 
Постровнте. Р$шивъ ур-в1е (4), найдемъ 
иерей а. 
Пусть О@ = р, то Вб = Уа®-- р* ; нанеся В@ на 0х, получимъ: 
06’ —=а- Ур =’. Саёд. ОМ— ОХ = у — дах = /р— 94.067. 


Взявь В1-—0ОВ, на Об’ опиеываемъ по- 
луокружность и проводимъ перпендикуляръ 
ТХ, тогда ОХ == У2ая/. Сафл. нанеся 06 
на 07: 

7Х = /07— 0%, 2х = 
/— а. 06/’=0М-— ОХ. 

Но ОМ-- ОХ =’ —06'; слЪд. если 
отъ средины О’ливн Об’ отложить въ обЪ 
стороны равныя длины 0’М = О'М—= т 
найдемь об точки М и М’, опредфляющя 
искомыя прямыя МАМ и МАХ. 

Для отриц. корня построен1я аналогич- 
НЫ ЭТИМЪ. | 

632. Пятый способъ. Можно принять 
за нензвфетное разность линй ОМ-—ОХ—х. 
Для другаго положення сфкущей, второй ко- 
рень будеть ОМ’ — ОХ’, или ОХ—ОМ; опъ 

Черт. 58. равенъ первому, но противоположенъ по 

знаву. Также и два остальпые корня 

равны п противоположны по знаку; ел6л. корни попарно равны и противоположны 
по знаку, а потому этимъ способомъ должны придти къ биквадратному ур-н1ю. 


Имфемъ: ОМ — ОХ —=х (1), ОМ? -|- ОХ -= р? (2), и ОМ х ОХ = а(0М--ОМ) (3); 

отсюда: 2ОМхОХ = 2а(0М -- ОХ) и ОМ? -|- 0Х* — 2ОМхОЖМ = р? — 2а(0М ++ ОХ), 
р 

слВд. 2 =’ — 2а(0м -- ОХ), откуда ОМ- ОХ ===. Зная же, что ОМ — ОХ 


=, имфемь 


Внеся эти вёличины въ ур. (2), получимъ 
(р? 244 — 21 -[- (р — 2ах — 21)1 = 1602?, 
или, раскрывъ скобки и приведя въ порядхокт: 
а -- 2(24 — 03) -- р(ра — 80) —0. 
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Чтобы корни 4? этого ур-ня были дфйствительны, необходимо, чтобы; было: 
(242 — р?) — 0 (2 — 842) > 0, или 40% — 4? - у" — р-р 802? > 0, или 49 
40920* > 0, что всегда удовлетворено. 


Чтобы оба они были положительны, необходимо, чтобы произведее и сумма 
ихь былин положительны. Произведене будеть положительно при 2 > а*, или при 
>> 2а\/2. 

Но при этомъ услови будеть р > 2а, слфд. 24а — р? будеть < 0, а потому сум- 
ма корней будетъ > 0, и оба корня — положительны. Итакъ, единственное услове 


возможности задачи будетъ: р> а, т. е. чтобы данная лия была не меньше 
удвоенной линш АО. 


Р5шивъ ур., найдемъ: 
в = \/р? — раз Зря; 
выражен!е это дегко построить; & вмфя 1, нетрудно уже найти ОМ н ОХ. 


6338. Шестой способъ. Если за вспомогательное неизвестное принять произве- 
дене отрзковь ОМ Х ОХ, то какъ для двухъ положенй сЗкущей произведен!е это 
пмфеть одну и туже величину, для четырехъ ея положен! получимъ два значеня для 
произведев!я; поэтому, ур. съ неизвфетнымь д, разввымъ произведеню отрзковъ, 
должно быть квадратнымъ. 


Положивь ОМ Хх ОХ — 1, имфемъ еще два ур-ня: 
0? -|- 0№=1? и ОМхОМ=а(0мМ-- ОХ), пан #=а(0мМ ОХ). 
Возвысивъ посл$днее ур. въ квадратъ, имфемъ 
2 —а?(0?-|- 2), откуда #1 — 222% — а? — 0. 
Канъ скоро х найдено, МО и №О получимъ изъ биквадратнаго ур-ня 
Хи — 028-22 — 0. 

Корни этого ур-ня будутъ дЪйствительны при уеловйи р — 421 >> 0, или (р?-| 2) 

(21—25) > 0; отсюда видно, что при х> 0, необходимо, чтобы было #< :. За- 


|. й 
м$няя д количествомъ > въ ур-и въ 2, должны имфть; ар — а >>0, или 


в 2 
2 >> 8а1, откуда 9 > 2/2 — услове извфстное. х<.0 должно давать х >> — . } 


з Й 
т. е. 5 должно быть внЪ корней ур-н1я въ 2, и потому колжно быть г. + ат? 


— а2т? > 0, что всегда имфетъ мфето. Итажъ, единственное услов1е есть 


2>2а\/2. 


Какъ скоро оно удовлетворено, оба значен1я 2? будуть положительны, а потому 
всЬ четыре значения Х дЪйствительны. 


Впрочемъ, какъ скоро найденъ 4, то вмфсто рЪшен1я биквадратнаго ур-в!я, да- 
ющаго отрёзки ОМ и ОМ, стоить только замфтить, что въ тр-5ф ОММ изв$стна, ги- 
ОМ х ом 


х 
потенуза р и площадь, равная —— 5 —— или 


& . ОМ 
634. Седьмой способъ. Если за неизвестное принать отношене — 


то очевидио должно получитьея возвратное ур. четвертой степени; ибо для положен!я 
16* 


отрЪзковъ, 
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‚. м : МР ох : я 
М’№' сБкушей второй корепь есть 0% Иа ом’ т. е. онъ обраленъ первому кор- 
у А А 


ню; тоже самое имфетъ мфето и для двухъ другихь корней. Для составлевя ур-Шя 
стонтъ только неключить ОМ и ОМ изъ трехъ уравнен!й 


= ...() 0-0 =... (2) Оо, пан а — ОМ — а, 
откуда | ОМ =а(#-41)........ на а в (8), 
Изь церваго ур-н!я имфемъ Е ть отсюда р а - пли 

0% 1 02 2 
20° 27-1 2 2-1 


ом = а › ИЯ вери тя › Или 02? — а (2 - 1)(#-- 1) —=0, пли 


а? -|- 2253 1 (202 — р?) 28 =0. 
1 1 
Положивъ д -|- ==, откуда д ся 7? —2, пн раздфливъ все ур. на 27, 


находимъ 
(2 - 5) -Н24(= - —) -{ 24? — 7—0, или а3у?-- 2азу — р? —=0 
2 х ь 


и 2—у-1—0. 


Изь ур-н!я въ у найдемъ два значен!я для 9: У’ п — 9”, которыя поочередно 
вносимъ въ послёднее ур-н1е. Но зтобы для х нолучились величины дЪйетвительныя, 
нужно, чтобы абсолютвая величина у была больше 2; п сл. замфна у числами 2 и 
— 2 должна давать отрицательные результаты; т. е. 


40? -— 49 — 70, шли р> 2а/8 
| П 402 — 49—70, нлн — < 0, 
что приводится къ одному условю: р>> 2а/2, уже извъетному. 


Когда это услове не выполнено, когда р содержится между 2а/2 и 0, годится 
только отрицательное значене у, которому отвфчаютъ два отрицательныя значеня 2: 
сФвущая проходить въ углахъ 20у н 2’0у". 

635. Опуская тригонометричесвая рёшевйя вопроса, дадимъ въ заключене рЪ- 
шен!е задачи чисто геометрическое. 


1. Пусть задача рфшена, п ММ— требуемая 
сфкущая. Опишемъь около треуг-ка МОМ кругъ, 
въ которомь ХМ будеть длеметромь. Продолживь ^ 

7 00 до ветр$ян съ окружностью въ точьЪ Т, с0- 
елиннмъ Г съ №; тр-ка МС, ОМТ подобны, ибо 
пыфють общ уголь МТО и сверхъ того ГУО= 
ОМ —= МОТ (ибо ВОС —= (04); сл. сходетвен- 

(44 ныя стороны даютъ пропорщю ОГ: 1Х = : ©, 
откуда ОТХ 10 — 1%. Здфеь ГМ? извфетно, ибо 
точка 1 находится въ ередин% дуги ММ, именно 1Х 
есть сторона вписаннато квадрата въ круг%, кото- 


нь —МУ 2 а м2 8. 
рагора мусъ == = 5, сл. № = Е вы 


4 
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сверхъ того 10 —6=06=а\У 2; слфлд. задача приводится въ построевю прямо- 


2 РЯ 
угольника по даннымъ; площади = и разности измфреый ву?2. 
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Для рёшевя задачи описываемъ кругъ около квадрата ОАСВ, беремь 04=р, 
проводимъ въ точк$ О касательную къ кругу и изъ точки 9 опускаемъ на нее пер- 
пендикуляръ 49’; тогда 


06 =- ибо 99*— 


04”. Центръ Г круга со- 
единяемь съ 4’ и линю 
1,9’ наносимъ на Г.Т; тогда 


р? 
ОТх 0Г—09°3 =5 $ во 
ОГ — ТС, сл%д. 


ОО. 
2 

Затфыъ изь точкп [ 
какъ изъ центра раду- 
сомъ 09’ описываемъ ду- 
ту круга, которая пере- 
сфчеть ось У въ точкахъ 
Ми Х'. Искомыя сВкущя 
будуть: МХОМ и ХСМ’. 
Въ самомъ дЪлЪ, прове- 
дя МГ, имфемъ 


09” == Х@ = 10 х 1; Черт. 60. 


слфд. треу-ки №0, № подобны, имфя по равному углу, заключенному между 
пропорщональными сторонами; слфд. СМ — №01 = ОМ — 458; но въ треут. ХММ 
уголь ММ также 450; а какъ ОХМ -- ОМХ —4, откуда ХГ=1М, елфд. четыре- 
угольникъ №1ОМ—вписуемый; но ХОМ = @, сл. ММ =, и какь ТУМ-=450, то 


р 
ХМ? — 21%. Но 18 — 09*=2-, сл. ХМа-=ра и МУ=Ь. 


$ 


Изосльдовланте. — Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы кругъ, 
описанный изъ точки ] кавкъ изъ центра, пересфкалъ ось 9; сл. необходимо, чтобы 
то 
ТУ > ТР, ВлИ Е > —, 
2 2 
ибо ТРО есть прямоугольный равнобедренный тр-къ, такъ-какъ РОТ=450; отеюда: 


р > о. 
Н 10—01 П, = Бе = 2 р" Е, у 
[6] -- Ч -| ф - -- - - от уда р > - 


2 
4% 0 
а 
или р>2а\?, 
услов1е извфстное. 


пли руа —я>> у а, вши 250 > 2ар\/2 Гут, 


При р-—2а 2, кругъ, описанный изъ центра 1, касателенъ къ оси у; тогда 
ТР = сл. 10=р=2а /9, и какъь ОС=а\/2, то 1С=00. Сдёд. если про- 


вести РС, РС будеть нерпендикулярна въ ОТ, и сфкущая будеть тиита. 
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2. Возьмемь другое положевн!е сЗкущей, папр. МХ въ углф 209’; опиеавъ окруж- 
ность около треуг. ОММ и продолживъ СО до пересфчен1я въ точкЁ Т съ окруж- 
ностью, замфчаемъ, что уголь 1ОХ==458, слФд. дуга 1908, 

а потому хорда ГХ есть сторона вписаннаго квадрата; и потому 


Т%= ыы их Е 

у? \2 
"Треугольники СТХ, ТОХ подобны, ибо уголъ Т общ, и 
сверхъ того 1ОХ — 450 —ТХ0; откуда СТ: ТХ М: ОГ и 


а Е 
СТх 10 = Г? =; кром$ того: 10—10 =0ОС = а\?; сд#д. 


задача приводится къ ностроен1ю прямоугольника по площади 
н разности изм5реяй. Отсюда: тоже самое построеше, какое 
Черт. 61. указано выше, съ тою разнидею, что нанесен1е должно быть 
сдфлано на дагональ ОС съ другой стороны точки С. 

Итавъ, едфлавъ это построеве, наносимъ 1/ на линю 1.0 въ ПЛ’, затЪмъ изъ точ- 
ки Г кавъ изъ центра радусомъ == ТУ — Г.’ опипемъ дугу, которая пересфчетъ 


ось у вьж пт. Проведя Сит и Си’, получнмъ двф сЪвушя, отвфчающя 
вопросу. 


Для доказательства соединяемъ точки Ти 9%’; по построевю: ГХ”— О х ГО 


2. 
2 / 
нлн Р —РОХГС пан | ый = У2. слфд. треуг-ники ГО’ и ГС’, какъ имфю- 
р. ру 1 


пе по равному углу, заключенному между пропорцональными сторонами, подобны; 
откуда Ги’С = ГОя’ — 450. Но четыреугольникъь ГОт/’я вписуемый, ибо углы Ги’С 
ТО» дополнительны до 1809. Но уголь От’ — 4, сл. и уголь я = 4; а какъ 
Тит’ —=450, сл. треугольникъ-прамоугольный равнобедренный, & потому 


тт’ = 1/2 =. 
ИзсльдовлантеЕ. — Чтобы задача была возможна, нужно, чтобы Ги’ или у 
2 


было больше перпендикуляра ТР’. Но Г = ГР’ /2 =11, — 01, =14' — ву ыы 


ет ав Е 8-2? в. 
НР ЕР ; сл, должно быть вые, или ру? > —@а-- 


2 


а? -- 23, ру а> ай Е р, или 28--2ар уз а* > а*-|- 3, р?-|-2ар/2 > 0, 
услов!е, всегда выполненное; и потому въ разсматриваемомъ случа задача всегда 
возможла. 


Задача ХХ. 


636. Вь окружности радуса В беруть секторъ, которо уюль—450; тре- 
бустся въ этомъь сскторъ помъетлить прямоуольнию ММРО (дв вершивы котораго 
находились бы на одномъ рад1усф, а изъ двухъ остальныхъ одна на другомъ рад1ус%, 
& другая на дуг$ сектора) такь, чтобы дипональ МР измла данную длину т. 


Прнмемь за неизвфстное длину ОР — <; треугольникъ МОР даеть 
112 — В*-|- 22—25. 0%. 
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Но ихъ треугольника ОМ, замфчая, что МО — ОР, пыфемъ: 009 — И — я, 


Отсюда 
т? — Ва -|- 28—25 УВ —, ,,.,... (1). 


Это ур. останется въ томъ же видф, пока 
точка М будеть находиться на дуг АС, ибо 
уголь РОМ будеть острый. 

Если точка М будетъь находиться на дуг% 
СА’, причемъ прямоугольникь будетъ, напр., 
МКМ’Р’О’, найдемъ, опать полагая ОР’ — 5, ур-ше 


т? — В2--2--25 /В— 2. . . (2) 


отличное отъ (1). 

Залфмъ, безполезно брать точкн на нолу- 
окружности А’С’А, потому-что, очевидно, найдемъ 
рфшен1я симметричныя, относительно О, р$шен!- 
ямъ уже полученнымъ. 

Итакъ, задача р$шается двумя пррацональ- 
ными ур-ми 


225 В - В — ........ (3), 
гд% #>0, наи цфлымъ ур-мъ: 
44° (В2 — 27) — (2 -- В — т)... . . (3), 
или 51 — 2 (т? -|- В?) -Ё (и? — В*)=0 . .°. (4) 
пзъ числа корней котораго надо брать тольво положительные и наносить ихъ въ на- 
правлен!и ОА. 

НЪФкоторой точкЪ Р, для которой ОР есть корень ур. (4), соотвфтетвують дв% 
точки окружности, лежапия на одной п той же параллели къ АА’, если только 
РМ = х не больше В; изъ этихъ двухъ точекъ вопросу отвЪчаеть та, для которой 

2 В — >0, пан ий — В?, 


> 


если она находится на дуг$ АС; или та, для которой 
2 № —пт?<0, пли *<тЫ— &, 
если она находится на дут А’С. 


Изсльдованге. — Чтобы корни ур-н1я (4) отвФчали на задачу, необходимо 
и достаточно: 1) чтобы они были дЪйствительны; 2) положительны; 3) меньше В. 


Кром того, & рг101] видно, что какъ скоро корни будуть дЪйствительны, они бу- 
дуть попарно равны и противоположны по знаку; сл. будуть два положительныхь 
корня, и очевидно, что они будуть меньше В, ибо, удовлетворяя ур-ню (3’), д%ла- 
ють разность 42*(В2 — 2?) положительною. Итакъ, остается единственно услов!е д$И- 
ствительности. 

Такъ кавъ ур. (4) биквадратное, то для дфйствительности его корней необходн- 
мо, чтобы значен!я 2? были дЪйствительны и положительны; но очевндво, что какь 
скоро они дфйствительны, то и положительны; сл. необходимо и достаточно, чтобы 


было 
(та -- В) — 5(2 — В) > 0, 


или [из - В2 — (т? — В) 5 [т Ва -| (и? — В?)/5 ]>0, 
или [ИУ и — (/5— 1/5 — 1) — (/5-- 8] =0. 


Раздфляя первый множитель на /5--1, а второй на \/5 —1 п замЪчая, что 
(У з (1) 
И А ВЕ И5-1 2 |’ 
даемъ неравенству видъ: 
В — р В, — *) _ 
{=#— [55 —1)| }{(®#— [5 5-|- 0] } =0, 
или, по разложени на множители первой степени: 
в = в = ИЕ В = 
[»- 5 (М5 — 1)[#— 5(/5 — [2 - 5 (У5-- 1) [® о (/5-- 1) = 0. 
Но первый и трет! множители положительны, сл. д. 6. 
в а 
[®— 5 (5—1) [#— 5/51] =о, 


откуда видно, что 72 должно удовлетворять усзов1ямъ: 


ее ВЕ оооаьы (5) 


При этихъ услойяхъ всф 4 корня ур. (4) будуть дЪйствительны; сл. задача бу- 
деть нмфть два рфшешя въ полуокружности АСА’, и два симметричныя имъ рёшеня 
въ другой полуокружности. 


Остается показать положене прямоугольняковъ, отвфчающихъ залач%. 


Чтобы оба положительныя значешя х давали прямоугольники съ вершиною М 
на дугв АС, необходимо п достаточно, чтобы для каждого изъ этихъ значевйй было 
12 `>> т? — В2; а для этого необходимо и достаточно: 


1) Чтобы триномъ, составляющ!й первую часть (4) быль положителенъ при за- 
мфнЪ въ немъ 2? разностью (т? — В?); 


2) Чтобы полусумма корней не была меньше (2? — В?). 
Первое изъ этихъ услов даетъ: 
5(т7? — В?) — 2(т -|- В?)(т? — В?) (т? — 82) > 0, 
или (т? — В?) (т? — 28) >00. а) 
Второе услове даетъ 


р 2 р 
Е ия — Вр, или та" В си жив 4) 


ЗВа 
Отеюда, тавкъ кавъ ат содержится между В? и 282, слФдуетъ, что: 1) если 


712 < В? или т< В, оба рёшев1я лежать на дуг АС; 2) если В < т < В, одно 
рфшеше находится на АС, другое на А’С; 3) если т > В 8, оба ршешя на дуг А’С. 

Итакъ, макснмиумъь т, равный 545+ 1) (т. е. сторона правильнаго вписан- 
нато звфзднаго десят1угольника), принадлежнть прямоугольнику, котораго вершина М 
лежить на дуг® А’С; между тФмъ кавъ минимумъ т, равный 5 — 1} (сторона 


выпуклаго десятугольника), принадлежать прямоугольнику, котораго вершина М на- 
ходител на дугВ_АС. 
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Резюме изслюдованя. 


< (/5—1) корни мнимые. (....... о. 0 ршенй. 


= (5—1), о В, шиишит( и). . . . 1 рёи. на дуг АС. 
[ [т< в . ии 9 рн. на дуг% АС. 


т— В: =0, "= в\/?. .2 р$ш. на дуг АС. 


м .. . 1 р№ш.на АС, 1 рЪш. на А’С. 
#—ВУ2. . точка Си1 р%ш. на А’С. 


в. 9 ри. на дугВ АС. 


| 
т «< ЗН 
[| >В 
\ 


"> 35-5) 


т 10--2/ 5 : 
т = ВЯ) ия = Е шах.(т). 1 рёш. на дугБ А’С. 


_ ПИ 5+ 1) : корни мнимые. . . . . 0 р$фшешй. 


Задача ХХ. р 
638. Дань правильный Л АВС и параллель ОЕ къ ею основанию. Если нъко- 
эюрую точку М, взятую на этой параллели, соединить сз вершинами, то продол- 
женя полученныхь прямыхь образують на сторонажь Д\-ка шесть отрюзковь. Опре- 
‚ бълить точку М такъ, чтюбы произведеще зпрель изо этиихь отрьзковь, взятые не 
посльдовательно, имьло данную величину. 


Рашевнте, Пусть (черт. 63) сторона, данваго /\-ка равна а, параллель ОЕ ==. 
Примемь за неизвфстное — разстояе ОМ =: А 
искомой точки отъ средины ОЕ. По условию 
должны имть 


ВА’ х СВ’ Х АС'— В3. 


Выразимъ эти отр$зки въ функщи данныхъ 
апофи искомаго 2. Изъ подоб1я тр-вь АВА’ н 
АРМ имфемъ: ВА’: ОМ — ВА : ПА, 


откуда ВА’=ОМ. ъе=(#+5)- т . . (1) 


Для вычисленя В’С проводимъ В’ парал- 
лельно ВС и, замфтивъ, что ВЕ=СВ’, изъ подоб!я 


тр-вь ВОМ н ВВ’К имфемь: ВК: ВОВ: ОМ, Черт. 63. 
х ъ |’ 
или СВ’: (@—5) = (а— В'С): |5 + 2|]=а: «+=—5), 
(а — 6 
откуда а 


ь 
а-- 2—5 
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Зал$мь, АС’ — а — ВС’. Подобные тр-кн ОС’М и ВСС’ даютъ: 
ВС’: (ВС' — ВО) = ВС3 ОМ, или ВС’: (ВС’—а-Н =а: ( &-- 5) ‚ Или 


Во: 6-й а: (аа); слёд. 


ь 
200—889 ев ;) аки и) 


6 
2-5 —@в а 


Итакъ, имфемъ уравнене 


Ь 
т @—й | “(* — 5) — 


Пусть искомая точка находится вн Д-ка въ М’ (черт. 64), и пусть ОМ/ =. 


Тр-ки АВА’ п АОМ’ даютъ: ВА’; ОМ’ ВА : БА, 
а 


ь я 
откуда ВА’— (у + 5.) ре выражене, со- 


вершенно сходное съ (1). Для вычисленя СВ’ 
проводимъ В’Е параллельно ВС; треуг-ки ВВК 
п ВУ дають: ВЕ: ВО —= ЕВ’: ОМ’, или 
В'С : (#—5) = (а&— В'’С): (у = =) слФд. и для 
линш В’С получится прежнее выражен!е. Нако- 
нецъ АС’ — ВС'—а. Подобные тр-ки С'ВСи СОМ 
дають ВС’: СО’-=ВС: ОМ’; ВС’: (В0— ВО) = 
ВС:ОМ!; или | 


Вс’: (В'—а- в =а: ( а 5): 


ВС’: 6 —а)=а: (у — > — а); сл%д. 


Итавъ новое значен1е АС’ отличается отъ нрежняго знакомъ; слфд. нолучнмъ 
новое ур-н!е, которое можно представить въ видф ВА’. СВ’. АС’ = — КЗ, такъ что 
оно отличается отъ (4) перем$ною КЗ на — КЗ. 


Пусть точка М находится вираво отъь параллели прямой АВ, проведенной черезь 
точку С, напр. въ М”, и пусть ОМ” 2, (черт. 65). 
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Прямо видимьъ, что для ВА’ новаго не получится, розематривая треугольники 
АВА’ и АМ”. 


-® 
Для СВ’, проведя В’Е па- 

раллельно ВС, имЗемъ изъ тр-въ 
ВВГ и ВОМ’”: ВЕ: ВО = 
ЕВ’: ОМ”, или СВ’: (@а— = 
{а — СВ) ‚(2 -- 5). слёд. 
ниБакой перемфны н%тъ. 

ЗалФиъ пмфемъ АС’—а-Р СВ; 
тр-ки С’СВ ин СМ”О дають: 
СВ: С'0—ВС: РМ”, или СВ: 
((В-Ра—б=а :($+>) : 
или ВС: а —В—=а: 
(2+ и “) ; сл%д. 


АС’—а = в) = 
г -- т в 
2 Черт. 65. 
а (. —— 
5 : та же величина, какъ въ первомъ случа. 
# - 5 —а4 


Пусть теперь точка М находится влфво отъ О, между Он 0; пусть ОМ, =. 
Тр-ки АВА’ и АПМ, дають (черт. 66): 


ВА’: ОМ, — ВА: ПА, откуда ВА’ (> —м)- > +... (5) 


Проведя черезъ точку В’ прямую В’ параллельно ВС, иыфемъ: 


ВЕ: ВО=ЕВ’: ОМ’, Вс: =@—в0): (2-м) =: («— 2-=), 


откуда Вы еее ее еее (6). 


Наконець, нетрудно вычислить и АС’. Легко видфть, что 
мы вайдемв ур-н!е (4), ВЪ` ЕОТОромъ 4 перемфнено въ — д. 
Такимъ образомъ, мы умфемъ истолковываль отрицательныя 
рёшевя ур-н1я (4). 

Передвинемъь точку М еще лёвфе, въ М., и пуеть 
0М, —=х,. Найдемъ (черт. 67): 


вы (+=). 


Черт. 66. 


Для вычисления СВ’ проводимъ черезъ точку В параллель къ лин1и ВС до встр*- 
чи сь продолженемъ АВ въ точь Е. ВЕ = В'’С. Тр-вкя ВВ’К и ВОМ, даютъ: 


ЗЕ: ВО —=ВЕ: М.О. Но В — В’'А —В’'С —&; сд. 
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ВС: (а«—в=(в0-а): (-> --%)=а : (в —- 2), 


3—7 ОтБуда В’ — Е ЕЕ 
а — э. —* 
Затфмь АС’— а— ВС’. Треуг-ки М.ОС' и ВСС’ даютъ: 
ВС’: СФ= ВС: М.О, пая ВС’: (ВО — ВС) = ВС ; М.О, 
и 


или ВС’: @—5— во =а: (- 5+), 


пли ВС': (&—5) =а: (-- аа), сад. 


ъ 
й а — $) й (= = 5) 
Аб’—=а о и = Е р 

Черт. 67. —5 аа а. —5 

| 
а(— 1 — >) 
что можно представить въ вид% 

А ЕВ о —а 


2 


Олд. если перем нить х на— 2, то АС’и В’С получать тотъ же видъ, какъ 
въ первомъь случа, но ВА’ получить противоположный знакъ. 

Достаточно перемфнить КЗ ла — КЗ, и мы можемъ принять отрицалельныя рф- 
щен1я ур-н1я, такимъ образомъ составленнаго. 


Наконецъ, пусть точка М будеть еще лфвЪе, въ М.; пусть ОМ. =. (черт. 68). 


ВА’ =(- 2 ++) , $. 


Тр-ка ВВ’Е и М.ВО даютъ 
ВЕ: ВО = В": М.О, 


/ / 
ПлИ = ито р" — . 
а + 2 оо - 
Отсюда СВ’ = а, 
В ах 
р] 3 
Наконецъ, треугольники СО и ВОС 
ет 6 даютъ ВС’: СР = ВС:М.О, или 
ь 
ВС’: (ВО — ВС)=ВС: М.Ю, или ВС’: (а—5-—В0)=а: (=, — 5), 
—в 
или ВС: @—б=а: (м-— 5-54); слЪд. де=а— — = 
3—5 а 
е 
[и (= +5) 
$ Е 
а {а 


Если перемфнить х на — 2, найдемъ ур-ше (4), ибо двф лин ВА’ и СВ’ пе- 
ремфнили знакъ, сябд. произведене останется безъ перемфны. 
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Итакъ, (черт. 69), проведя С@ параллельно АВ, п ВС’, гаралхельно АС, заключаемъ, 
что когда М находится между О и Е, или вправо оть С, ея положен е опред$ляется 
положительными рф шен1ями ур. (4); 4 
если М находится между О и Б, й 
или влфво отъ С’ отридат. р$- и! 
шен1ями ур. (4); если М лежитъ 
между ЕиС, положит, рёшенмямя 
ур-н1я, въ которомъ КЗ измфнено 7 В $ \Е 7 
въ — КЗ, и отрицат. р»шенямн аа й 
этого ур-н1я, если М находится 
межлу О нб.. 


Положивъ КЗ — 243, уничто- 3 
жныь множителя а3, и приведя 
уравнеше въ цфлый видъ, полу- 


ЧИМЪ Черт. 69. 


4(6 —а -- т)? — (5 —а) (9? — 4таЪ) — тз=0. .. .. (1) 


ыы ТЕ 3 
откуда ее \/° @){6* — 4таВ) -- тб, 
4(6 —а- тб) 
639. Изсльдованте. — Чтобы одно изъ этихъ значен!й х предетавляло от- 


вЪфть на вопросъ, нужно прежде всего, чтобы оно было дЪйствительно, а слЪд. чтобы 
подрадикальное количество было положительно; а какъ это послфднее ссть дробь, 
падо, чтобы оба члена ея имфли одинаковый знакъ. Разематривая эти члены кахъ 
поланомы первой степени въ т, должно дать т значен!я, лежашля вн корпей этихъ 
‚_ Ка— 5 „_@-—В 
полиномовъ. Корень чнелителя и’ = ба—57 корень зпаменателя т — —;—. Въ 
вашей задачв мы предположили а> 6, слд. 2а—6>6; а потому м <”. Итакъ, 
чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы было 
т < ах ПЛЯ ты о 
(2а— 6} 


Недостаточно, чтобы х было кЪйетвительно; необходимо, чтобы (будетъ-ли & >> 


ъ Ъ 
или < 0) абволютная величина была меньше 5’ ии больше @ — — Итакъ, долж- 
по быть 


ао или и 
> 5 2 


Подставивъ первое изъ этихъ значев!й въ первую часть ур. (7), имемъ 
Ь(Ь — а-|-- тб) — ($ — 8) (52 — 4таб)трз, пли -- (6 — а). 4тав. 
Тавъ какъ Ь—@<.0, знакъ этого произведен1я будетъ зависть только отт 
знака 7; въ данной задачВ и м. 6. только > 0, слБд. разсматриваемое пропзведене 


ф | 
<0. Итакъ результатъ подстановки р всегда отрицателенъ; но коэффищенть при 2? 


иметь перемнный знакъ, отсюда необходимость различаль нЪеколько случаевъ, 
смотря по знаку выражешя 6—а-|- 5. 


@— 6 
1. Если т < - И: $ —в-| тб отрицательно; результать подетановки будетъ 


ь Е 
одинаковато знака съ коэффищентоме при #2, сл$д. р внЪф корвей, и какъ одипъ 
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[2 
изъ корней отрицателенъ, и всегда больше обоихъ корней. Положительный корень 


удовлетворяеть задач$; отрицательный— также, ибо онъ равенъ положительному, но 


а 
по знаву противоположенъ. Такимъ образомъ, если < - ъ 


‚ задача имфеть два 


(4—5) 


р%шен!я— положительное и отрицательное, если только т < ба ое 
[72 — 


какъ  тре- 


буетея для дфйствительности корней. 


а 
9. ели то> —5 ' Результать подстановки отрицателеяь и олфд. имфетъ знакъ 
ь . ь а ь 
противоположный коэффищенту при 2?, который положнтеленъ. Слфд. > заключает- 


.. В ф 
ся между корнями. Корень больший 5 Лолненъ быть больше и разности а—-5 3 по- 


: ГИ) 
смотримъ, во что обращается первая часть ур«н1я, если въ ней положить х —= а — 2 


‚ 2 
Имемъ: 4(а — 2) (6 —а-- тб) — (5 — а) (5? — 4таЪ) — тбЗ; по упрощеши по- 


лучимъ: 845 — 440 — 403, или —4а(а— 6). Такимъ образомъ, результатъ под- 
становки всегда отрицалеленъ; а коэффишенть при 5% положителенъ; слФдовательно 


Г’) ; 
а — -„ заключается между корнями. Поэтому, больший корень удовлетворяетъ зада- 


ч%; меньшй— также, ибо онъ отъ перваго отличается только знакомъ. 


Итакъ, задача имфетъ всегда два рфшен!я, если только > 0 п не содержится 
р (а — 5) м а—6 

7 а “о Ь о 

Котда 7% отрицательно, мы пыфемъ уже пную задачу; ур-не дастъ два дЪйствит. 
корня, ибо 9% не заключается между 2’ п т”. Корни эти могутъ быть положительны 


Г Й ь 
или отрицательны; но они еще должны заключаться межлу = на— 5, или — 
[1 
и —_ а. 
Е 


Результать подстановки 


ыы 


[71 


—Ь 
похожителень, п какъ и всегда меньше ———, коэф. 


Е 
ь 
при 2? отрицателенъ. Слфд. -- заключается между корнями. Если годенъ положи: 


тельный корень, то годенъ будеть н отрицательный. 
ь 


Разсмотримъ, поэтому, положительный корень, который больше 5} 0 д. 6. 


<а : 
2 
[2 
Результать подстановки а—-5 всегда отрицателент, слфдоват. одного знака съ 
: | м 
коэффищентомъ при 5; ся$д. а = — вн корней; п какъ одинъ изъ корней отри- 


ъ з 
цателень, 10 @— больше обоихъ корней: оба корня дають отвЪть на задачу. 


Олфд., если 7% > и: два р5шен!я внф треугольника; если 7% < т”, два рЬшешя: 
въ треуг-к, при ж > 0; вн треугольника, если 9 << 0; нфтъь рфшен!Й, ееди 7% за- 
включается между т’ и и. 
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Задача ХХЕГ. 


640. Вь какомь разстояни ото центра данито шара провести сокушую плос- 
кость, чтобы боковая поверхность конуса АВС, описаннато около шара по съченто, 
сложенная съ т разь взятою поверхностью витинято сетмента АЕВ, фавнялась дан- 
ной поверхности (т — число положотельное). - 77. г “< 

Рьшенте. — Пусть радусъ даннато шара будель В; данная поверхность 2лаВ; 
х, у, = — три непзв®стныя линш 00, ОВ, СВ. По унп- 
чтоженш общаго множителя Эл, иы$емъ, во-первыхъ, ур. 


у2-- 2тВ(х Г В) —3аВ=0. . . . (1) 


Проведя ралусь ОВ, пзъ прямоугольнаго треуголь- 
ника ООВ н изъ подобныхъ треугольвиковь ОФВ и СОВ 
имфемь: 


22 | 92 — В и 42—ВУ, 


2 р , 
И Е В ЕЕ 


откуда: 8 — 
у 2 р д 


ЗамЪнивъ въ ур-в!и (1) 92 послфднимъ выраженемъ, 
найдемъ ур-нНе . Черт. 70. 


(2% — 1) — 2(& — тВ)х-Р В =0 ...... (2) 
изъ котораго 


Бы т == а — тв) — (2т — 1) В 
ыы Эт — 1 | 


Изсльдованте. — Чтобы предложенная задача была возможна, необходимо и 
достаточно, чтобы х было дЪйствительно, положительно и ве больше В. Прежде всего 
очевидно, что корци ур-н1я (2) будуть дфйствительны, если 2т—1=<0. Итакъ, 


1 1 1 
должно различать 3 случая; т <, т—=-5 ть. 


1 случай, — п< > . 


Корни ур-вя (2) дйствительны, одинъ положителенъ, другой отрицалеленъ. 
Откидывая отрицательный корень, замфчаемьъ, что задача можеть имфть только одно 
рЬшеше, и чтобы оно существовало, нужно еще, чтобы 2 было меньше В. Это бу- 
деть имфть м$ето, когда результать подстановки буквы В вмфето х въ 1-ую часть 
ур. (2) будеть имфть тотъ же знакъ, какъ первый членъ, т. е. отрицательный; ибо 
отрицательная величина х необходимо меньше В. Результатъь подстановки есть 
28(2тВ. — а); слфд. должны пыфть @= 2тВ вали 2=Ва > 4т=В®. 

Такимъ образомъ, когда данная поверхность будеть меньше ж разъ взятой по- 
верхности шара, задача будетъ невозможна, когда же данная поверхноеть равна или 
больше 9% разъ взятой поверхности шара, задача имфеть всегда рзшен1е, и только 
одно. Итакъ, если 8 есть данная поверхность, можно написать слЗдующую таблицу. 


З<4т В. . . . О р%шенй. 
т < ‹ Вата. . . . ТГ р65шен. 
Б.> АтеВ, ... 1 


” 


$ 1 
2 случай. — т = —-. 


2 
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Ур не (2) приводится къ первой степени п даетъ: 
В? 
 2а— В} 
выразнвъ, что величина 2 должна быть равна нли меньше В, найдем: @ = В, или 
2=Ва > 2-В?: это тоже самое услове, что ин въ предылущемь случа, если примемъ 


ро 
А, 


во впиман1е, что т; сл$д., заключен!я остаются тЪ-же. 


ее 1 
3 случай, — т > о 
Въ виду того, что произведеве корней ур-н!я (2) больше, равно или меньше В?, 


смотря по тому, будетъ-ли 2 меньше, равно пли большее 1, мы должны настояний 
случай подраздФлать ва три другихъ. 


1. — 5<т< 1. 


Во-первыхъ, чтобы х было дЪйствительно, должно быть 


а<(т—Утр—1)В. .. (3), пли а> (т--/2т—1)В. . . (4). 

Когда то или другое изъ этихъ условй выполнено, корни дфйствительны и пиф- 
ють одинаковый знакъ. Но еслабы мы взяли первое неравенство, & было бы меньше 
т, п оба значеня х былн бы отридательны: ел%д. нужно взять второе неравенетво. 
При этомъ а будетъь больше т В, п оба значев1я х положительны. Кром% того, зам} - 
чая, что т<1, находимъ, что произведен1е значея!й х больше В2, и что слЪд, корни 
ур-вйя (2) могуть быть заразъ меньшими В: слЪд. задача не можеть имфть болфе 
одного рфшен1я. Притомъ, чтобы это ршеве существовало, необходимо и достаточно, 
чтобы результать подстановки В на мфето х въ первую часть ур-вя (2), т. е. 
28(2тВ — а) быль отрицателенъ или нуль. Тавамь образомъ, должно быть 

а > В или 2=Ва = Ат В»; 
этого услов1я достаточно, ибо оно влечеть за собою и неравенство (4). Завключешя 
тфже, что п въ двухъ первыхъ случаяхъ. 

2. —т%—1. Завлючен:е тоже самое, 

3. —т>1. Кавъ скоро услове (4) удовлетворено, оба значеня 2 дЪйствитель- 
вы и положнтельны. Но нли оба ови будуть меньше В, или одно будеть меньше, а 
другое больше В, смотря потому, будетъ-лн @ меньше нли больше 2тВ. Такимъ 
образомъ, задача будеть пифть 2 рёшен!я, когда будеть а>(т-Р /2ж— ЮВ н 
< 28; и одно рёшеще, когда будеть «> 2тВ. Зал$ыъ, задача будеть пыфть одно 
рышеше при а=(-- УЗж—1)В, п будеть невозможна, когда а<(т-/т— В. 

Если обозначить для краткости количество т ут —1 буквою р, то изел$- 
дован!е послфдняго случая можно резюмироваль такъ: 
$<2=р08?. ...... о. Орше. 
$ — 2^рВ9. ....... о. 1 реше. 
2=р8? < В < 4тк В . . . . . 2 р5шен. 

3 > ат ...... о. о. 1 р$ене. 

Результаты изсафдованля показываютъ, что въ сущности имфются только два раз- 

личные случая: 27981, т>1, 


т 1 


„Задача ХХИ. 


641. Даны два шара, лежаиия одинъ внъ друмио: 0 п 0’; на линь центров, 
между обоими шарами, найти такую точку А, чтобы два конуса, имтюцие общую 
вершину во этой зпочкь и касаюищеся къ даннымь зшарамь, заглючали внутри себя 
два сегмента, сумма поверхностей которыхь имтъла бы данную величину. 
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Рьшенге. — Пусть будеть х, 7’ и 4—рамусы шаровъ и разстояве центровъ; 
дна’ — разетояя 40 и 40’. Зная, что поверхвость сферич. сегмента — произведе- 
ню окружности большаго 
круга на высоту сегмента, 
имфемъ: пов. сегмента ВСО= 
27.00; но Ср=у—00, 
по свойству-же катета им%- 
емъ: 72—0ОСхх, 


7? 
откуда <=, 
х 


73 
и 2х. С0==9(? — —) . 
\ д 
Сумма поверхностей обоихъ Черт. 71. 
сегментовъ выразится форму- 
г 73 ТЗ, р 78: УЗО б 
лой 2=[-- 7? — (=>). За данное можно принять =( ка, пзобразивъ 


сго формулою 9пт?, п замфипвъ 2’ равною величиною 4—4, получимъ уравнен!е 


3 ‚3 
- -|- = — 0072, или 272 — (73-3 ата -- 473 =0. . . (1) 
откуда 
73—73 атЯ--\/ (73 — 7! 3-|- 4тз) — 4ат?з 
д — т. 


эта 


Изследовлнте. — Количество х будетъ дЪФйствительно, если 


т? < (у алИае ‚ . (2), ван т?> ( И О. (3) 


а по ур-н!ю (1) заклюзаемъ, что оба корня будуть и положительны. 


По чтобы величина 1 представляла рфшев1е даннато вопроса, нужно еще, чтобы 
она была 2>г, но «4—7. Результаты подстановки количествь х и 4—7” вмфето 
х въ первую часть ур. (1) суть: 


ат? -- 73—73 — т?(а—)] во [а -т3—т3— т (а—")]; 
поэтому главными значеяыи 7? будуть количества 


ди-- 3 — уз Е ди? 73 — 3 


а— а—”' 
| 43 
Сверхъ того нужно сравнить съ 7? н (4-—7”)? произведене корией 28’ @ 910 
, аз 
даетъ еще два главныя значен1я 772, именно ин @—' 
Положимъ 
(луки) (иен ь 47? -|- 73 — 73 ый 
р о а ии 
21 73—93 3 
Е = 9, о = #=А. 
4—г (а—г’)? 


Во-первыхь замфчаемтъ, что неравенство (2) должно отбросить, п елфд. взять не- 
равенство (3). Въ самомъ дфлЪ, разности {—@ н е— а положительны, пбо 


1 
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(ан — а Ут" 


7—@—= УЕ Иа = и (ау/"-- и/ят— =" /Р) 


а(а— т) ь иа(а— +) 


Значитъ, еелибы количество 27? было меньше а, то тфмъ болЪфе оно было бы меньше 
си К, ин с2$д. пронзведен!е обонхъ значен!й х было бы больше (4 —7’)?, въ то время 
какъ результать подстановки разности 4 — 7’ на мфсто х въ первую часть ур-вя (2) 
былъ бы положителенъ. 06% величины х были бы больше 4—7’ и сл$д. должны бы 
быть отброшены. 


Распредфлимь теперь въ возрастающемъ пораядЕБ главныя величны Ф, /, с, 9, й. 
Для этого вычнелимь сначала разности: # —0, 9— Г, [— 6: паходимъ 


Е а" р Е бы —п/т" о. 
И аи —^ @аа—») 
= (9 74? — (213 -- 272 -|- Зи) а-- (г-- 7’) -- 7? —- =”). 


ян (@—х)(а — г’) 


первыя дв разаости очевидно положительны; положительна и третья. Въ самомъ 
ДЪлФ, араоноВя нулю ея числителя и рФшая получаемое ур. относительно 4, на- 


ХоДИмЪ корни: т иг’ — ——, Но какъ шары лежать одинъ вн другато, 
х 


то 4 больше большаго изъ корней 7-7”, и елфд. числитель дроби, а потому н 9—/ 
положительны. Итакъ, доказано, что <<<. 


Вычиеляя затФмъ разности /—с, /б— Ус, получаемъ: 


=. Иа] — -- Бои (ау — т/ф У) 
о т 


откуда видно, что об разности будуть положительны, или же об\ отрицалельны, 


о 
смотря потому, будеть-ли @ больше или меньше 7’ -|- г \/ — Зат$мъ, три количества 


т 
$, си составять одно, если ‘Я будеть = ”-у \/ Отеюда заключаемъ, что 


когда их \/ — количество с будеть < 6, въ противномь случаЪ будеть с>/. 


: . й 
Далфе изслВдовав1е покажетъ, что когда аз’ --х \/ —, то достаточно знать, что 
Г. 


с >, не фиксируя его м®ета относительно количествь 9 п #. Изъ сказаннаго видно, 


что слфдуеть различать 3 случая, см. по тому, будеть-ли 4 больше, равяо, или меньше 


суммы 7’ --х \/. 
ы р Ы 
1 случай: а У» ие: 


Главныя значен!я 27? идутъ возрастая въ порядк%: с, 6, |, 9, й. Будемъ уве. 
личивать 27? отъ его нанмснышей величины до наибольшей, наблюдая, что случится 
при переходф перемфнваго чрезъ одно изъ главныхъ его значен1й. 


10 1?<.Ь. Прежде всего видно, что нельзя давать 77? значен меньшихъ с, 


или содержащихся между си В, ибо 7? не м. 6. <6 по причин необходимаго не- 
равенсгва (5). 
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20. 1?-ф. Получаемъ для 1 значене 


о 4"/т 
Е) 
т у т-- ”,/ и 
п какъ въ вастоящемъ случа эта величнна больше 7 н меньше 4—-^'’, задача нызеть 
р®шен1е и только одно. 


30. < т? < Г. Такъ какъ 72 больше В, оба значеня х дЪйствительны и нполо- 
жительны; но какъ 7 меньше / и больше с, оба эти значен!я меньше 4—2". Въ са- 
момъ дфлф, подстановка вмфсто х въ ур. (1) количества.4— 7’ даетъ результатъ по- 
ложительный, а произведеше корней ур н1я меньше (4 —2"')?. Такъ какъ 79? также 
меньше дн 1, то объяенен1е, подобное предыдущему, покажетъ, что оба значен1я х 
больше г. Итакъ, доказано, что когда 72? содержится между 6 и Г, задача имфетъ 
два рфшен1я. . 

Когда 772=/, одинъ изъ корней равень 4—', другой меньше &—?", ибо те 
и слёд. произведев!е корней меньше (4—7): опять — два рашья. 

49, {< т? = 9. Такъ какъ т? больше }, результалъ подстановки 4—7’ вмфето х 
въ 1-ую часть ур. (1) отрицателенъ: сл. одинъ корень больше 4—7’, другой меньше. 
Но какъ т? меньше д и й, оба корня больше т; ел. рёшенше только одно. Когда 
т? — 09, одинъ корень —, другой >^; но вмфстф съ этимъ менышй корень <@а—7”, 
между т$мь какъ другой больше; сл. опять задача иметь только одно рфшене. 

50. и?7> 9. Въ этомъ случа одно значене х больше 7, другое меньше. Но какъ 
т больше }, одно изъ значешй х меньше 4—7", а другое больше; итакъ, менышй 
и большй корни, соотвфтственно меньше т и 4—7”, и больше хп @—». Задача 
невозможна. 


Резюме изсльдованая. 


а>н- +. \/>.. 


т? <; п=Ь; < <[ [<т?=9; ту. 
Чис. рзш. 0 1 2 1 0 


у 
2 случай: а—=”' -|- г. \/>. 
Въ этомъ случа с, 6, [Ё равны; и всегда < 9< 1. 
Имфемъ слфдующе результаты: 


10. т?< Е. Такъ кавкъ /=6, задача невозможна. 

20, 12? —{. Когда т?= р, двойное значене 4—7’ всегда возможно. 

30. <? = 9. Какъ и въ предыдущемъ случа, задача имфеть рЪшене, п 
только одно. 

40. т?>> 49. Задача невозможна. 

Замфчая, что при /—6 интервалла отъ Ь до Г не существуетъ, видпмъ, что ре- 
зультать изслФдованя тоть же, что п въ первомъ случаз. 


м й 
3 случай: а<"-Ёх. на 
Главныя значен!я 271, за исключешемь с, теперь возрастаютъ въ порядкЪ: 5, Г, 
9, №. Что касается с, ‘достаточно знать, что теперь с>>/. Будемъ измфнять 77, за- 
ставля его проходить чрезъ главныя значеная 5, /, 9, 1. 
11» 
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10. 72 {Е Задача невозможна: въ самомъ дфл$, 1? меньше {и с, поэтому оба 
значения 2х больше 4—9". 

29. ‘2—1. Въ такомъ случаф одинъ изъ корней равень 4—7”, другой больше: 
задача нмфетъ одно рёшене. 

30. Г<т?=< 9. Одно изъ значенй х будетъ больше, другое меньше @&—/'; и 
какъ въ то же время т? меньше дн, оба значеня х больше х: слёд. задача 
имфеть тольво одно ршене. Тоже самое будеть, когда 77? равно 9, ибо одинъ изъ 
корней равенъ х, а другой больше @— 7". 

40. 71? 0. По той же причин какъ и въ первомъ случа задача невозможиа. 


Резюме изслъдоваи!я. 


а<и"- г. = 


тр т=р 1<т<9 14. 
Чис. р®ш. 0 1 1 0 


Такъ какъ сумма, поверхностей сегментовъ изм$няется въ обратномъ смысл изм%не- 
в1ямъ 7, то эта сумма ныЪфетъ шахиииш, соотвфтетвующий 7? —6 въ первомъ слу- 
ча, п 7? —{ вт третьемъ. 


Задача хх. 


642. Вь данный шаръ радуса х вписать усъченный конусь АВС), имюючий 


данныя: высоту й и объемь 5 пав. 
Рвшенте. Пусть будуть <, у, 2 радусы ЕВ, АЕ основан! и апоеема АВ. Вы- 
ражая, что объемъ та пай, имфемъ ур-н1е 
аура ии, . . (1) 


Проведя радлусъ ОА, прямыя ОТ, АН, соотв%т- 
Ственно перпендикулярныя къ АВ и ЕВ, и параллель 
ГП. вь ВЕ, изъ треугольниковъ АОГ и АНВ ныфемъ: 


и 
=. (еее. (2), 
(—9—=#—м, .. . . (3) 
а изъ подобя тр-въ ОП. в АВН получаемъ 
__ #2 (472 — 29) 
р. 
Черт. 71. Поузноживъ ур. (1) на 4 п вычтя (3), пыфенъ 


3(х-|- 9—4 — |1, 
Приравнивая величины (--9)? изъ этото ур. и изъ (4), получ 


81 — 4 (а? 12) 191272—0. ..... -. б). 


Отеюда, ры М2 (а 2-12) — 3199). са . . (6). 
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Изсльдоваие. 


643. Анллизъ. — Все дфло, очевидно, въ вычислеви 2. Но недостаточно, что- 
бы величина 2 была дфйствительною и положительною; нужно еще, чтобы она была 
не меньше # и не больше 2". Можно разсматривать усфченные конусы обоего рода, 
въ которымъ, какъ легко убфдитьея, одинаково прилагаются ур-ня (1), (3) и (4), и 
слфд. ур. (5). Значен1е 2 даетъь усфченный конусъ 1-го илн 2-го рода, смотря потому, 
меньше-ли оно или больше Ут. Въ самомъ дфлф, въ трапеци АВСО произведен!е 
АВХАС стороны на дагональ равно 27й, а какъ изъ двухъ линий АВ и АС мевь- 
шая есть первая или вторая, смотря потому, 1-го ли или 2-го рода отр$зокъ конуса, 


то сторона 2 меньше \/27 въ первомъ случа и больше во второмъ. Если =, 
отр$зокъ дфлается полнымъ конусомъ. 


Зная это, находимъ во-первыхъ для дЫйствительности 2 услов1е 
Ми 3). соч тень Я 
(Можно замфтить, что когдь й равно или больше 7\/ 3, услове само собою удов- 
летворяется). 


Какъ скоро неравенство (7) существуетъ, то, въ силу ур. (5), оба значешя 22 
дфйствительны и ноложительны. . 

ЗатЪмъ, чтобы сравнить значеня 2? съ 1/2, 47? и 27й, подставляемъ поочередно 
эти три количества въ первую часть ур-н:я (5), разематривая ее какъ триномъ квад- 
ратный относительно 2. Находимъ слфдующе результаты подстановокъ: 


2127? — 4а? — 312) для №. (...... (8) 
47(472 — 42 — 12) „4... (9) 
87271 — 72 — а?) „о 2... ... . (9). 


Прниравнивая нулю каждый изъ этихъ трехъ полиномовъ и рфшал относительно 
а? получаемых ур-н1я, найдемъ слфдуюцщия главныя значеня для а?: 
47—12 _ 


щие, Аба Био. 


Вторую часть неравенства (7) слФдуетъ также разсматривать какъ главное зна- 
чеше 47; полагаемъ 


Муз —) =. 


Такъ какъ произведен1е корней, по ур. (5), независитъ оть @?, то новыхь глав- 
ныхъ значен1й не получимъ, сравнивая это произведене съ количествамн /й, 1674 
и 47247. 

Тенерь слфдуетъ узпать, въ какомъ порядкф пдутъ возрастая количества 6, с, 
4, в. Во-первыхъ, очевидно, что 6<.с, пн что 4а<е. ФВычислимь зат$мъ разности 
4—6, ес, а— в. 


Имфемъ: 


Иа 
2—3 ”) 


е— = ры № а—в= И (— №, 


4 ь 4. 
ДвЪ первыя разности всегда положительны; третья же — положительна, равна 


2 
нулю, или отрицательна, см, пот. будетъ-ли й <, —=, или >-: Итавъ, видно, 
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2 + 
что смотря по тому, будетъ-ли № меньше или больше 5 главныя значеня 4? рас- 


пред ляется такъ: 6, с, а, е; 6, а, с, е. 
Эт 

Когда й——, 
3 
Замфтимъ еще, что произведен{е обоихъ значен!й 27, т. е. 12127? веегда больше 

А ин 412, слфл. никотла не можеть случиться, чтобы два значеня 2 были оба, 


спа будуть раввы. 


меньше 4 или 2. Но какъ произведен!е значенй 2? меньше или больше 1674, 
2*\/ 8 
3 


чество слфдуеть также разсматривать, какъ главную величину количества й. 


смотря по тому, меньше ли или больше #й количества ‚ это поелднее коли- 


64.4. Синтезъ. — Изъ предыдущаго анализа видно, что изелфдован!е распадается 
на такя три главные случая: 


5; Е ее . 
Э+ 
Первый случай = 2 
Изм нен1я 4? Число рфшен!й. 
1-го рода. 2-го рода. 
-Ь 0 0 
@—5 0 1 
<= с . © 2 
с<а?<а 1 1 
а<@<е 1 0 
а >е 0 0 


Р+шевями 1-го рода, названъ усфченный конусъ 1-го рода, рЪшенями 2-го рода 
отрФзокъ конуса 2-го рода. Главныя величнны взяты въ порядЕ%: ®, с, 4, ©; а? 
измфняемъ съ 6 до е, проходя черезъ промежуточныя значеня с п 4. 


19. <. 06$ величины 2 мнимы: задача невозможна. 


20. 2—6. Для 2 получаемъ формулу: в=\/2/ 3. Эта величина больше 1 


п Утв, но меньше 27, ибо <>, а потому меньше и Ай . СлВдов.  имфемь 
усЪч. конусь 9-го рода. 
35. 9<а? =. Количество а? меньше с, 4, е; слфд. полиномы (8), (9) и (10) 


2 Е 
3 


У2тй. Задача имФетъ два рфшен!я 2-го рода. 


положнтельны; и какъ № меньше ‚ 06$ величины 2 меньше 97° и больше Ви 


Когда а?=6, одна изъ величинъ 2 равна М 27, п ей соотвЪтствуеть цфлый 
конусъ; вторая величина остается меньше 2”, но больше № н \/27й: она даеть отр». 
зокъ 2-го рода. Тавъ какъ полный конусь можно разсматриваль безразлично какъ 
отрзокъ 1-го или 2-го рода, то можно сказать, что н въ этомъ случа задача пыфеть 
два рфшеня 2-го рода. 

40. ‚< а=4. Тавъ накъ 48 становится больше с, полиномъ (10) отрицале- 
ленъ, н одна изъ величинъ 2 меньше \/2й, между тфмъ какъ другая больше. Но оба 


эти значен!я остаются, какъ и прежде, больше #, но меньше 27: имфемъ одно р%- 
шен1е 1-го, и одно рёшене 2-го рода. 


— 263 — 


Когла @2—4, одна изъ величинъ 2 становится равною 27, другая меньше 97; 
но они всегда больше й, ни одна больше У", другая—меньше. Сл$д. опять имфемъ 
отрфзокъ 1-го рода, и отрЁзовъ 9-го рода, только этотъь послфдн!Я имфемъ апооему==27. 

59. 4<@<е. Такъ какъ а?>4, полиномъ (9) отрицателенъ, п одна изъ 
величинъ 2 меньше 9, другая—больше. Значене 2, большее 27, отбрасываемъ, и кавъ 
меньщее значен!е 2 меньше 27, а другое больше, имфемъ только одно р%шен!е: 
отрфзокъ 1-го рода. 

Когда а?—е, получаемъ цилнидръ высоты й. 

69. 42<е. Задача невозможна. Въ самомъ д%л%, пока а? превосходить е, 


одно изъ значен!й 2 меньше, а другое больше нежели # и 2г. Поэтому, первое долж- 
но быть отброшено какъ меньшее й, а другое—какъ большее 2и. 


2 р о 
Когда = 7’ заключеня остаются тфже, какъ н прн <". Только обь 


предфла си 4 дЪЬлаютея раввыми, н потому интервалла между си @ въ таблиц 
изол$дован!я не бучетъ. 


Зал$мъ, безь новыхъ объяснен!й, слфдуютъ таблицы для двухъ послднихь слу- 
чаевъ: содержанияея въ нихъ детали изслфдован1я найлемьъ, слфдуя пути, указанному 
въ первомъ случа%. 


о 8. 
Второй случай: > <й = а : 
ИзмФнев1я а. Число рфшенй. 
1-го рода. 2-го рода. 
#<ь 0 0 
@#—5 0 1 
$<а<а4а 0 2 
4<® с 0 1 
с3 йе 1 0 
а `>е 0 0. 
Третй случай: № < Е 
ИзмЪ$нев!я 42. Число рфшевй. 
1-го рода. 2-го рода. 
<а 0 0 
#—а 0 1 
43а < с 0 1 
< <е 1 0 
ие 0 0 
Сдфлаемь только сл6дуюнйл замфчаня: 
Е : 
Когда й — > 4 равно $, и во второй таблиц$ нужно только опустить ин- 


тервалть оть @ до 6. 
Что касается третьей таблицы, то ниений предфлъь а? равень @ выфето 6. Но 


р ”/ 2} 


это зпачитъ, что как № больше -- == когда а? меньше 4, то оба значевя © ста- 


новятея больше 2х. 
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Примъчаше. Такъ какъ тахппаш а? во вефхъ случаяхъ равенъ е, то заключа- 
емь, что веЪ отрфзЕн конуса данной высоты, винсанные въ шаръ, всегда меньше 
цилиндра той ве высоты. Но шшипит @? различенъ, смотря по тому, меньше ли й 


и\/ 3 
пли больше нежели —3 -: онъ равенъ въ первомъ случа, н @ — во второмъ. 


9/3) 
Когда й = а. ‚ @ равно 6, и оба шшииа сливаются въ одинъ. 


645. Задачи. 


Нижесл$дующия задачи должны быть изсяФдованы вполнф, а шахива п шопа, 
когда они встрёчаются, должны быть указаны какъ простая деталь изелфдовав!я. 


1. Цилиндричесый сосудъ высоты 1, плотно закрытый въ верхней части, содер- 
жить нФкоторое количество жидкости, высота которой —й; 
воздухъ надъ жидкостью находится подъ давлешемь атмо- 
сферы. Въ дн сосуда д$лаютъ отверсте на столько узкое, 
чтобы внфие!йЙ воздухъ не пронпкалъь въ сосудъ; часть жид- 
кости вытекаетъь. Спрашивается, какова будеть высота жид- 
кости въ сосуд$, когда истечене прекратится? 

2. Цнлиндричесый сосудъ АВА’В’ раздфленъь на дв% 
части перегородкой СС’, снабженной краномъ. Нижняя часть 
АСА’С’, которой высота равна Т, содержить воздухъь подъ 

Черт. 73. атмосфернымь давлен1емь Н; въ верхней части находится 

колонна ртути СОО’О’ высоты #Ё и воздухъ годъ давленшемъ 

Н. Открываютъ кранъ, причемъ ртуть начинаеть вытекать въ нижнюю часть со- 

суда. Опредфлить высоту колонны ртути, вытекшей изъ верхней части въ нижнюю, 
по окончаня истеченя. 

3. Бамень, брошенный снизу вверхъ, ударяется въ преграду В, находящуюся 
на вертикал$; опредфлить выеоту АВ, зная, что прошло $ секундъь отъ момента, въ 
который наблюдатель, находяцийся въ А, услыхалъ ударъ, до момента, въ который 
камень возвратился въ точву А. 

4. На неопред$ленной прямой даны дв точки А ип В, разетоян1е между кото- 
рымн равно 10 метрамъ. Два тфла пробфтають эту прямую въ направлени АВ, и 
праходятъь одновременно, одно въ точку А со скоростью 3 метровъ въ секунду, дру- 
тое въ точку В со скоростью © метр. въ секунду. Первое тзло движется равном рно- 
ускореннымь движенемъ, причемь скорость его возрастаеть на 1 метръ въ секунду; 
движен1е втораго т№ла равном$рно. Спрашивается: 1) Черезъ сколько севундъ послЪ 
отвовременнаго прохода 1-го тфла черезъь А, а 2-го черезь В первое тфло ветр%- 
тится со вторымъ; 2) какому услов!ю должна удовле- 
творять скорость ® втораго тфла, чтобы встрфча имфла 
мЪето въ разстоян!и отъ точки В, меньшемъ 10 ме- 
тровъ; 3) въ вакомъ разстояши отъ точки В произой- 
детъ встрЪча, если 2 —4 метрамъ? 
= _# 5. Данъ прямолинейный горизонтальный рычатъ, 

котораго точка опоры О находится по одну сторону 

отъ точекъ приложен!я силъ. Данная сила В прило- 
В жена въ точЕЪ А перпендикулярно кь АО; найти на 
продолженйи этой линйн такую точку В, что если прн- 
ложить въ ней данную силу @, параллельно и противо- 
положно В, то чтобы рычагъь находилея въ равновфан. Предполатается, что точка 
В ееть конець рычага, что рычагь одпороденъ, а вфеъ единнцы длины равенъ =. 


в. 


в 


Черт. 74. 


= 968 = 


6. Найти стороны прямоугольника, зная: 1) ихъ сумму а н сторону 6 равно- 
велнкато квадрата; 2) ихъ разность @& и сторону 6 равновеликато квадрата; 3) дтаго- 
наль 4 и периметръ 20; 4) махональ 4 н сторону равновеликаго квадрата 6. 


7. Въ данный квадратъ впнсаль квадрать данной площади 777. 


8. Въ А съ основашемь ® и высотою # вписать прямоугольникъ данной пло- 
щади #2, 


9. Данъ кругъ радуса В н внЪ его точка А въ разстояни 4 отъ центра. Про- 
вести черезъ точку А сЗкущую АВС такъ, чтобы ея внутреный отрфзокъ ВС рав- 
нялея: 1) рад1усу; 2) данной лин!ш 1. 


10. Внутри даннаго прямоугольника АВСО, котораго измфрен1я суть: АВ = а, 
АБ—=6, провести къ сторонамъь ВС, СО, параллели В’С’, С’О’ въ равномъ оть сто- 
ронъ разстоянш, тавъ чтобы прямоугольникъ А’В’С’О’ составлялъ половину АВС. 


11. Въ правильномь Л АВС сторона —@; на основав!и ВС въ разстоявш —=0 
оть В дана точка Е. Провести прямую ПЕ параллельно ВС тавъ, чтобы отрЪзокъ ел 
РЕ въ углф А быль видёнъ изъ точки Е подъ прямымъ угломз. 


12. Данъ прямоугольникъ ОАРВ (измфреня: ОА=—а, ОВ=5); найти на ОА 
н ОВ или на ихъ продолженяхъ тавя двф точки М и №, чтобы соединивъ ихъ съ 
вершиною Р, противоположною А, получить правильный АРМУХ. 


13. На биссектриссЪ ОР прямато угла дана точва Р въ разстоянн ОР=@ отъ 
вершины. Найти на сторонахъ АО п ВО так1я точки М и Х, чтобы, проведя РМ, 
РМ, получить прав. Л РММ. 


14. На сторонахь СА, СВ треугольника АВС взяты отрфзки С@—=СЕ—4 и 
проведена прямая ЕС. Требуется равнобедренный Л СЕ@ преобразовать въ другой 
Л СЕБ, ему равновелиЕй, прямою ЕШ такъ, чтобы АЮ=ВЬ. 


15. Въ прямоугольник АВСР провести прямую ОМ, ветрёчающую АВ въ точЕ% 
М, такъ, чтобы: 1) РМ*-- МВ*— К; 2) РМ = АМ.ВМ. 
16. На окружности полукруга даметра АВ дана точка Р. Требуется провести 


черезь эту точку прямую Рх (пересЖкающую д1аметръ въ точё% 2) такъ, что если 
къ Маметру возставныъ перпендикуляръ ху (точка у на окр.), то чтобы Рай—у— 4. 


17. На маметрф АВ шара найти такой отрФзонкъ АТ, что если черезъ точку 1 
проведемъ плоскость СО, перпендикулярную къ даметру, то: 1) чтобы поверхность 
сегмента САТ равнялась боковой пов. конуса СВО; 2) чтобы сумма поверхностей сег- 
мента высоты АТ и боковой поверхности конуса СОШ равнялась бы данному кругу 
го?; 3) чтобы отношеве объема сегмента САГ въ объему сферич. сектора СОРА 
равнялось данному числу 70; 4) если черезь центръ шара провесть плоскость ЕЁ пер- 
пендикулярно къ АВ, то чтб. объемъ слоя, содержащагося между кругамн СЮ и ЕЕ, 
относился къ объему усфченнаго конуса, нифющаго основав1ями тфже вруги, кавъ и :1. 


18. Въ прямоугольномь ^ АВС (А — прамой уг.) провести прамую ОЕ парал- 
лельно АС такъ, чтобы поверхность, описанная ломаной СОЕ при обращен1и фигуры 
около АВ, равнялась данному кругу пий. 


19. Построить /\, зная сторону, прилежаний уголъ и отношение площади этого А 
къ площиди тр-ка, составляемаго двумя биссектриссами даннато угла съ противопо- 
ложною стороною. 


20. Въ конц В дламетра АВ проведена касалельная; найти на ней такую точку 
С, что если соединимъ ее съ другимъ концомъ д1аметра, то внфией отрфзокъ СО 
имфлъ бы данную длину 4. 
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21. На гипотенуз$ даннато прямоугольнато /\ найти такую точку, чтобы сумма 
квадратовъ ея разстоянШ отъ калетовъ равнялась 77. 


22. На сторон$ АВ прямоугольника АВСР найти тавую точку Е, изъ которой 
стороны АД и СО были бы видны подъ равными углами. 


23. Въ данномт ^ АВС помФстнсь прямую ГЕ параллельно ВС такъ, чгобы: 
1) площадь ^ ВОЕ равнялась данному квадрату К?; 9) РЕ*— ВХ ВС. 


24. Въ прямоугольник АВСП измфрев1я равны бий. Провести черезъ вершину 
О прямую МОХ, пересфкающую лиши АВ п АС въ точкахь № и М, такъ, чтобы: 
1) Л МСО -РА БВУ = #., тд В — данное чнело; 2) ОМ? -- 0М — &.0№; 
3) ОМ хх = м". у 


24. Данную прямую а дфлатъь пополамъ и продолжають. Найти длину продол- 
: : : . [12 
жешя подь условемьъ, чтобы прямоугольникъ, им$юлй измфрен1ями эн сказанное 


продолжене, былъ равновеликъ квадрату, построенному на продолжени. 


25. На гинотенузё ВС прямоугольнаго /\ найти такую точку М, что если соеди- 
нимь ее съ А и опустимъ перпендивуляръь МО на АВ, то чтобы Л АМО — жж. 


26. На двухъ смежныхь сторонахъ кзадрата, какъ на даметрахъ, извиВ но- 
строены 2 полукруга, въ которымъ проведены касательныя параллельно сторонамъ 
квадрата. Построить кругъ, касалельный къ сказаннымь кругамъ н касательнымъ. 


37. Черезъ точку Р, взятую внутри круга, провестн хорду тавъ, чтобы она въ 
этой точь длилась въ крайнемъ и среднемъ отношенн. 


28. Построить прямоугольный ^ по даннымъ: 1) сумм $ катетовъ и площади #2; 
2) разности катетовъ и высот; 3) биссевтриес$ прямаго угла и высот; 4) сторонамъ 
двухь випсанныхь квадратовъ; 5) суммф (нли разности) катетовъ п разности отр%з- 
ковъ, образуемыхь высотою на гипотенузВ; 6) биссектриссВ прамаго угла и отноше- 
ню вкатетовъ; 7) рад1усу вписаннаго круга н площади; 8) гиаотенуз$ и радуеу впи- 
саннаго круга; 9) тгипотенузВ и площади; 10) гапотенуз и разности катетовъ; 
11) типотенуз п сумм катетовъ съ высотою; 12) периметру и сумм объемовъ, 
происходящихь отъ обращен1я тр-ка около каждаго калета; 13) высот и произве- 
деншю трехъ сторонъ; 14) высот и радусу внЪ-вписаннаго круга, касательнато къ 
одному изъ катетовъ; 15) одному изъ калетовъ и раллусу впиеавнаго круга; 16) вы- 
сот (или гпиотенуз$) и объему, происходящему оть обращен!я тр-ка около гипоте-` 
вузы; 17) периметру и сумм (л7"?) поверхностей, описанныхь калетами при обра- 
щен1и тр-ка около гипотенузы; 138) периметру и отношеню объема, производимато 
обращен1емь около типотенузы, въ сумы объемовъ, производимыхь обращешемъ 
около .калетовъ; 19) пернметру н высотЪ; 20) гипотенуз% и высот$; 21) радусу впи- 
саннаго круга и сторон% виисаннаго квадрата, помфщеннаго въ прямомъ углф; 22) ги- 
потенузВ и периметру; 23) периметру и биссектрисеВ прамаго угла; 23) площади и 
сумы гипотенузы и высоты; 24) рад1усу вписаннаго круга и сумм$ поверхностей, 
описанных калетами при обращенш фигуры около гипотенузы. 


29. Постронть /\, зная высоту н радусы — винсаннаго и описаннато круговъ. 


30. Опредфлигь стороны ДА, зная его периметръ 20, произведеве двухъ сторонъ 
фсе —==4и%, зная, вромВ того, что меданы, соотв тетвуюния сторонамъ 6 и с, перес3- 
каются подъ прямымъ угломъ. 


31. Вычислить стороны равнобедреннаго ^, зная медану и высоту, выходятия 
изъ вершины основания. 
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32. Построить А, зная одинъ изъ его угловъ, биссектриесу его и разность сторопъ, 
завлючающихь данный уголъ. 


33. Въ А извфстны: основан!е 6, высота № и разность @ двухь другихь сторонъ. 
Вычиелить эти стороны. 


34. Опредфлать стороны Л, зная сумму 25 двухъ сторонъ, высоту й, соотвЪт- 
ствующую третьей сторон%, и разность 24 отрзковъ, образуемыхъ ею на этой сторон$. 


85. Рашить /\, зная одну изъ сторонъ, периметръ и радусеъ онисаннато круга. 


36. Р»шить /\, зная периметръ, высоту и отношен1е отрёзковъ, образуемыхъ 
высотою на основан. 


37. Вписать въ данный кругъ равнобедренный /\, зная: 1) сумму (или разность) 


основан!я п высоты; 9) что сумма квадратовъ трехъ сторонъ его равняется данному 
квадрату 72. 


`88. Построить С, зная: его площадь, сумму двухъ сторонъ и сторону вииеан- 
наго квадрата, опнрающатося на третью сторону треугольника, или же длину внут- 
ренней биссектрисы, заключающейся между сказаяными сторонами. 


89. Ланъ уголь и внутри его точка Р. Провести черезъ эту точку прямую такъ, 
чтобы: 1) прамоугольннеь, составленный изъ отрёзковъ, образуемыхь искомого пря- 
мого на сторонахъ даннаго угла, быль равновеликъ данному квадрату #%; 2) сумма 
тВхь же отрфзковъ равнялась данной прямой 1. 


40. Найти стороны равнобочной трапещи, зная ея высоту, пернметръ п площадь. 


41. Въ трацещи, которой одинъ бокъ АВ перпендикуларен къ основавйямъ, 
даны: АВ — а, площадь з и периметръ р; вычиелить остальвыя стороны. 


42. Зная сумму 4а дагоналей ромба и радусь х виисаннаго круга, вычислить 
06$ д1агонали п сторону. 


48. Описать около даннаго круга равпобочную трамещю данной площади а”. 


44. Черезъ концы д1аметра даннаго круга проведены дв касательныя. Провести 
третью касательную тавъ, чтобы она съ первыми двумя образовала трацешю:; 1) дан- 
паго периметра; 2) данвой площадн. 


45. Въ данномь Л АВС провести прямую ОЕ параллельную ВС, тавкъ, чтобы 
трапещя ШФЕВС имфла данную площадь 1. 


46. Винсаль въ данный кругъ трапещю, зная ея: 1) площадь п ненараллельныя 
стороны; 2) высоту и площадь. 

47. Вычислить стороны описуемой равнобочной траиещи, зная ея периметръ 4р 
и радусь В онписаннаго около нея круга. 

48. Данъ равностороннй Л АВС. Провести чрезъ средину О стороны ВС с$ку- 


шую до встрфчи съ стороною АВ въ М, и съ продолжевшемъ стороны АС въ М, такь 
чтобы разность площадей треуг-въ ОСМ ин ОМВ равнялась треуг-ку АВС. 


49. Въ данный /Л вписать прамую такъ, чтобы она разбила его на 2 части оди- 
наковыхь переметра и площади. 

50. Въ четыреугольник$ АВСЛ углы В и О прямые; извЪфетны: д1агопаль АС—а, 
периметръ 2р п площадь $. ОпредЪлить стороны: АВ=х, ВС--у, Ср’, АУ. 

51. Провести въ /\ сЪкущую касалольно къ вписанному кругу, такъ чтобы она 
отсфвала /\ данной нлощади. 

52. Вычислить рад1усъ нормандскаго окна (состоящаго изъ прямоугольцика, за- 
вершаемаго полукругомъ) но даннымъ: полной высот и плошали. 
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53. Около даннаго прямоугольника описать равнобедренный /\ данной площади. 


54. Данъ прямоугольникъ АВСО. На продолжен!и стороны ВС взата точка М и 
соединена съ А; прямая АМ встрфчаетъь сторону СО съ точк& М. Найти точку М 
тавъ, чтобы сумма АДХ -- ММО — #?. 


55. Даны стороны @, би с треуг-вка, причемь а>6>> ес. На сколько нужно 


уменьшить каждую сторону, чтобы стороны @—х, 6 —х ин с— 5 образовали прямо- 
угольный тр-въ? 


56. Внисать въ вругь прямоугольникъ, равновелиый данному квадрату. 


57. Въ круг радуса В, дана точка Р въ разстоян ОР=а отъ центра. Въ ка- 
кихъ разстояшахь (1 ву) отъ центра должны быть проведены черезъ точку Р перпен- 


дикулярныя между собою хорды АС н ВО, чтобы четыреугольникъь АВСР имфль 
данную пложщаль 77? 


58. Данъ равнобедренный Л АВС, котораго основаше ВС — 3%, а каждая изъ 
равныхъ сторонъ равна с. Найти ва ВС двф точки ОиЕ, а на сторонахь АВи АС 
по точ Си Е, тавкъ чтобы патугольникъ РЕКАб@ быль равностороннй. 


59. Данъ полукругь АОВ и въ нему касательная АС въ концф А д!аметра АВ. 
Найти на полуокружности такую точку М, чтобы, опустивъ изъ нея перпендикуляръ 
МС на касалельную и соединивъ М съ В, плыть: МВ--2М0=, гдЪ 1 данная прамая. 


60. Дана окружность рад1уса В и прямая въ разстоян!н 4 отъ центра. Построить 


квадратъ, котораго одна сторона была бы хордою даннаго круга, а противоположная 
ей лежала бы на данной прямой. 


61. Данъ полувругь даметра АВ п къ нему касательная въ точк В. Провести 
прамую АШО, встр$фчающую окружность въ точк® (С, а касательную въ О, подъ усло- 


—2 —2 
вемь, чтобы 2. АС-- АП — 412. 


62. Данъ кругъ п въ немъ два перпендикулярные д1аметра. Найти на квадрант® 
СВ такую точку М, что если опустимъ перпендикуляры МР и МО на маметры н 
будемь вращать прямоугольникъ около СО, то чтобы произведенная имъ полная по- 
верхность равнялась 9292. 


63. Къ данной окружности въ точк$ А проведена касательная ху и изъ конеч- 
ныхъ точекъ д1аметра СО опущены на нее перпендикулары СЁ и ОЕ. Какое поло- 
жене нужно дать заметру СО, чтобы при обращени трапеции СОКЕ около лини 29 
получить усфченный конусъ, котораго полная поверхность: 1) имфла бы данное отно- 
шен1е въ кругу ОА; 2) равнялась бы данному кругу #ий. 


64. Данъ круг дмаметра АВ; проведены: хорда АС п ей симметричная хорда 
АО; затЪмъ точки С н Ш соединены прямою. Дать хордф АС такое положен1е, что- 
бы АС?-- А02-- СО? — 4952. 


65. Въ круг даметра АВ проведена хорда СО, пернепдикулярная къ маметру. 
Помфстить эту хорду тавкъ, чтобы АС? -|- СО? — т. 


66. Данъ конусъ; на какое количество 1 надо уменьшить его высоту Н и уве- 
личить радусъ основан1я В, чтобы конусъ, ныёющ высоту Н—& и рамузь осно- 
ваня В--2, быль равновеликъ данному. 


67. Около даннаго шара описать копусъ, ичБющий данную полную поверхность. 


68. На лиши центровъ двухъ шаровъ найти такую точку, изъ которой на обо- 
ихъ шарахъ были бы видны равновеливя зоны, . 
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69. Впясать въ данный шаръ тахой конусъ, объемъ котораго находился бы зъ 
данномъ отношени къ объему сегмента, лежащато по другую сторону основан1я конуса. 


70. Найти измфреня прямоугольнаго параллелопинеда, зная сумму его 12 реберъ, 
сумму боковыхъ граней и сумму основан1й. 


71. Даны: поверхность ин датональ прямоугольнаго параллелонииеда. Найти его 


изыфрен1я, зная, что они составляютъь непрерывную пропордю: 1) ариеметическую; 
2) геометрическую. 


12. Высота № усЗченнато конуса есть средняя пропорщональная между д1аметра- 
мп основан. Полагая, что № дана, вычислить рамусы основавй, лподъ усломемъ, 
чтобы полная поверхность ус$ченнаго конуса равнялась па?. 


73. Въ транпещци, одинъ бокъ (АВ) которой перпендикуляреньъ къ основанямъ 
АР н ВС, извзстны: длина { наклоннаго бока, площадь а? трапещя и объемъ 


0% производимый фигурою при обращен около СО. Найти бокъ АВ. — Указать 
также, что особенное даютъ частиые случаи: 1—4, #—3а. 


74. Чрезъ вершину А треугольника АВС проведена прямая, на которую опуще- 


ны перпендикуляры ВВ’и СС’ изъ вершинъ В и С. Дать этой прямой такое поло- 
жеше, чтобы ВВ®-Е 00” — т>. 


аз . 
75. Зная объемъ т и полную поверхность пб? конуса ЗАВ, опред лить рад1уеъ 


основав!я и высоту.—При какомъ отношен1и между а и 6 треугольникъ ЗАВ, полу- 
чаемый въ сфчен!и конуса по оси, будетъь правильный. 


76. Данъ конусъ, воторато радуеъ `— В, аповема — а. Вычислить радусы осно- 
валий усфченнаго конуса, той же высоты какъ п данный, зная, что сумма площадей 
основан усфченнаго конуса равна полной поверхности даннаго, и что разность 
между объемами усфченнаго и даннаго конусовъ равна объему цилиндра той же вы- 
соты, имфющаго основане, равное среднему сфченшо искомаго т%ла. 


77. Данъ конусъ, котораго 0б$ полости продолжены неограниченно. Конусъ пе- 
реефченъ плоскостью, перпендикулярною къ оси. Провести другую плоскость, парал- 


хельную первой, такъ, чтобы боковая поверхность полученнаго тфла находилась въ 
донномъ отношен!и съ суммою основав. 


78. Дана прямая АВ — За. Опредфлить радусъ х круга, проходящаго черезъ 
точки А и В, такъ, чтобы четыреугольнлкь АВСО, котораго вершинами служать 
точки А и Ви концы С и О даметра СО, перпендикукярнаго въ АВ, ныфФлъ: 1) 
данный периметръ 47.; 2) данную разность (ОВ -- РА) — (СВ-- СА). 


79. Два прямоугольника имфютъ измфреня: 2, у ия, у’. Даны: сумма осно- 


валий, сумма площадей и площади прямоугольнлковъ (27) и (у5'’). Найти измфреня 
искомыхь прямоугольниковъ. 


80. Найти радтусы основан!й усфченнато конуса, зная его высоту, боковую по- 
верхность и разность радтусовъ основан!й. 


81. Два конуса равной высоты имфють общее основан!е, и вершины ихъ распо- 
ложены по обф его стороны. Провести въ обоихъ по круговому сфчен!ю, такъ чтобы 
полученный усфченный конусъ имфлъ данную аповему и данную полную поверхность. 


82. Дана полуокружность и точка М на д1аметр$ АВ; АМ — @. Проводать изъ 
М перпендикулярь МР къ д1аметру. Провести изъ точки А сфкущую танъ, чтобы 
отрЪзокъ ея, заключающся между МР я окружностью, имфль данную длину #. 
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83. Въ данной полуокружности провести черезъ конець А даметра АВ хорду 
АС п изъ точки С хорду СО, параллельную х1аметру, такъ, чтобы: 1) я 
2) АСЁ-- С03— т?. 

84. Дана четверть круга. Провести къ дуг ея касательную такъ, чтобы 


ОМ --0Х —1. (О—центръ, М и №-—точвн встр%чи касательной съ конечными рад! 
усами квадранта). 


85. Винсаль въ данный шаръ такой усфченный конусъ, который имзль бы дан- 
ныя: апооему и полную поверхность. 


86. Въ данномъ полукруг даметра АВ проводять хорду АС и перпендикуляръ 
СО на даметръ. Опредфлить точку С тавъ, чтобы АС- СО =. 


87. Къ окружности проведена касательная ТА и д1аметръ ТБ черезь точку ка- 
саня. Опредфлить на окружности точку Р такъ, чтобы сумма ея разстоян!! отъ д1а- 
метра п отъ касательной равнялась данной лини $. 


88. Даны дв паразлельныя прямыя Х и У и точка А между ними; помфетить 
треуг. АМХ, прямоугольный при М, пмфюпий данпую площадь #, такъ, чтобы М 
находилась на Х, а М на У. 


89. Дала окружность маметра АВ ин касательныя АХ, ВУ; провести касательную 
(встр$чающую АХ въ М. а ВУ въ М) такъ, чтобы, обернувъ трапейю АММВ около 
АВ, образоваль объемъ, равновелиый шару даннато рад1уса а. 


90. Дана окружность даметра АВ и точка Ш на дламетрЪ въ разстоянш @ отъь 
центра. Провести черезъ эту точку с$кущую ОММ тавъ, чтобы хорда ММ была вид- 
на изъ средины ОА подь прямымъ угломъ. 


91. На прямой ХУ даны три точки А, В, С; найти на этой прямой точку М 
тавъ, чтобы сумма квадратовъ разстоявй МА, МВ, МС имфла данную величину #2. 


92. На гипотенуз$ ВС прямоуг. Л АВС, между точкамн В и С, найти тавую 


точку, сумма ввадратовъ разстояз1й которой отъ трехъ вершинъ имфла бы данную 
величину #2. 


98. Около даннато правнльнаго треугольника АВС описанъ кругъ. Провести 
хорду ММ параллельно ВС такъ, чтобы сумма ея отрФзковъь между окружностью и 
сторонами АВ н АС иы$ла данную длину т. 


94. Дана окружность и къ ней касательная; на этой прямой построенъ вн кру- 
га правильный /\, котораго высота равна дламетру круга. Провести параллель къ 
сказанной касательной такъ, чтобы сумма ея отрёзковъ въ круг и въ треугольник 
имфла данную величину т. 


95. Дана окружность и на даметрь АВ взята точка С въ разстояи @ отъ 


центра. Провестн прямую СММ (точки М и М№М— ва окружности) такъ, чтобы 
СМ? — С\2 — #2. 


‚ 96. Дана окружность дламетра АВ и хорда АС подъ угломъ въ 30° кт маметру. 
Найтн на окружности точку М такъ, чтобы, опустивъ изъ нея перпендикузяръ ММ 
на АВ, а изъ № перп. МР на АС, пмфть: МХ? -|- МР? — 4. 


97. Лань ^ АВС; провести параллель ЕъЪ сторон ВС такъ, чтобы отефченный 
А и трапещя образовали, при обращеви фигуры около ВС, равные объемы. 


1 - 
98. Въ окружности рад1уса В, вписана хорда АВ, стягивающая = окружности; найти 


ва окружности такую точку М, чтобы МА - МВ — данной лиши т. 
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99. ДвЪ окружности перес$каются подъ прямымъ угломъ. Провести черезъ точку 
пересфченя А сЗкущую МАМ такъ, чтобы: 1) сумма квадратовъ обЪихъ хордъ имла 
данную величину 417; 2) произведене АМ Хх АМ им$ло данную величину #*, 


100. Данную трапешю раздФлить прямою, параллельною основан1ямъ, на дв% 
части, которыя относились бы между собою какъ т: я. 


101. Въ данномъ полукругВ провести хорду СО, параллельную дометру, такъ 
чтобы периметрь трапещши АСОВ быль равенъ %. 


102. Черезъ точку В, взятую на д1аметр$ АС круга АШС, провести перпендику- 
зяръ ВР кь даметру такъ, чтобы АВ-- ВР — 8. 

103. Вычислить стороны равнобочной трапецш, зная: 1) высоту ея, площадь п 
объемъ, образуемый ею при обращенн около одной изъ ненараллельныхь сторонъ; 
2) зная периметръ 40, площадь а? и боковую поверхность конуса, образуемаго вра- 
щенемъ трапещи около прямой, соединяющей средины ея основан, равную лб?. 


104, На продолжена АС стороны правильнаго Л АВС берутъ точку Р, соеди- 


няють ее съ тозкую М, взятою на сторонф АВ и проводятъ параллель ММ къ АС. 
Опредлить М такъ, чтобы РМ = ММ. 


105. Въ данный шаръ вписать такой цалиндръ, которато объемъ равнянея бы 
сумм сегментовъ, лежащихь ва его основаняхъ. 


106. Даны длины 9 и 27 двухъ параллельныхъ хордъ круга п разстояше ихъ д; 
опредфлить радусъ круга. 


107. Данъ кругъ О и двз внфшыя точки Ан В, причемь ОА =а, ОВ=Ь, 


АВ — 4. Найхи ва окружности такую точку М, чтобы сумма квадратовъ разстоянй 
МА и МВ равналась 772. 


108. Въ шар радуса В проведенъ малый кругъ рад1уса г. Опредфлить радусъ 
другато, ему параллельнато, круга такъ, чтобы объемъь заключающагося между ними 
слоя находилея въ данномъ отношен!и # съ конусомъ, вершина котораго находится 
въ центрф перваго круга, а основаве совпадаетъь со вторымъ. 


109. Черезь точку пересфченя двухь круговъ провести сфкущую тавкъ, чтобы 
часть ея внутри обоихъ круговъ имфла данную длину а. 


110. Дань прямоугольный при А треугольникъ АВС. Провести черезъь точку А 
прямую ху вн$ Л-ка такъ, чтобы, опустивъ перпендикуляры ВВ’и СС’ на 29, нмфть 


сумму треугольниковь АВВ’и АСС’ равною данной площади #?. Частный случай: 
‚ 8 — пл. АВС. 


111. Данъ полукругъь радлуса В. Провести хорлу СО, параллельную даметру АВ 
такъ, что если обернуть фнгуру около радуса ОЕ, перпендикулярнаго къ АВ, то 
чтобы объемъ, описанный площадью, содержащеюся между лив!ями ОВ, ОР (Р-—пере- 


сФчене СО съ ОЕ) РО и дугою ВО, отноенлея къ объему, описанному трапещей 
ОРОВ, какъ тж: 1. 


112. Изъ средипы основан1я прямоугольника, какъ изъ центра, описана дуга АВ 
круга, которой другое основане АВ служить хордою; полученную т. о. фигуру обра- 
щаютъ около перваго основан!я. Зная, что высота прямоугольника=й, что полная по- 
верхность полученнаго тфла — 2*а?, вычислить основан!е прямоугольника. 


113. Зная полную поверхность (па?) конуса, касательнаго къ данному шару такъ, 


это центръ основанйя конуса совпадаетъ съ центромъ шара, вычислить радусъ осно- 
ваня и высоту конуса. 
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114. Данъ таръ радзуса В. Опредфлить на шаметр$ АВ такую точку С, зто 
если провести черезъ нее плоскость КСЕ перпендикулярно къ л1аметру, то: 1) чтобы 
поверхность сегмента высоты АС, сложенная съ боковою поверхностью конуса ОЕЕ, 
равнялась бы площади яа? даннаго круга; 2) чтобы отношенле объема того же сег- 
мента къ сектору ОКАЕ равнялось данному числу п; 3) чтобы отношене конуса 
ЕВЕ къ тому же сегменту равнялось 4и. 


115. Вычислить радусы основан! усфченнаго конуса, описаннаго около шара, 
радтуса В, зная, что отношен1е полной поверхносги этого конуса къ поверхности 
шара равно т. 


116. Вычислить раусы основав усфченнаго конуса, зная его полную поверх- 
ность, дтину образующей ин то еще, что эта прямая съ нажнимъ основавемъ состав- 
ляеть уголъ въ 600. 


117. Пересфчь шаръ двумя параллельными плоскостями, разстояне между кото- 
рыми дано, тавъ, чтобы сумма боковыхъ поверхностей двухъ конусовь, касательныхъ 
къ шару по этимъ сфчен!ямъ, имфла данную величину. 


118, Въ полукруг радтуса В дать радусу ОС такое ноложене, чтобы сумма 
поверхностей, описанныхъь прямою ОС п дугою СВ при обрашенш около д1аметра 
равнялась пт». 


119. Цилиндръ н конусъь имфютъ одинаковую высоту, раввую данной лини й. 
Каковы должны быть ращусы основан, для того чтобы оба тфла имфли равныя 
полныя поверхности и равные объемы. 


120. На прямой АВ—а найти такую тозку С, что если на АС описать полу- 
окружность, черезъ точку В провести въ ней касательную (точка касаня—Т) до пе- 
ресЪченя въ точкВ Е съ касательною, проведенною въ А и обернуть фигуру около 
АВ, то чтобы поверхность, описанная дугою АВ, находилась въ поверхности, опи- 
санпой прямою ВЕ, въ данвомъ отношении 9%. 


121. Въ данный /\ вписать такой прямоугольникъ, чтобы при обращенйт около 
общей стороны получился цилиндръ, полная поверхность котораго равнялась бы по- 
верхности шара радуса В. 

122. На сторон ВС равностороннято А &ВС найтн точку О такъ, чтобы, про- 
ведя ОГ и ПЕ соотвфтственно параллельно АС и АО, объемъ, образуемый параллело- 


: т > 
граммомъь АЕВЕ при обращен около ВС, составлялъ о: долей объема, образуемаго 
самимъ треугольникомъ. 


123. Ланъ кругь даметра АГ и къ нему касательная АС. Провести хорду РЕ 
перпендикулярно къ касательной АС, татъ чтобы А АЕО, при обращен около АС, 
образовалъ данный объемъ. 


124. Раздфлить даметръ даннаго полукруга на тавя двЪ части, что если на 
каждой изъ нихъ описать по полукругу, то чтобы площадь, содержащаяся между 8 
полуокружностямн, равнялась данному кругу 79”. 


125. Данъ кругъ п точка, находящаяся въ разстоянш а оть центра. Провести 
черезъ эту точку еЖкущую такъ, чтобы: 1) ея хорда имфза данную длину 6; 2) сумма 
крадратовъ отрфзковъ с%кущей нмЪла данную величпву #2. 


126. Дана хорда АВ — За въ Еруг$ радлуса В; найти на окружности такую 
точку М, чтобы: 1) МА? -- МВ? — 7; 2) АМ -|- ВМ —=21; 3) АМ х ВМ — №. 
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127. Около ланнаго шара описать: 1) усфченный конусъ, объемъ котораго быль 
А с 
бы — 3 "ВА. т, гдБ В — рамусь шара, и — данное число; 2) конусъ, полная по- 
верхность котораго равнялась бы данному кругу пт”. 


128. Вычислить радуеы уснован!й усфченнато конуса, зная его объемъ, высоту 
и сумму радусовъ основанй. 


129. Найти высоту сферическато сегмента, зная радуеъ В шара и величину ла? 
полной поверхности сегмента. . 

180. Данъ шаръ О, около котораго описана цилиндрическая поверхность, каеаю- 
шаяся шара по больному кругу. Опредфлить на оси цилиндра, въ равномь разстоя- 
ви оть центра, тавля двЪ точкн А и В, что еслн принять ихъ за вершины двухъ ко- 
нусовъ, касательныхь къ шару и продолженныхь до встрфчи съ цилиндромъ, то 


чтобы полная поверхность составлевнаго тфла имфла данную величину. 


131. Данъ кругъ рад1уса В, и къ нему 3 касательныя, изъ коихъ двф периенди- 
кулярны къ третьей; провести четвертую касательную такъ, чтобы при обращен1и 
фигуры около третьей касательной, ус$ченный конусъ, описанный трапещей, имфлъ 
данное отношене т къ шару, котораго радусъ равнялся бы также В. 


132. Данъ шаръ съ вписаннымьъ конусомъ; провести плоскость параллельно осно- 


ванпо конуса такъ, чтобы разность «Фченй, образуемыхъ ею въ обоихъ тфлахъ, рав- 
нялась данной площади. 


133. Въ полукругь дламетра АВ вписываютъ прямоугольникь ПОЕЕС н на сто- 
рояЪ его ОЕ, параллельной АВ, строятъ равнобедренный Л ПЕН съ вертиною Н 
на окружности. ОпредФлить прямоугольникъ такъ, чтобы при обращен!и фигуры око- 
ло АВ, объемы, описанные прямоугольникомъ и треугольникомъ, были равны. 


134. Даны: рад1уеъ основанйя 7 и высота № конуса. Въ какомъ разстояни 1 отъ 
вершины нужно провести плоскость параллельную основано, чтобы объемъ усфчен- 
ваго конуса быль вдвое больше шара д1аметра х. 


135. Данъ полукругь даметра АВ и въ точк® А касательная АС, равная рад1- 
усу круга; проводятъь прямую СО, которая перес$кала бы въ точк$ О д1аметръ АВ пли 
его продолжеше, зал$мъ обращають фигуру около АВ, причемъ полукругь и Л АСО 
производять шаръ и конусъ. Въ какомъ разстоян1н оть основан1я конуса нужно про- 


вести ему параллельную плоскость, для того чтобы сумма сЪченй въ обоихъ тФлахъ 
была равновелика данному кругу. 


186. Построены два усЪченные конуса 1-го и 2-го рода, съ общими основан1я- 
ми; даны радусы основан и общая высота. Въ какомъ разстояви оть большаго 
основан1я должно провести ему параллельную плоскость, чтобы разность площадей 
сфченй, образуемыхь этою плоскостью въ обоихъ тВлахъ, равнялась данному кругу. 


137. Данъ полукругь АЕВ, касательныя въ точкахь А и В д1аметра ДВ и точка 
Е на этомъ д1аметрз. Провести третью касательную, которая пересфкала бы перзыя 
дв» въ точкахъ Си Г такъ, чтобы объемъ, произведенный треугольникомъ СЕО при 
обращени фигуры около АВ, быль равновеликь данному объему. 

138. Два конуса съ равными высотами и расположенными по одной прямой, по- 
мфщевы такъ, что вершина каждаго находится въ центр® основан1я длругаго. Пере- 


сЪчь фигуру плоскостью, параллельною основанямъ такъ, чтобы разность сФченй 
равнялась данному кругу. 


139. Черезъ дв противоположныя вершины квадрата проведены 2 параллельных, 
а изъ двухъ другихъь вершинъ опущены перпендикулары на эти прямыя. Четыре ло- 
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лученныя прямыя образуютъ квадрать. ОпредЪлить направлен1е первыхъ двухъ парал- 
лелей подъ услощемъ, чтобы отношен!е площади втораго квадрата къ площади ипер- 
вахо равнялось данному числу и. (За неизвЪстное принять длину отр%№зка, образуе- 
маго одною изъ четырехь прямыхъ на одной изъ сторонъ квадрата). РазсмотрЪть 


э 1 
частный случай: т — 5’ 


140. Данъ прямоугольный при А треугольникъ АВС. Провести внутри угла А 
прямую ПЕ, которая раздфлялась бы пополамъ высотою АН, а по длин равнялась 
бы сумм перпендикуларовь, опущенныхь изъ ея концовъ на гипотенузу. За неизв®- 
стныя принять эти перпендикуляры. 

141. Даны дв точки: Г на сторон ВС треугольника АВС, другая П—на ея 
продолжен. Провести черезъ точку О сфкущую, которая, встрфчая АС и АВ въ 
точкахъь Е н №, давала бы Л) ЕЕГ данной площади. 

142. Вычислить стороны вписанной въ данный вругъ трацеми, зная ея высоту 
и сумму квадратовъ четырехъ ея сторонъ. 

143. Т%ло составлено изъ цилиндра и двухъ конусовъ, построенныхъ на осио- 
вавяхъ цилиндра; кравыя поверхности этихъ трехъ тфль касательны къ одному и 
тому же шару даннаго рад1уса, & разстоян!е между вершинами конусовъ равно дан- 
ной прямой. Каковы должны быть разстоян!я этихъ вершинъ отъ центра шара, чтобы 
объемъ всего тЪла быль равенъ данному объему. 

144. Два данные шара пересфчены плоскостью, параллельною лини центровъ, и 
на обоихъ сфчен1яхъ, кавъ на основан1яхъ, построены два цилиндра, общая высота 
ксторыхъ — разстоян!ю лини центровъ отъ плоскости. Каково д. б. это разстояще, 
чтобы разность полныхъ поверхностей цилиндровъ равнялась данному кругу. 

145. Черезъь дв$ данныя точки провести окружность, касательную къ данной. 

146. Ланы три круга, им$ющуе нопарно вяз шнее касаше. Построить круг, къ 
нимъ касательный. 


147. Опредфлить описуемый четыреугольникь, зная радуеъ 7 вписаннаго круга 
и длины четырехъ сторонъ а, 6, с, 4. 


7. Е Е 
148. Дана неограниченная прямая ХУ п 


] на ней дв точки Аи В. ОпредЪлить на 

й той же прямой точку С такъ, что если на АС 

| построямъ правильный Л АТОС, и на СВ 
). | квадраль СЕЕВ и проведемъ прямую ПЕ, 
[ | то чтобъ пятугольникь АДЕЕВ имфль давную 
А С В площадь 97. 
Черт. 75. 

149. Даны двф концентрическтя окружности. Прямоугольникъ, подобный данному, 
вмжетъ двЪ вершины на одной окружности и дв па другой. Вызислить изм5реня 
прямоугольника. 

150. На касательной лини въ шару О беруть дв точки В ни 5’, тавъ чтобы 
03 — 05 —=В, гдф В — рамусь даннаго мара. Точки эти служать вершинами двух 
описанныхь около шара конусовъ. Опоедфлить положен!е точекь 3 и 5’ подь уело- 
вемъ, чтобы объемв, содержанйся между обопми конусами п шаромъ, пмЗль данную 


величину (= Ва...) 


151. Дана усЖченная прямая треугольная призма. Провести чрезъ одно изъ бо- 
ковыхъ реберъ плоскость, которая разд$ляла бы призму на дв части въ отвошени: 2:4. 
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152. На прододженш маметра круга ражуса В беруть по об стороны окруж- 
ности двЪ точки А и В, разстояве которыхъ равно данной лини 4, н проводатъ 
касательныя АА’и ВВ’. Каковы должны быть разстояня АО п ВО, чтобы дуга 
А’В’, при обращен фигуры около АВ, образовала поясъ данной поверхности пт?. 

158. На лини центровъ двухъ вруговъ найти такую точку, чтобы сумма (или 
разность) касалельныхь, проведенныхъ изъ нея къ даннымъ кругамъ равнялась дан- 
ной линиШ 4. 

154. Данъ шаръ ОА; найти другой шаръ О’А, касаюлийся извнутри къ первому 
такъь, что если провести къ нему васат. плоск. ВС паралдельно касательной плос- 
кости въ А, и по кругу сфченя ея съ даннымъ шаромъ описать около послЁдняго 
конусъ, то чтобъ объемъ, содержапийся между боковою поверхностью конуса и бо- 
ковою поверхностью зоны ВАС, равнялся т разъ взятому объему искомаго шара О’А. 

155. Найта радусы основанй усфченнаго конуса, зная его высоту й, боковую поверх- 
ность ла? и объемъ х (®).. Указать число рфшев!, соотв тствующее различнымъ 
значенямъ отношеня а: #. 


156. Найти радусы двухъ извнф касающихся круговъ, зная площадь 0$ тра- 
пеши, образуемой общею вифшнею касательною, радусами, проведенными въ точки 
касавя и лин1ей центровъ, и поверхность ла?, описываемую контуромъ этой трапеци! 
при обращен около лини центровъ. 

157. Пусть будетъ О центръ круга рад1уса В п АТ — касательная въ точк% А. 
Взять на этой прлмой двф точки В и В’ по одну сторону отъ А, такъ чтобы: 1) про- 
изведене АВх АВ’ равнялось 287; 2) отношев!е площади ^ ВОВ’ въ площади А 
АСС’ (С и С’ суть точки касавйя касательныхь, проведенныхь изъ В и В’) равня- 
лось бы 7%. Вычислить ОВ п ОВ’. 

158. На касательной ТТ’ къ кругу радуса х беруть дв$ точки Аи В такъ, 
чтобы разстоян!е АВ равнялось 97; зат мъ въ плоскости круга, по ту сторону отно- 
сительно ТТ’, гдВ лежить кругь, беруть точку С, въ разстояи й отъ ТТ’. Прово- 
дятъ параллельно касательной ТТ’ прямую, которая нерес$каеть кругь въ точкахь 
М п №, а прамыя СА и СВ въ точкахь Ри 0. 

19. ИзслВдовать измфнен1е суммы МК -Е РО, котда разетоян1е сфкущей ММ оть 
касательной возрастаеть отъ О до 27, п опредфлить, сколько разъ эта сумма прохо- 
дить зрезъ данную величину 42. | 


-—2 -—2 
20. ОпредЪфлить разстоян!е сфкущей отъ касательной тавъ, чтобы сумма МХ -- РФ 


равнялась 42; изслФдовать задачу и указать согласле результатовь этого изелфдова- 
н1я съ результатами прежняго изсл$дован1я. 

159. Дана плоскость Р, шаръ радуса г касательный &ъ пей, и конусъ, котораго 
основан1е есть кругъ радлуса 2", лежаш!й въ пл. Р, а.вершина находится въ раз- 
стоянии Й отъ плоскости, по одну сторону съ шаромъ. Разсфкають обф поверхности 
плоскостью, параллельною Р. ИзсляФдовать изм$нен!е суммы площадей полученныхь 
сфченй, когда разстоян!е сфкущей плоскости отъ пл. Р изыфняется оть О до 9». 

160. Опредфлить радусы двухъ шаровъ, которые, пересфкаясь, образуютъ дво- 


1 : 
лко— выпуклую чечевицу, зная толщину @ чечевицы, ея объемъ в "8 и радусь В 
общаго круга перес®кающихся шаровъ. 


Р»®шить тоть же вопросъ въ предположени выпукло— вогнутой чечевицы. 


18* 
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ГУТ А.А СЕ... 


Маха и шшоиа въ задачахъ. 


Махиаа п шипа простёйшихь цфлыхъ функц. — Махииа и шшипа квадратной 
дроби. — Измфнен!я этой функци. — Маха и штояа функц нфеколькихъ пере- 
мЪнныхъ. — Задачи. 


Г. Медта в тийта простфйнихь цфлыхъ фунецИ. 


646. Прямой способъ.—При опредфлени максимальнаго или минимальнаго 
значен!я Функщи этимъ способомъ, составляемъ выражене Функши и изсл®ду- 
емъ ея измфнене, измфняя независимое перемфнное въ предфлахъ, указывае- 
мыхъ услов!ями вопроса. Такимъ образомъ мы естеетвеннымъ путемъ находимъ 
шахпиии или шойиат Функцш выфеть еъ соотвфтетвующимь значеемъ не- 
зависимаго перем ннаго. Въ этомъ и заключается натуральный, прямой сто- 
с0бъ опредфлешя шах. или пт. Фунеци. 

Этамъ путемъь мы нашли шахипиш и шшипаш квадратнаго тринома въ 
$ 597. ЗаВеь мы приводимъ примфры въ пояснене этого метода. 


647. Примъръ [. — Дана окружность фаметра АВ, на которомъ 
взяты точки: С вь разстояни оть А, равномь трети радуса, и Р в5 раз- 


4 


. о . и 
стояли ОР=- радбуса оть центра. Найти на окружности такую точку 


М, чтобы сумма квадратовь ея разстоянй отъ точки 0 и оть перпендику- 
ляра, проведенною къ АВ вь точкь Р, была тата или птапита. 

За неизвЪетное примезъ разстояве центра 
круга отъ проэкщи Е точки М на даметрь АВ, 
принимая это неизвзетное положительнымхъ, когда 
точка Е лежитъ влЪво отъ 0, и отрицательнымъ, 
когда эта точка вправо оть 0. Такимъ образомъ 
дня точки М изъ тупоугольнаго ^ МОС найдемъ: 


МС*—М0* 063-206 хОЕ=Вя-|- Г В - В. 


Черт. 76. МО* — (> В ))= Е. 8—5 Вз-- 27; 


сад. МС? -- МО? — В -- Е В* — 28-2 —=(5— В) -- г В". Легко видЪть, 


что это выражене сохраняетъ видъ при всякомъ положении точки М на окруж- 
ноети, благодаря услов1ю отноептельно знака козичества х. Итакъ, изел$дован!ю 
подлежить выражен!е 


29 
у=@— + в, 
предотавляющее квадратный триномъ, въ которомъ х нужно изынять оть — В 
да -|- В. Изъ этого выраженя видно, что по м$р® уменьшения абсолютной ве- 


лечины бинома х -П, и у будетъ идти уменьшаясь, слЪд. достигаетъ шии- 
шиш’а при х—=В; так. обр. имфемъ таблицу: 


| В. .-. <: 0... <... Ь 
Е о бе о 
у №. > эВ > эВ. 


а 29 
Слвд. у имфеть убийтит = В? при = --В. Такимъ образомъ, при дви- 
жеши точки отъ В къ А по верхней полуокружности, оункщя у, начиная съ 
гб бы 
своего минимальнаго значеня -’ В*, увеличивается до тазйюит?а -9 В*, КОто- 
раго она достигаетъ, когда точка приходитъ въ А; затфмъ, при движен1я точки 


Е . О 29 
по нижней полуокружноети, Функи1я уменьшается до о В. 


648. Примъръ П. — Вз прямой крумый конугь вписань цилиндрь; 
найти, при какихь разитрахь полная повертность ею будеть тазжлта или 
ито? 

Пусть будеть х—радуеъ основаня конуса, № — его 
высота. Назовемъ радусъ основашя Ш цилиндра бук- 
вою 1, высоту его Н буквою у. Изъ подобя А-ковъ 
АЕН и АВГ находимъ евязь между 2 и у, выражаемую 
пропорщей: 

ЕН : В = АН: АБ или д: 7= (0—9) :1, 

__ #9 — 2) 
НЕ} 

Полная поверхность $ цилиндра выражается Форму- 
лою: 2к.0Г-|-2к.РГ.1Н, или 2“(2*-- 29), или, замфняя 
у его величиною: 


откуда 


Эк 
=)" м] еее (1) 
Въ данномъ вопросЪ радусъ х основая цилиндра можеть измфняться 
только отъ 0 до т. Мриноминая $ 597, замфчаемъ, что смыелъ измф нев кгад- 
ратнаго тринома зависить отъ знака коэоФищента при 2; сл д. надо различать 
3 случая: ">, И=А, Г<А. 
Г. и">й (конусъ епяюснутый).—Въ этомъ случаЪ, представивъ триномъ 
ру ру? 


(—Вуй-Е в въ вв ("№ [(#-- 5 5)— т} пыбемь сллую 
щую таблицу изм нений: 


я а а т < <... < 
ая 5 >. >. ДЕ <... <. |< 
| 5 |500. >> <... <. 4 
Заключаемъ, что когда х возрастаеть отъ — со &о в Функщя 3» 
уменьшается, а затфмъ увеличивается, когда х возрастаеть отъ —— 3 ЦО 


2—1) 
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-- со. Но какъ количество ее отрицательно, то изъ таблицы видимъ, что 


изм нешямь х въ области оть 0 до х отвфчаетъ возрастан!е Функцш 5. Слёд. 
когда > й, полная поверхность цилиндра увеличивается по мЪрь увеличеня 
радуса основашя цилиндра. Пр 2—0, п $=0; при 2=и, $=247°; 
такъ-что 5 увеличивается отъ 0 до 27?; и въ самомъ дфлё, при х=0, пи- 
линдръ обращаетея въ прямую АС при =, боковая поверхность обращается 
въ 0, полная же поверхность приводится въ сумм® двухъ круговъ рад1уса В =”. 


П. у=А. Тоиномъ приводится къ их, и $—2т7х, откуда непосрек- 


ственно видно, что при возрастанш х отъ 0 до х, 5 увеличивается оть 0 
до 217. 


Въ обоихъ случаяхъ Функшя имфетъ: абсолютный шишию, равный 0, 
и абсолютный шахиии = 2. 


Ш. ,’< (вонусъ вытянутый). — Въ этомъ влучав множитель 7—№ 
отрицателенъ, и таблица изм5ненй Функщи $ такова: 


| р» 
} 
| 


Ей —с©..<..< Е <. .<..--0 
р \? Плуа пу? 

ыя р Е" В 6 . о ‚а 

( Е 4(%—*)? о 4(7—1)* в ы Не 
пр? = 
5 |0. <... ‘>... —со 
: пр? 
Такимъ образомъ Функщя $ сначала увеличивается до 5—1) а потомъ 
В 7 

уменьшаетея; слёд. иметь шахиици при х = а, Хотя это количество 


положительно, но оно можетъ быть или ›>7, или <; между тьуъ какъ въ 
данномъ вопросф 2 измёняется только отъ 0 ко х. Посмотрамьъ, при какой за- 
висимости между г ий, это значене х будеть 27. Шоложивъ 


вы 7, ИЛИ о 1 
2—7)? 2—7)’ 
и умноживъ 06% части на #—” (большее 0), найдемь: №22 —2", или 


й 
>, или гг ое Слфд. когда ’ равно, или превышаетъ половину высоты 


ре 
конуса, то #5, измфняясь отъ 0 доу, всегда остается меньше и 2% 5—9’ ИЛИ. ВЪ 
крайнемъ случа%, равно этому количеству; слёд. 5 ипдетъ, постоянно увеличи- 


ваясь, имфя так. г опять абсолютный шахииит. 
Ъ 
Пусть теперь аа и -® откуда "<. Въ этомъ случаЪ, увеличи- 


№ 
ваясь оть О до х, перемнное х проходить чрезъ значене 2—1} а слЪд. 5, 


: : пр? 
начиная отъ 0, увеличивается, достигаеть шахириша — 3%—№’ вогда х 


. г 
достигаеть значешя 2%—7 а затвыъ уменьшается ко 217, при х=— и. 
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Такимъ образомъ, въ этомъ случаф ФункШя имфетъ относительный шах!- 


п и 
—2@—»’ 


Результаты этого изслдованя можно резюмеровать въ видё слфдующей 
таблацы. 


_1#|0 .<..<... к т 
т>- 
"80: ке < 9, 
йг 
ее ъ т 0. ..... . <. 8—2 <: 7 
2 ру 
к де < ‚. Эли, 


‘2—8 > 
—_ й 

Т. е. когда х = ‘5? полная поверхность $ цилиндра принимаеть одинъ 

разъ каждое значеше, содержащееся между 0 и 273, не длаясь больше 217®. 


Г) р 
Но при о 3 пранимаетъ одинъ разъ всякое значеше между О и 217”; 


7.2 
дважды всякую величину, содержащуюся между 21” и 0—5) и не д ает- 
пра" 
ся больше 2—7 


649. Примьръ 1. — Черезь данную точку Р внутри окружности 0 
провести деть взаимно-перпендикулярныя лорды АС и ВЮ такъ, чтобы 
площадь четыреуюльника АВСТ была тахита или пинлта. 


Пусть ОР —=& и пусть ОЕ = х— перемвнное разето- 
яне хорды ВО отъь центра. 


Площадь ^ АВ= 5 В Х АР, А Вр =5 вх 


СР; складывая, найдемъ, что площадь у четыреугольника 


АВС равна >В Х АС, пли, если перпендикуляръ изъ 


центра на хорду АС ветрчаетъ ее въ точк® Е, можемъ на- Черт. 78. 
писать: у-==2РЕ Хх СЕ; но РЕ = ИВ — 2*, СЕВ 0Е*— /В*— (9 — 27); 
олд. = 2—2. 


Но у--величина положительная, а потому ея шахивит или шшииим бу- 
дуть имЪть мфето при т%хъ же обстоятельствахъ, какъ и шахииии или шии- 
ши квадрата Функщи у: 

9 —= — 42\-{ 4а22*-- 48%(В? — а’). 

Вопросъ приведенъ къ изелфдованио измёнен биквадратнаго тринома, ко- 
торому въ этихъ цфляхъ даемъ видъ: 

2? 222 
и=— 4-5) - (*-5)] 


. а\/2 
Отеюда ВИДНО, ЧТО когда х увеличивается отъ нуля до таг количество 


а\/5 ь 
у* ндетъ возрастая; когда же х продолжаетъь увеличиваться отъ а До @, у? 
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уменьшается; слфд. количество у? а слёд. и у имфеть талитит, когда 06% 
хорды одинаково наклонены къ Шаметру ОА; са- 
мый тшахипит у-ка равенъ 28, — а”. 

Затфмъ, такъ какъ площадь уменьшается когда 

./ 

2 возраставть отъ —— до а, т.е. до того мо- 
мента, когда хорда ВП становится перпендику- 
лярна къ даметру ОР; то яено, что вели эта 
хорда будетъ продолжать вращаться около точки 
Р, площадь посл®довательно пройдеть черезъ во 
предшествовавийя состояня, сл®д .доетигнеть ши- 
шип’а, когда одна изъ хордъ совнадеть съ дамет- 
ромъ ОР; самый шиишит = 2В, /В* — 4*. 

Резюме: когда прямой уголь совершаеть полный обороть около точки 
Р, площадь четыреугольника проходить дважды чрезъ шахницш, равный 
А’В’С’Ь’ п дважды чрезъ шиишиш, равный АВСУ. 

650. Непрямой способъ.—Сущиость этого метода можно резюмировать такъ: 
пусть будеть у нЪ№которая хункщя перемённаго 2, шахилии или шшИпою 
которой мы желаемъ найти. Съ этою цфлью предложимъ себ найти, какъ 
нужно взять х, чтобы Функщя имфла данную величину 7, которую на время 
оставляемь произвольною; р®шая эту вопомогательную задачу, мы получимъ 
Ур-н1е въ 2; и если это ур. будетъ такое, которое мы можемъ рфшить (напр. 
квадратное, биквакратное), то опредфляя условя возможности вопроса, мы и 
найдемъ предфлы неопредленнаго количества 2: эти предфлы вообще и бу- 
дуть—шахииию или шо 2, т. 6. Функции. 


Черт. 79. 


Такимъ образомъь здфеь шахипа и шниша опредёляются не прямо, а кос- 
венно, какъ результаты изелёдовашя условй возможности вопроса. Примфры 
этого рода мы имфли въ главЪ ХГ. Воть еще примфры примфнен!я косвеннаго 
метода. 


651.  Вопросъ. — Найти тазлтит и пипипит квадратнало тринома 
ад? -- бес. 
Положивъ 02°— мж--с—т, ТАБ т произвольное количество, рЬшаемъ 
это ур. относительно х; найдемъ 


А р нее. ОХ О 
24 з 

Мы ищемъ дЪйствительныя значеня перем ннаго 1, при которыхъ триномъ 
получаеть данное значен!е т; но чтобы х было иВйствятельно, необхокимо, 
чтобы подрадикальное количество не было отрицательно; сл. триномъ можеть 


получать только тавя дфйствительныя значеня т, которыя удовлетворяютъ 
неравенству 


я — 


$? —4а | 4ат 50, или 4ат У; 4 — 1”. 


Для опредвлен!я отсюда предфла для ж, придется об части неравенства 
дфлить на 4а, причемъ отьъ знака а будетъ завиефть или сохранен!е знака нера- 
венетва, иди перемЪна его на обратный. Отеюда два случая: 
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Г а>0. Въ этомъ елучаз дЪля на 4а, мы не изм®нимъ смысла нера- 
венства, и получимъ: 
— 496 — 6? * 
> 


Ех. | 


4ас — 0? и 
т. е. тж не можеть быть меньше НЯ слЪд. ибпитит количества т ра- 
406 — 12 . 
вен —— Нодетавляя это значен!е т въ Формулу (1), находимъ соотвЪт- 


й 


= 


ствующее значене независимаго перем ннаго: 2 = — 


> 
с 
& 


П. а<0. Въ этомъ случа для на 4а, изВнимъ знакъ неравенства, 
и получимъ: 
_ 4ас — 93 


——-% 


Час — 5? 
Т. 6. 2 должно быть меньше и, въ крайнемъ случаЪ, равно ао К. 
496 — В? р | 
4а — есть тахтипит тринома. Соотвётетвующее значен1е 1 выражаетея ОПЯТЬ 


|, 
Формулою #—=— 5. Итакъ 
При а>0 триномь иметь паттиит, при а< 0 онз иметь этоетит, 


е— 62. 


7 


р и 4а 
тазитит и татитит выражаются формулою — 


г соотвътетвуюнияя 
й 


\&| = а 


значеня независимаю перемъннаю формулюю: = — 


у . 4ав — 98 : =. 
Найденное значене — › Какъ видно, есть шахиииш или шиишим въ 


4а 
смыслЪ абсолютном; но пока не видно, чтобы это были шахиаии или вто 
относительныя. Нужно еще доказать это; т. е. доказать, что напр. пайденное 
минимальное значеше тринома дЪйствительно меньше двухъ смежныхьъ съ пимъ 
значенй Фхункщи. Для этого мы должны вычислить два значеня тринома, ко- 
торыя онъ имфетъ при двухъ значешяхь х: одномъ, немного меньшемъ 


Ь ь : 
— 52’ Юугомъ, немного большемь т Называя буквою № абеолютную ве- 


= 


Личину в котораго весьма малаго количества. вычислимъ велачины тринома при 


Г 
и и и при А, Приведя триномъ къ виду 
62, 40—52 
(ед ия | 


ь ь 
подставляемь сюда сначала — ыы й, потом - Е й выфото х; въ обоихъ 


> 


случаяхъ находимъ, что триномьъ беретъ видъ 


446 — $? 


Р—-— —- -- “1”. 


Замфчая, что: 1) ши а>0, ай — величина существенно положительная, 


4ае — 5? 4ав — 
находинъ, что Р>—-—, т. е. что Кробь — т 


меньше цвухъ 606д- 
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нихь съ нею значенш тринома: дробь эта, сли ‚ дВйствительно представляетъ 
относительный минимумъ Функдш; 2) при а<0, ай? есть количество суще- 
з 


дас — 
ее —^, и слёд. дробь 


ственно— отрицательное, а потому въ этомъь случаь Р< 


4ас — 9? ь 
хр — больше Цвухъ емежныхъ съ нею значен1й тринома, т. е. представдяеть 


относительный макенмумъ Функции. 
Результаты эти вполнф согласны еъ выводами $ 597. 


/_ 652. Примзръ [.— Найти тасипит или тийтит тринома 21% —5%-1. 


Положивъь 25° — 55 -- Т=т и рёшивь относительно х уравнене 
2.5 — 557 -— т = 0, пыЖемъ 


Для дАйствительности 2 необходимо, чтобы было 25 — 8(7 —т) =0, или 


— 31-81 = 0, откуда т>= =. 


31 : 31 
Заключаемъ, что 2 не должно быть меньше 5’ 6. ии. (т) == 8, 8 60- 


: 5 
отв тетвующее значене 5 = а 


Для провфрки беремь х= т, гдЪ 1 безконечно—мало, и при этомъ 


Г 5 В 5 

значении х находимъ величину тринома, именно: (+ ви и) — 5(+ Ее ^)- и 
: 81 | 

или, по упрощен, -.. -- 24. Итакъ, при двухъ значеняхъ 2, смежныхь съ 


5 . 81 
4’ Триномъ получаеть величины, большя 8’ ибо 2й* — положительно; ел. 


3 есть дЪйствительно ши тринома. 


653. Прим ъръ П.— Найии тахупити тийтит функщи сх" — (а — 21. 


Приравпявъ это выражене ш, расположивъ по степенямъ х и собравъ вс 
члены въ первую часть, имфемъ ур-пе 


(&—6)2° - 2а6 — (в т) =0, 


— ав -Е \/а86З | (с — 6) (а% -- т). 


откуда и а 


Дия дАйствительности х необходимо, чтобы и удовлетворяло неравенству 
ФЕ (с—5) (4% -- т) =0, пля (с —Вт | а4е =0. Рёшая это неравен- 
ство, различаемь два случая: 

о 2 


й й ее а 
1) Емя е—6>0, то т откуда шоишиш (2) = В. 


; аб 
отафтетвующее значене сх ееть =,’ 
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Я } аФс 
2) Ели с-—-6<о, то п=;—>, откуда шахт (и) = ;— я 


Для повфрки подставляемъ въ данное выражене вмфето х два значеня 


+1) В (а и), 


аб #5 . ад 
смежныя съ ——, именно —_ —=#; находимъ: с(; = 


2 
или, по упрощенш, и. -- (« —5)№*. При е—6>0, членъ (е—6)й* суще- 


аб 
ственно положителенъ;, а это значитъ, что при 5 смежныхъь съ в триномъ 


айс ь т 
больше нежели т посл днее выражен1е есть, слЪд.., шиииот тринома. 


При с—6<о, членъ (с —6)й отрицателенъ; это значитъ, что велачены 


[14] @26с . 
тринома при 2 смежныхь съ ‚ _—_ меньше ‚—; олд. эта дробь есть шах1- 


шим тринома. 


654. Примьръ Ш.— Дань круь радуса В,, вписанный въ прямомь ум. 
Провести къ этому круз касалтельную такъ, чтобы площадь отсткаемало 
ею в5 ль треуюльника А’ОВ была татта. 


Пусть ОА’—=, ОВ= у. Площадь А А’ОВ = 53; чтобы предетавить ее въ 


Функц одного перемфннаго, выразимъ, что 
прямая А’В касательна къ кругу С; имфемь ву 
Ав ЗЕЕ ЕА’— ВЕ-- А’Р=у— В 5— В = 
=--у Е; съ другой стороны, такъ какъ 
А’В* — 2? у?, связь между 2 и у будетъ: 
(#- у—28)*==?-- 9?. Итакъ, ур-вя за-и/ 
_Дачи суть (называя площадь А А’ОВ чрезъ 92): 


ху—2т?, 3В(2--9) =гу- 28’. 


Подставляя во второе ур-е вмфето ху 
его величину\2т?, имемъ: 
м 


вв 


ху— 2? т у= — 
“ 


такимъ образомъ видив, что нелзвфетныя хи 
у суть корни ур-@я ^^ 


3 ВЕ. \ 
И ть т. Хх = = 0, Чёт. 80. 
откуда Х— { Е }= Е ее = в 2 а: ее 


Для оао хи . ти чтобы было 
и — 6В2т?-|- В* > о, или [т? ИЗ + УЗ) — В? (3 — /8)] = 0. 


Это неравенство будеть удовлетворено, если количеству т? дадамъ значен я, 
лежащия внЪ корней тринома, т. е.: 1) значешя, содержащяся между 0 и 


> 
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В*(3— 2/2); 2) звачешя, бодышя В2(3-- 2/2). Махииию значенй перваго ряда 
веть В2(3 —2/2); шипит значевй втораго ряда равенъ В2(3 -|- 2/2). 
Что касается пиииит’а, то значення хи у, ему соотвфтетвующя, суть: 


т? -|- Ва 
28, 


пу —В(2 -|- /2). Равенство х и у показываеть, что А мини- 


мальной площади есть равнобедренный прямоугольный А АОВ’, котораго гипо- 


тенуза есть касательная АВ’ въ конечной точкЪ даметра - биссектора ОСН дан- 
наго угла. 


Что касается шахшиии’а В^(3 — 2/2), то онъ не можеть соотвфтетвовать 
треугольникамъ, образуемыхмь касательными, проводимыми къ дугё ЕНО, ибо 
площади этихъ треугольниковъ измфняются оть -- со до -|- оо, едФД. не им%- 
ють шахииши’а; съ другой стороны, п самая величина шахишии’а В,*(3 —2\/2) 
меньше В. Онъ соотв®тствуетъ треугольникамъ, образуемымъ касательными къ 
дуг ОНЕ. Въ самомъ д%аЪ площади этихъ треутольниковъ измёнаются отъ 
0 до 0и слёд. имфють махииот. Обозначивъ: (А, —, 0В, =, имфемъ: 
А,В, = ЕВ. | ВА, =В—2+В —у=28В —я— у, пур-Шя этой новой зада- 
чи будуть: 

ду—=2т?, 2 --у—(28В —2—95); 


они не отличаются отъ ур-ШЙ предыдущей задачи, и изолфдуя подрадикальный 
триномъ, мы должны были, на ряду съ шшйит’омъ первой серм А-ковъ, найти 
и шахт второй серш. 


655. Примъръ [\.— Изь в0%25 прямоуюльныхь треуюльниковь одина- 


ковой высоты В (опущенной на гипотенузу) у какою периметрь интотауа- 
именыиую величину? 


Пусть будуть: х пу — катеты, г — гицотенуза и 2р — периметръ треуголь- 
пика; ур-вя задачи суть: 


у е=— р, ауд Пу. 
Изь перваго: #--у=2р— 2, или (2 -|- у)* =(2р —2)*; затъиъутарида- 
вая къ третьему удвоенное второе, имфемъ: м 
д -ну-- 2ху—= 2 -- Зе, или (ху ==--2Р) 
приравнивая оба выраженя (х-[- 9)”, амфемжъь ур-ше въ 2 
(2—2) = ай», 


изъ котораго ра 
ар’ 
Е 2 2 0, В аура 9% 
Олд. ур ро Ор =. -2р й-- 29 


Итакъ, х и у суть корни квадратнаго ур-вя 


Изъ него 


ыы 
Ху} =2 ве -ВЬ) и 
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у 
а вакъ подрадикальное выражен!е приводится къ йо. (р* — #2 — 21р), то 


(#-- 26) 
ХР Иры. 
в 
Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы р удовлетворяло неравен- 
ству р? — 20 —й'> 0, или 
р— а УЗ). в— 1 — /2)] > 0. 
Отсюда извфетнымъ образомь заключаемь, что неравенство удовлетворяется 
двумя серлями значенй р, а именно: 1) воБма р < #(1— /2); 2) веёми р> 
1/2); саёд. (1 — /2) есть шахипит р, а #(1- /2) — шина р. 
Что касается шшипит’а, равнаго №(1 1 /2), то отвфчаюния ему значен]я 
х иу суть: 


(т -- 2). -Н У?) ь 3/2 __ ь/5 

а 2/2 ‘зо 

СЛЁД. изъ всожь прямолольныхь треулольниковь одинаковой высоты, рав- 
нобедренный импеть наименьийй периметуъ. 

Что касается найденнаго шахииии’а, то, будучи отрицательнымъ, онъ не 
можеть относиться къ данному геометрическому вопросу. Но замфчая, что при 
р=1(1 —\/2), количества х иу отрицательны, а 2 положительно, мы, пере- 
иънивъ въ ур-хъ вопроса знаки количества х, у и р, найдемъ уравненя: 

хуже =20, ху йа, 22-|- у8— 2%. 

Этимъ ур-мъ отвфчаеть вопросъ: Изъ всезхъ прямоугольныхъ треугольня- 
ковъ одинаковой высоты # у какого избытокъ суммы катетовъ надъ гипотенузою 
будетъ наименьший? Рёшивъ этотъ вопроеъ, найдемъ, что искомый треугольникъ 
веть равнобедренный, и что шшииит половины избытка дается абсолютною ве- 
личиною отрицательнаго шахипиш’а предыдущей задачи. 


— у — 


Примъчане. — Если бы требовалось изъ вефхъ прямоугольныхъ треуголь- 
никовъ одинаковаго периметра найти такой, котораго высота, опущенная на 
гипотенузу, была бы наибольшая; тогда р была бы величина данная и нужно 
бы было найти #, удовлетворяюцщия неравенству 


а 20% — 11 < 0, или [№ — (2 — Пра 2] < 0. 


Отеюда нашли бы, что шахниии (%) =2(\/2 — 1); соотвётетвующия значе- 
шя хиу равны между собою, и общая величина ихъ есть 


х=Уу=р. Е —2(2 — 2). 
у 2-1 
Эти результаты легко найти гвометрячески. ИзвЪфетно, что для построешя 
прямоугольнаго треугольника по даннымьъ: периметру и высотф на гипотенузу, 
‚откладывають на сторонахъ прямаго угла 06—00 =; возетавляють въ точ- 
кахъ Си РО перпендикуляры, которыхъ перес®чене опредзляеть дентръ 0’ кру- 
га, вн%-вписаннаго въ искомомъ А АОВ; изъ точки 0 какъ изъ центра рад1- 
увомъ ОК, равнымъ высот, описываютъ другой кругъ. Гипотенуза АВ должна 
быть касательною къ обоимъ гпругамъ 0 и 0’. Сл®д. вообще задача имфеть два 


— 286 — 


рьшеня одинаковыя, ибо тр-ки ОАВ и ОА’В’ равны, такъ какъ 04—08’ и 


Черг. 


4-------=---- 


ОА’ — В. 

Задача возможна, когда 
обф окружности лежатъ одна 
вн кругой; для того, чтобы 
они были касательны, необхо- 
димо чтобы 00/—--р, а какъ 
007— 2/8, то ВР р= 3, 
или №—7(/2 — 1). Если 1 
будеть. имЪть большую вели- 
————— чину, окружноети пересфкут- 
ея, и задача станетъ невоз- 
можна. 


656. ПрРимвръ \. — 
Задача о пчелиныхль ячей- 


> 


ее аВЕН 


81. 


каз. На продолжени оеи 00’ правильной шестругольной призмы возьмемъ точку 
$; черезъ эту точку и чрезъ каждую изъ сторонъ правильнаго ААСЕ, получен- 


ее еее: - 


Ё 


А’ 5' 
Черт’ 82. 
Пусть АВ==а, ВВ’ == 00’ —=6, ВК —=50 = — 2; въ такомъ случа: А6— а/З; 


наго соединенемъ чрезъ одну вершинъ верхняго 
основанвя призмы, проведемъ три плоскости, по ко- 
торымъ отрёжемъ отъ призмы три тетраэдра ВАСК, 
ОСЕН и ЕЕАГ и зам нимъ ихъ однимъ тетраэдромъ 
ЗАСЕ, поставленнымъ надъ призмой. Новый много- 
гранникъ будетъ огранйченъ сверху тремя ромбами 
ЗАКС, ЗСЕН, ЗЕАБ; объемъ его всегда равенъ объ- 
ему взятей призмы, гдф бы ни взять точку № на 
оси, ибо пирамида ЗАСЕ составлена изъ трехъ пи- 
рамидъ 50АС, 50СЕ и БОЕА, соотвЪтетвенно рав- 
ныхъ тремъ отрёзаннымъ пирамидамъ; такъ пира- 
мида 50АС — пир. КАВС, ибо они имфютъ равныя 
основашя (А0АС—ААВС, какъь половины ромба 
АВС0) и равныя высоты 50 и КВ (по равенетву 
прямоуг. треугольниковъ ЗОГ и КВГ. Имзя равные 
объемы, многогранники имфютъ, однако, различныя 
поверхности, и задача состоить въ опредълени 
точки 3 так, чтобы повертность новало десятил- 
ранника имъла наименьшую величину. 


оо = 4 Ча: сад. Кв Ча ; по- 
щадь ромба ЗАКС, равная _ полупровзведен о Дагоналей АС и ЭК, а, 
Формулою 54\/ 3а* -|-122^; площадь трапеци СКВ’С’ — оормулою Е (2—4). 
(лёд. поверхность многогранника, не ечитая основашя, выражается Формулою 
За [Зал 12а - 3а(26 — =), пли За \/34* -- 127-26 - = . Постоянный 
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множитель За не вшяеть на условя шах. и шш., потому вопросъ приводится 
къ опредфленю шушпичи’а скобочнаго выраженя. Положивъ 


э\/за*- 122-26 —2=т 
и освободивъ это ур-ве отъ радикала, найдемъ 
82 — 8(т — 26) д -|- За? — 4(т — 25) —=0, 


„_2 т — 25) == Уват — 26) — а], 


откуга т 


Чтобы х было дЪйствительно, необходимо, чтобы было 
а? 
°® > 


2(т — 25) — а*5.0, пли (т — 35)* У. 9 


или т — 6% 


13 


= а ь 
Отсюда а . Помноживъ на За, найдемъ, что искомая 
минимальная поверхноеть = 
За? 
баБ > 
уз з 


1 
а соотвфтетвующая величина 2—4] 9. 


Формула для х показываеть; что разность двухъ смежныхъ боковыхъ ре- 
беръ должна быть — четверти дагонали квадрата, построеннаго на сторон шест- 
угольника, служащаго основашемъ призмы. 


- з ‚} ‘ 2 3 
Поверхность призмы, не считая основаня, была бы баб -- и ; бад. 


3 В = 
поверхность многогранника минимальной поверхности меньше на -> 4/3 — /2) 


поверхяости шестугольной призмы, имфющей то же основан!е и тотъ же объемъ. 
Легко видфть, что для треугольника КВТ имфетъ мфсто пропорщя 


ВК: ВГ: К =1: У2: УЗ, 
откуда (при помощи тригонометрии) найдемъ, что уголь ВК = 3551552”. 


Примьчанае.— Пчелы строятъ ячейки свонхъ сотовъ именно въ Форм® та- 
кихъ десятигранниковъ съ минимальною поверхностью; шестугольникъ обра- 
зуеть входъ въ ячейку; медъ кладется на дно; пчелы строятъ сначала ромбы, 
затфиъ боковыя трапещия. Если вообразить себ плоскость, заполненпую ше- 
стругольникамн и построить на каждомъ изъ нихъ ячейку, то вершины ячеекъ 
будуть находиться всф въ одной плоскости, параллельной первой. Затёмъ, еели 
къ такой Фигур® приложить другую выпуклостями во впадины первой, получимъ 
совокупность ячеекъ, называемую сотомь. Улей наполняется сотами, помфщен- 


ными другь надъ другомъ такъ, чтобы двф пчелы могли выфетв пройти между 
Двумя послЬдовательными еотами. 
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Итакъ: наклонене ромбовъ, образующихъ дно, таково, что ячейки при дан- 
номъ объем имфетъ минимальную поверхность; правильный треугольникъ, 
квадратъ и прав. шестутольникъ суть единственные правильные многоуголь- 
ники, которыми можно заполнить плоскость безъ просвфтовъ, и изъ нихъ шест!- 
угольникъ, при той же площади, иметь наименьий контуръ. Такимъ образомъ 
являетея двоякая экономя на воскъ. Геометрическое строеве пчелиныхъ ячеехъ, 
замфченное еще Паппусомъ, геометромъ ГУ вфка до Р. Х., было изучаемо сна- 
чала Филиппомъ Маральди (1712 г.), затЪмъ Реомюромъ, который и предложиль 
вопросъ о минимум Самуилу Кенигу и Маклорену. Послфдай впервые дать 
точное теоретическое рёшене вопроса. Для угла ромба Венигъ нашолъ 109926’ 
выфето 109°28/16". 


657. Примъръ У].—Зная сумму 2а двухь параллельныхь хорфь круш 
радуса В, опредълить ить положене такъ, чтобы разстояне этихь х0рдь 
илмьло намбольицуию или наименьшую величину. 


Пусть длины параллельныхь полухордь будуть хи 
у; прямо имфемъ, назвавъ разстоян!е между ними бук- 
вою 2: 
УВЯ — же -- /ВЯ — у, 
тд% знакъ (--) относится къ случаю, когда хорды распо- 
ложены по 06%, а (—)—по одну сторону центра. ЗатФиъ, 


по условию: 
Черт. 83. &-Ру=а. 


Возвышая 06% части перваго ур. въ квадратъ, имфемъ: 
28а (и) у) =, 
„ИЛИ (т? — 282 -- 2-9?) —=4(В3 — 2%) (В? — 93). 
Раскрывая и дЪлая приведен!е, имфемъ: . 
тй | (2 -| у?)* — 4 В 2т*(2* -|- у?) = 427. 
Изъ втораго ур-я находимъ: 22-- у — а” — 229; влд. 
т (4? — 2ху)* — 4т? В? -- 2т(а* — 229) =42'?, 


м (11? — а) — 4т? В? 


По произведетю и сумм х и у можемъ выразить эти количества вакъ 
корни квадратнаго ур-н1я 
(т? -Р 42) — 4т? В? 
Е 4(аё- т?) 
Услов!е дАйствительности корней таково: 
а? (а? -|- т*) — (т? -|- а*)*-- 4т?В*=0, или *{ — т? — а*-|-- 481) 50. 


Такъ какъ по свойству геометрическаго вопроса 2*<4В*, то предыдущее 
перавенство можно написать такъ: 


(и ии =)20... 


и — аи 
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Когда т->0, изъ неравенетва (1) находимь: #< /4В*— а?, сл. шахнааш 
ТЕ : + а 
(т) = /4В?— а?, а соотвфтетвующя значеня 2 п усуть #=У=-. Очевих- 


но, этоть шахнииш принадлежать Функщи \/К?— 2*-- /В2 — 92, ибо другая 
Функщя при 2 =9у—а обращается въ 0. 

Когда т < 0, неравенетво (1) даетъ: % > — /4В2 — а?, откуда пшиаит 
(т) = — /4В— а. Этоть шшНиий  принадяежить Функции: —- УВ? — 28 
— УВ*— у. Опредфлене ши. или шах, этой Функщи привело бы къ преж- 
нему ур-в1ю въ и, посл возвышен!я въ квадратъ. 


Для проврки найденнаго ш1хпииш”а = /482— а; которому соотв тетвують 


а а о 
2=у= 5, Даемъ количеству > безконечно малое приращене д, т. е. полага- 


а С 
еиЪ = -|- 8; въ такомъ случа изъ соотношешя х--у==а, находимъ: 


а 


у= 8; вопросъ приводится къ провёрк® неравенства 
р] р р ровзр: р 


Иер уесетизуднся 


Такъ какъ 06% части этого неравенства положительны, то возвысивъ въ 
квадратъ, зам$няемъ тождественнымь вму неравенствомъ 


«У (4+2) [в (5—8) < 4 


замфчая, что 48, — а* положительно, можемъ еще разъ возвысить въ квадратъ, 
не изм няя смысла неравенства; и по упрощени находимъ: — 338/242< 1 328262 м 
что вёрно. 


658. Трет способъ.—Этотъ способъ основанъ на самомъ опредфлени ша- 
хИиии’а и шиюииг“а оункци. Пусть данная Функц! я есть квадратный триномъ 
ада -|-6%--с, и пусть она при =’ достагаеть шахпииш’а; въ такомъ слу- 
ча%, каковъ бы ни быль знакъ произвольно-малаго количества #, должно имфть 
мфесто неравенство : 


ода Поза Е ®у-ро — (абы о) <, 
ИЛИ Зах) -|- ав? 0; 


такъ какъ й ироизвольно-мало, то первая часть неравенства иметь знакъ пер-. 
ваго члена; поэтому она будеть мФиять знакъ съ перемфною знака #, и елёд. 
не будетъ постоянно отрицательною, пока первый членъ будетъ отличенъ онъ 
нуля; другими словами, неравенство можеть существовать при измфнеши знака 
й только тогда, когда первый членъ будеть тожественно —=0, т. е. когда 


| . 
2х’ -|- 6—0, или х—— _: Но при этомъ значени 2’ неравенство приво- 
2а р 


Дитея къ 0 < 0, и потому, чтобы оно было возможно, необходимо, чтобы 
было а<0. 
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| ь 
Йтакъ, при а < 0 триномъ иметь шахипит, когда 2” = — ты Самый же 
| дас — 2 
тахниии =— . 
44 


Подобнымъ же образомъ найдемъ, что триномъ ипмфетъ минимумъ при 


, ь р 
2’ —— 5.’ вши «> 0. Самый шиииаш выражается тою же Формулою. 


Этоть способъ, принадлежаний къ числу натуральныхъ, важент для насъ 
въ томъ отношенш, что даетъ возможность элементарнаго опреджлешя шах. и 
шп. въ такихъ случаяхъ, въ какихъ вышеизложенные элемеятарные методы 
не прим нимы. Найдемъ помощию этого способа 

659. Махипа и пишИпа кубичной функщи а2°-!- 55° -- сх -- 4. — Пусть хи 
будеть то значеше перемфннаго, при которомъ хункщя пмфетъь шахииий или 
шиишии; въ такохь случа, назвавша буквою № произвольно малое приращен!е 
перемфннаго 2, будемъ имфть 


а(в-- №) -- Це-- Ве её --®) р а— (ав ый -- в + 4) 5 0, 
ГД верхн! знакъ неравенства относится къ случаю тахииаига, ниж — къ 
случаю шшиипш’а; по упрощенш, найдемъ 


(Заз*-| 2655-Е с -| (Зав Е В) -- ай 50. +... (1). 

Пока первый членъ, при № весьма маломъ, не равенъ нулю, первая часть 
будеть м®нять знакъ визетЪ съ й, и ел д. пе будетъ постоянно отрицатель- 
ною, гли постоянно положительною, какъ требуетъ неравенство; итакъ, значенйя 
х, даюпия шахииза или пиши Фучкци, должны удовлетворять уравненю 
Зах? | 26 + е=0.. еее о (2). 

Первое услов!е чтобы Функшя пмФла тах. или шш., состоить въ томъ, 
чтобы корни ур-шя (2) были дЪйствительны, т.е. чтобы 6° — 3ае > 0; но ра- 
венство 65° — Зас — 0 необходимо исключить, ибо при немъ не м. 6. ни шах., 
ни шш. Въ самомъ дЪль, если 65° — Зас —=0, корни ур-шя (2) дБйствительные 


ъ 
и равные и общая величина ихъ #=— з.> откуда За --6=0, т. е. второй 


членъ нер. (1) обращается въ ноль, п первая часть этого неравенства обра- 
щаетея въ а1?; поэтому разность между максимальнымь (вли минимальнымь) 
значенемъ Функщи, если таковое существуеть, п смежными ея значешями, вы- 
ражается количествомъь ай, м®няющимъ знакъ вяфеть съ й. Итакъ, первое 
услове, необходимое для того, чтобы хункшя имфла тах. или ши., веть 
— Зав > 0. 
Пусть это услов1е удовлетворяется; въ такомъ случаф корни ур-вя (2) бу- 
| 
дуть дВйствительные и неравные, п ел. будуть отличны отъ -—— за’ Т. 6. ивоб- 
ходимо будетъ: 
„/ / о. 
Заз’ -- 6 50, Зав" --650. 
Пусть 2’< 2”; тогда 
|’ 
/ уй 
Е ОИ ы в а. чае 


ь 
ибо — за ССТЬ полусумма корней. 
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Затфмъ различаемь два случая. 
Перзый случай: © > 0. Неравенства (3) въ этомъ случаЪ можно представить 


ВЪ ВИДЪ: 
Зах < —в< Зах", 


откуда 3 -5<0 и За’ Ь>0; 
елфд. каковь бы ни былъ знакъ весьма малаго количества #, будетъ 
(Зах ЕВА? -- ай <0 и (Зав Био > 0. 
Первое неравенство показываетъ, что приращешя Функщи при значешяхъ 
д, смежнымъ съ д”, отрицательны, а при значешяхь х, смежныхъ съ <”, по- 
ложительны, слЪд.: при 2==4’ гунвщя пуЗеть тшахулаш, а при =” она 
иметь ши. 


Второй случай: а < (. — Неравенства (3) въ этомъ случа, по умножент 

на положит. количество — За, каютъ: 
За? +6 >0 и За’-ь< 0; 
сл®д. каковъ бы ни быль знакъ #, имфемъ два неравенства: 
(Заз -- Ву -Рай>0 и (За -- Бу -- < 0, 

изъ которыхь выводимъ заключене, обратное предыдущему. 

(‘тсюда хравило: чтобы найти тажта или татита кубичной функши 
ал? -|- 05° -- св | а, приравниваемь нулю полчноме Зах* -|-- 6х | с, составаяе- 


мый умножещемь каждало члена функийи на показателя буквл 1 вь этом 
член, и уменьшенаемь этоло показателя на 1*); так. обр. получаемь уравнеще 


Зал? -- Ва --в=0 ..- воен + (1) 


Если 93 -- Зас < 0. функия не имтеть ни тат., ни титита; если же 
$ — Зас> 0, меньшему корню ур-шя (1) соотвътетвуеть талатит, а боль- 
шему пилтиит, кода а > 0; натровиивъ, меньшему корню соотвътетвуеть 
пипатить, а большету — тазатит, кода а< 0. 


660. Примъръ. — Найти тахипит и тдитит разности объемовъ: ко- 
нуса, вписаннало въ данный шар и сферическоо семента, имъющоло тоже 
основание. 

М Вопросъ можно понимать двояко, а именно: вы- 
сота копуса можеть совпадать или не совпадать еъ 
высотою сегмента. Въ первомъ предположенш, означивъ 
МС буквою 2, имфемъ: 


объемьъ конуса ЗАВ — - пт(2В, — 2х)"; 


объемъ сегмента АВЗ — ы п(2В, — х)*(3В— 56) 


Черт. 84. = =В—2)\В+ 2). 


*) Изъ этого слВдуеть, что поедфднимъ члепомъ новаго полинома будеть с, ибо 
послфдейи члент данпой функцит, который можно написать въ видф 42%, дастъ, ел - 
дуя этому закону, 0. 4—1, нан 0. 
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Разность между первымъ и вторымъ объемомъ выражается формулой: 
1 1 : 
Е тВ(2В — 2)*. Такъ вакъ множитель — е. зВ, — постояненъ, то измвненя 


выражешя зависятъь отъ (28, — 2)*; но это выражене есть квадрать, слёц. оно 
имфеть шиииит равный нулю, что имфеть мЪето при 5—8; а сабд. выра- 


я 1 . 
жене — п(2В, — 2)В, имфетъь шахиииш при х=28В, а какъ при этомъ 2 не 
можеть, возрастая, превзойти 2В, то полученный тахиииш есть абсолютный. 


Во второмъ предположени: 


объемъ сегмента АМВ = = п2*(3В — 2), 


1 1 
ств. разность между конусом и сегментомъ равна -- тх(2 В — 2) — 5 т2(3В—х) 


1 
з п 
Изыфнен!я зависять отъ перемфннаго множителя 22° — 78,22 -|- 42%, пред- 


ставяяющаго кубичную функцию; значеня 2, дающя этой хункци шахиеии и 
шшииии, по правилу, суть корни квадратнаго уравнен/я 


3.22 —2.7Вх-- 4—0, ила 62°— 14В2--4В?—0. 


ИЛИ [253 — 7ТВх?-- 48]. 


Э . ОВ В и — . : г 
ти корни суть: =) 2”=26; а какъ коэфоищенть при 2% положите- 


Е 17=Вз 
ленъ, по меньшему корню соотвфтотвуетъ шахииии разности объемовъ -- я 


а 


Вы 4. г 
большему ея птипити — = тВЗ, причемъ этоть пнанпиот — абсолютный. 


661. Принципъ Фермата. — Знаменитый охранцузеый математикъ Ферматъ, 
вЪ ОДНОМЪ изъ своихъ писемъ къ Паскалю и Робервалю, отъ 23 августа 1636г. 
заявляетъ, что изъ вефхъ своихъ 
открыт! наибольшее значен1е онъ 
придаетъь методу опредёленя мак- 
вимальныхъ и минимальных зна- 
ченй во веевозможныхь задачах, 
основанному на принципи, который 
онъ считаетъь Фундаментальнымъ. 
Этотъ принципъ легко понять, раз- 
сматривая хункшю какъ ординату 
кривой. 

Пуеть ордината АВ представ- 
ляетъ максимальное состоян!е раз- 
сматриваемой хункши, а обецисва 
08 —х соотвфтетвующее значене 
перемфннаго. Принципь Фермата 
состоить въ томъ, что всегда существуютъ тащя два значен!я независимаго 
перемфннаго— одно 2 —#, немного меньшее х, кругое х-- #, немного большее х, 
которымъ соотвётетвують два значеня Функщи: (2—1) и (2--#) (али двЪ 
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ординаты А’’ и А”В”) равныя между собою. Въ самомъ дЪлф, Функц, 
возрастая, и приближаясь къ своему шахиипти”у АВ, пройдеть чрезъ свое зна- 
чене /(х — 1), безконечно-близкое къ этому шахтиш’у АВ; затёмъ, достиг- 
нувъ шахииии’а, она начнеть убывать и, прежде чфмъ дойдетъ до н®котораго 
состояня А”ЗВ”, меньшаго АВ, должна, по свойству непрерывности, пройти всЪ 
промежуточныя состоян1я, слЪд., между прочимъ, пройдетъь и чрезъ состояще 
А"В” или (2--#), равное А’В’ пли (х —#) и безконечно-близкое къ АВ. 

Такое же равенство имфло-бы мФето и тогда, если бы АВ изображала 
шипит ФУунЕЩи. 

Отеюда непосредетвенно вытекает и самый методъ. Приравниваемъ два значен!я 
Фуниш, одно, соотв®тетвующее х —#, другое х-|- №, гдф х ееть значен!е пере- 
мённаго, дающее шахииши или шипит Функци, а й и # безконечно-малыя; 
такимъ образомъ получаемъ уравнене /(х —#) =/(х | №). Очевидно, что если 
значен1я перемённаго х —# их-|-#, кающя равныя значешя Функии, ебли- 
жать между собою, т. е. приближать № и Ё къ нулю, то оба значеня Функци 
будуть приближаться къ шахипии”у (или пп), и въ предфль, т. е. при #==0, 
вольютея съ шахпии’омъ (или шш.), а оба значеня перемннаго сольются 
съ тЬиъ значешемъ, которое соотвЪтетвуеть шахииии’у (или шш.). Такимъ 
образомъ, въ предфлф получится ур-ве въ 2: ©(<) =0, которому будетъ удов- 
летворять значене перемфннаго х, дающее или шахииот или шшииаш. Р%- 
шивъ это ур-не, найдемъ, вообще товоря, нфеколько значешй для х, напр. 
1—4, 6, с,. .. Ничто не указываеть, чтобы вс эти рёшеня давали ша- 
хпиши или пуипиит Функция; слФд. для каждаго нужна повфрка. Впрочемъ, 
если ур-ще $(2) = 0 иметь только одно рёшеше, и по свойству вопроса можно 
& ру1отЕ заключить, что /(2) имфеть шах. или п!ш., повфрка будеть не не- 
обходима. 

На практикф поступаемъ такъ. Выразивъ веф иеизвфстныя черезъ одно х 
п положив х--й =, 2-й =”, въ ур-нш /(5) =”) длаемъ упроще- 
мя, уаляя обия части и сокращая на 2’— 5”, въ оставшихея членахъь дьла- 
емъ 2 — а” равнымъ нулю, посл чего и получаемъ ур-ве $(2)=0. 


Методъ Фермата есть боле общёй изъ числа элементарныхъ методовъ опре- 
дЪлен!я максим. и миним. значе хункщи. Въ историческомъ отношени онъ 


важенъ тфмъ, что послужиль зародышемъ, изъ котораго поздн%е развилось дих- 
ференщальное исчисление. 


662. ПрРимзръ [. — Изъ какой точки итотенузы данналю прямоуюль- 
ною треуюльника нужно опуспиипь перпендикуляры на копеты, чтобы 


прямоуюльникь, образуемый ими со сторонами прямо ума, имтъль наиболь- 
шую площадь. 


Взявъ точку Е на гипотенузЪ и опустивъ изъ нея периендикуляры Е) и 
ЕЕ на катеты, образуемь прамоугольникь ЕРСЕ; когда точка Е совпадаеть съ 
А, прямоугольникь превращается въ прямую АС, а его площадь въ нуль; если 
затЪуъ двигать точку Е оть А кь В, то площадь прямоугольника сначала бу- 
деть увеличиваться, а потомъ начинаетъ уменьшаться, и когда точка Е совпа- 
даеть съ В, площадь снова обращается въ ноль. Такимъ образомъ, изызняясь 
оть нуля до нуля, она необходимо проходитъ чрезъь шахипат. 
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Пусть въ позожени ЕФСЕ прямоугольникь имфемъ наибольшую площадь 
ху. По пранципу Фермата, веегда существують 
таке два безконечно близке къ РЕЕС прямо- 
угольника О’Е’Е’С и 9”Е”В”б, которыхъ пло- 
щади равны, т. е. 
о 


т Чтобы у выразить черезъь 1, замфчаемъ, 
_^ что дая веякаго положешя прямоугоньника 
между его измбреюями сущеетвуеть соотно- 
шене (напр. изъ подо я ^-въ ВЕЁЕ и ВАС), 


Черт. 86. 


В я 
выражающееся пропорщей у: (а — 5) =65:а, откуда у— = (е —#2). Въ силу 
этого соотношена можно певлючить перем®нное у я предетавить (1) въ Фори% 

5 
Ра) = (в —#”), 
а & . 


откуда: а2’—2?=а”- 2”, или а(х— = | х’)( — 2"). бокра- 
тивЪ на 4—4”, имфемь: п—ы-Рх”. Положив д’==1”==1, Получамъ 


ь а 5 й 
ур-не 2%—а, котораго корень = паеть искомый шахиаит. Отсюда, изъ 


. ъ 
вышеприведенной пропорщи, найдемъ: =>‘ Эти результаты показываютъ, 
что шахииит площади прамоугольника даетъ точка, лежащая въ средин% гипо- 
} аб 
тенузы. Самый же шахниашт площади =: (половина площади А\-ка). 


663. Примъръ П. — Дань куу» и прямая ту. Изъ вепхь треуюль- 
ников, имтмощить вершину в5 точкь Р, данной на этой прямой, а основа- 
наемь жорду АВ. параллельную этой прямой, найти тоть, площадь котора- 
10 иметь наибольшую ‘величину. 

Различаенъ два случая, смотря 
и Р_У к тому, переебкаеть данная прямая 
7 ху кругь 0 или нфтъ. 

1. Пусть прямая ху не нерес*- 
каеть кругъ 0. Задача имбеть шах!- 
шош, потому-что если перемРщать 
хорду АВ пзраляельно ху, оть 0’къ 
р, она будетъь измфняться стЪ нуля 
до нуля, а слёд. такамъ же образомъ 
будеть измфнятьея и ицлощадь тре- 
утоаьника:  послфинЕея имфетъ, по 
этому, махииии. Затфуъ, замфчаень, 
что еели перемфщать хорду отъ О’ 
&Ъ ТГ, паощадь треуг-ка будетъ уве- 
личиваться, ибо увеличивается выео- 
та и основаше его. Въ другомь полукруг, но мБрЪ удаленя хорды отъ центра, 
она уменьшаегся, высота же увеличивастса, по этому заЪсь и слФдуеть ибкать 
шахииам. 


Черт. 87. 


— 295 — 


Пусть хорда АВ= у, разетояе ея 0С отъ центра равно х, рашусъ кру- 
га —=В, перпенцикулярь РФ — а. ЦШусть площадь максимальная соотв тетвуеть 
06 —, эта площадь = (а-- 2)/:В, — 27. 

По принцину Фермата имфемъ 

(В — = (а =". 
Возвышая въ квадратъ, тотчасъ же освободили бы ур. отъ радикаловъ, но 


дня опредълешя х получили бы кубичное ур-не. СлФдующ премъ позволяетъ 
привести вопросъ къ ршеншю квадратнаго ур-шя. Даемъ уравнению видъ 


@(/В? — 2? — УВ — 2) =” /В— д" — «В — х*. 
Умножая и дЪля первую часть на сумму ракикаловъ этой части, а вторую 
на сумму членовъ этой части, имфемъ: 
да — да ВА 4) (21-8 
@ "= Е 
УВ — хз Во в — а -|- Ва — 29° 
Раздвливъ 06 части на х” — х? и положивъ зат6мь х’=—5”==х, по- 
лучаемъ ур-ше 


ны о рав — ВО 
2/8: — 22 2а/ В — а’ ИЛИ НЯ ах — —х. 
—а--/ вия 

4 


Отрацательный корень отбрасываемъ, ибо въ верхнемъ полукругВ, съ но- 
няженемь хорды идетъ постепенное увеличеше площади А-ка. Итакъ, х 60- 
отвфетвующ максимальной площади, равенъ 


—а-+Уе--88Я, 
4 


откуда д = 


Корень этотъ дЪйствительно меньше В, ибо подстановка 0 и К вместо х 
въ триномь 24--4х — В? цаетъ результаты противоположнаго знака: — В» 
и В-Рав. 


Въ частномъ случаЪ, когда прямая ху касается къ кругу, а=В, и 


1 Е . 
= В. — Вогла точка Р совпадаетъ съ 0’ (точкою касаня), треугольникъ 


Е $. 
УАВ- равнобедрепный и вписанный; площадь его = В?/3.  Итакъ: изъ 
ведь равнобедренныхь вписанныхь треуюльников—правильный иметь наи- 
большую площадь. - 


П. Если прямая 2у перебфкаеть кругъ, то для каждой части круга полу- 
чаетея шахиитт. Въ большеуу сегменту относится разобравный случай; для 


меньшаго изъ ур-шя (х— а/В:— = (2—9 — 
ее. = У в? 
о 


находимъ: 


Еели паратлель проходить черезъ центръ, т0 @=0, и х= 


з = 
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664. Методъ равныхъ корней. — Пусть кривая РАС (Черт. 85) изображаетъ ходъ 
Функци (=); давая Функши частное значен!е и и рёшая ур-н!е /(х) — т = 0, 
мы опредфляемъ тф значеншя 2, при которыхъ Функщя получаеть эту величину 
т. Съ геометрической точки зрфн!я это приводится къ опредфленю  точевъ 
ветрфчв кривой съ параллелью, проведенною въ разстояни и отъ оси х. Когда 
т мало разнится оть шахииити’а АВ, мы находиамъ дли х двф величины 08’ 
и 08”, мало разнящяся между собою; они дВлаются равными между с0б0ю и 
ОВ, когда т обращается въ АВ. Итакъ, когда цфлая въ х Функщя получаетъ 
при х—« шахипиш я’, уравнеше /(5) —’ —0 имфетъ два корня равные &, 
п м5. его первая часть раздёлится на (5 —«)*. Въ самомъ пл: вели ур. 
(2) —т==0 иметь корни © и а”, то Ка) — т=0 п Ка") —т=0; пер- 
вое равенство показываетъ, что /(2) — т длится на х — о’, второе, что тотъ 
же полиномъ дфяится на х— 94”; сл. онъ дфлитея и на (х—09)(х— 4”), и 
при ®—=а”, на (2 — <). Отсюда правило: 

Чтобы найти талатит цълой функии, дълимь разность [(<) — т на 
(2 —а)* или на 2? — 2ах + а?, продолжая дъйстве д0 тьль поръ, пока 
получится остатокь первой степени, вида Мт-|- №; выражають, что этоть 
остатокъ тождественно равенъ нулю при всякомь х, помпая М=0, №—0; 


ъшизь эти уравненя, и найдемь х—%, соотвютетвующей талтиту, и 
самый этоть талиниит т. 


Очевидно, то-же относится и къ шшииит”у Функции. 


665. ПРимърЪъ. — Изь всюжь равнобедренныхь треуольниковь, описан- 
ныдь около крум, найти тр-кь наименыией илощади. 


Если перемфщать вершину А по высот АЕ отъ О 
До безконечноети, то площадь А-ка будетъь измфнятьея 
отъ со до со, сл. имфеть шшииит. Пуеть половина 
основаня равна х, высота =В - у; чтобы выразить 
у черезъ х, изъ А АВЕ, по свойству биссектриесы, 
имфемъ у: В —= АВ: 2, или у*: А? == [(у-- В)" -|- 2]: 2, 
В(В*-- 2”). 

2? — В 

жене въ Формулу площади тр-ка, получимъ 


откуда найдемъ: у=— Подетавляя это выра- 


А АВО= у + В) аа? в) = 


Черт. 88. Вопроеъ приводится къ нахожденю шиишиш’а вы- 
: 23 : 
ражемя сз’ Приравнивая это выражене т, полу- 
чаемъ ур-н1е 
23 — т - тВ: ==0. 

Раздъанвъ первую часть его на 2’— 2ох--9?, находим въ остатЕв 
(30° — 2ат)д-|- (тВ» — 23 -|- ат), откуда, слёдуя правилу, иифемъ 2 ур-нйя 
398 — дат —0, т? — 2 | «т —0. 

у 


3 
Изъ перваго находимъ: т— 9; подотавляя во второе, получаемъ: 2= 
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ВУЗ; сЕб. т В/З, а минимальная площадь —=382/3:  заключаемъ, 


что искомый треугольникъ—-правильный. 


а? —- 9% --с. 
а бас 
666. Перзый иетодъ. — Нужно опредлить 2 такъ, чтобы при веякомъ 
знакф безконечно—малаго №, имЪло м®ето неравенство 
а(а -|- 1%) -|- (= В) с аа -ре > 
аа Е (Е В) Ре ат -е> 


ГДВ знакъ < относится къ случаю шахничи’а дроби, знакъ >> къ случаю ея 
ши а. 


П. Махипа и пшшиа квадратной дроби 


0, 


Умпожая на произведене знаменателей, которое положительно, ибо поли- 
номъ а’(2--1)°-- (2-е, равнясь безконечно мало отъ а’ --И2- с, 
имфетъ одинаковый съ нимъ знакъ, находимъ неравенство: 

[а( + в) (а-НЪ)-- а -Р оз - с] — 
— [о -- Не-а --ш-- 650, 
которое, будучи упрощено и расположено по возрастающимъ степенянъ №, при- 
ВОДИТСЯ КТ: 
(аб — 6) 2-|- (ас — са’) Не — 6] -- №" [(а5 —ва) зас’ —са'] 30... (1). 

Чтобы это выражен!е не перемфняло знака выфстф съ й, коэофищенть при 
® долженъ быть нулемъ; слёд. значеня х, которыя могутъ дать дроби макси- 
мальное или минимальное значен!е, суть корни уравненя: 

(а5’ — ва) (ас — са’) в - (6 — 66) =0...... (2). 

Итакъ первое услов1е, чтобы дробь имфла шахииит или шипит, с06то- 
ить въ томь, чтобы ур. (2) им ло корни д®йствительные, т. е. чтобы было 


(ае’ — са')* — (а — а) (56 — с) =0 ...... (3) 

Взявъ равенетво, т. в. полагая, что ур. (2) имфетъ корни равные, нахо- 
ав — си 
Дим, что общая величина ихъ опредфляетея равенствомь: 2= — уу, 


откуда х(аб’ — ба) -- ав’ — са —=0; 


отсюда слфдуеть, что неравенство (1) привело бы къ равенству 0—0, каково 
бы ни было #: въ этомъ случаз, елбд., дробь не имфеть ни шахипии’а, ни 
ширина. 

Обращаясь къ равенству (ас’— са’)? — (а — 64) (66 — 5) =0, зам$- 
чаемъ, что, какъ доказано въ & 490, оно выражает услов!е, необходимое и Ко- 
остаточное для того, чтобы два ур-ыя а -- 65 --е=0 и ад е=0 

а’ — с’ 


имфли обтиЙ корень, именно: 2, — — зи ый “1. оба члена дроби дЖлятся на 


: ея : 
—2, и по сокращенн, дробь приводится къ т а это выражее не 
пмфеть ни шахшиип’а, ни шшивиш’а (8 602). 
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Итакъ, пусть существуеть неравенство (3), и пусть 2’ и 2” суть два кор- 


ня ур-шя (2), причемь 2’ <”; сравнивая ихъ еъ полусуммою корней, имфемъ 
неравенства 


1-й случай: аб’—ба’>0. Предыдущйя неравенства тождественны слф- 
дующимъ: 
(а5’ — ба)’ Рас’ — св <0, (9 — лаве —са>0. 
Отсюда выводимъ: 
[(ав' — 6')х + (ас' — са’)? < 0, [(а — ва)" - (ав — са’) > 0. 
Первое услове выражаеть, что величин =” соотв®тетвуеть шахипию дроби, 
а второе, что большему корню 2” отвфчаеть пюниии дроби. 


2-й случай: а5’— а < 0. — Умножая на положительное количество 
— (а6’— 44), находимъ 

[(а6’ — 65а) - ав’ — са №0 и [(аб’— ха — ва < 0; 
заключеня обратны предыдущимъ. 

3-й случай: а’— 6’ —=0. — Ур-ше (2) въ этомъь случав дёлается 1-й 
степени, а потому дробь имфетъ шахиаши или шшипит, смотря потому, отри- 
цательно ас’— са’ или положительно, ибо неравенство (1) приводитея къ 


1 (ав'—са’) 50. 


а [И 6 
Наконець, всли бы сверхъ того пифли ас’ — са’ = 0, и сад. УЕ 


дробь не имфла бы ни шахипии’а, на шишаш’а: она имфла бы постоянную 
а . 
величину -„‘ при всикомъ 2. Этоть анализъ приводить къ елфдующему прави- 


лу нахождешя шахиииа и шшийеш?а квадратной дроби: 
Составляемь уравненше: 
(а5’ — бе) (ав — виа Не И =0 ....,... (2). 
Если ею корни равные или мнимые, дробь не имтеть ни тажтита, 
ни зниилиит’а; если же корни дъйствительные и неравные, то меньшему 
корню соотвтьтетвуеть тахдтит, большему пититит, если коэффименть 
аб’ — фа’ положителень; натротивь, меньшелу корню отвъчаеть туйтит, а 
большему тазйтит, если аб’ — 9% < 0; если же а’ - 9х =0, дробъ имъетъ 
талапит или питатит, смотрл потому, будеть ли аб’ —са< 0 или >0. 
5х —1 
42а 
Уравнене, аналогичное (2), въ данномъ случа есть: — 262-85 =0, 


Примзръ [. — Найти таллтит и зитит дроби 


г 2 
откуда: —0 =. 


Меньшему корню соотв тетвуетъ абсолютный пиши дроби, равный — со; 


: 2:9 
большему корню —шахзшиии, равный 16‘ 
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ай фе с 
--1 

Уравнене, дающее значешя 2, обращающя дробь въ шахшиий и ши, 

въ данномъ случа есть 
— 67 --2(а-—- вх +6 =0. 

Корни этого ур-я всегда дфйствительные и неравные, ибо подрадикальное 
количество есть сумма двухъ квадратовъ. Такизьъ образомъ, сели > 0, дробь 
имъетъ 


ПрРимвръ П. — Найти тахитий и витатит дроби 


а Еы ЕЯ 
шахшиий ев И, при = Е ани. 
с авы В ти 
шишвии — 9-9 у р у Ее 


Обратно— если 6 < 0. 

667. Второй методъ. — Приравнявъ дробь произвольному, но опред лен- 
ному, количеству *. опредёлимъ, при какихъ значешяхъ перемфниаго 2 она 
можеть имёть эту величину 1. Искомыя значеня 2 дастъ ур-н!е 

аа? + 5х + с / С) й / 

г — ни ева \ г == 
дитруе-е-="» ВИ (а — ата -- ( — туз е—вт==0, 


изъ котораго 


__ —©—т) = /ф Ут} — 4(а— ат) — бт) 
я — — —И— о * 
2(а— ат) 


или, расположивъ подрадикальное количество по степенямъ 7%, найдемъ: 


__ бт — 6 == (5 — дас)? 2 (ас + са’ — /)т-- 5 — 44с у 
=. ^ 2(а — ат) 


Положивъ 
6 — 446 =—Р, а -- 20а —Ш'—=0, 5—4 =В, 
дадимъ подрадикальному количеетву видъ 


Ри -|- 20% +В... . (1). 


Для того, чтобы перем$нное 2 было дЁйствительно, пеобходимо, чтобы под- 
радикальное количество не было отрицательнымъ, т. ве. чтобы было 


Ри-- 20% В 0. ......... (2). 

Итакъ, 2% можеть измфнятьея только въ предфлахъ, удовлетворяющихь 
этому неравенству; соотвЪтотвующ!я значешя х получатся изъ Формулы 

„— "т— о -5УРие | 20т ЕВ (8) 
—х 2{а —ат) се" | 

ЗАфеь могуть представиться три случая: 48 —РВ>0, 4—РВ=0 и 
(2 —РВ<0. 

Первый случай: (0)? — РВ. > 0. — Корни тринома (1) будуть дВйствительные 
неравные: пусть меньшй корень будетъ ’, больший 9%”. ИзвЪетно, что пря 
веяБомъ значения 2, лежащемъ внф корней, знакъ тринома (1) одинаковъ съ 
знакомъ коэФищента Р; при вофхъ же значеняхь ж, лежащихъ между корня” 
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ми, знаиъ тринома противоположенъ знаку Р, Отсюда необходимость различать 
два случая: 

1. Р>0. Неравенство (2) будетъ удовлетворено, если количеству т бу- 
демъ давать значен!я, лежащ]я виз корней тринома (1); такимъ образомъ дробь 
т можеть принимать два ряда значенй: оть — со до’ и оть т” до оо. 
Заключаемъ, что и’ есть наибольшее значен!е перваго ряпа, а т” — наименьшее 
значене втораго ряда, т. е. махипит дроби равень меньшему корню тринома 
(1), а тиитит— большему ею корню; и дробь не иметь значен!й между кор- 
нями тринома. Когда дробь приномаетъ максимальное и минимальное значен!е, 
подрадикальное количество Формулы (3) обращается въ ноль, и 

ит — 5 
2(а — ат)’ 
подставивъ сюда т’ вмЪето 7, найдемъ 2, соотвЪтотвующ шахиаци’у дроби, 
а замфнивЪ 2% количествомь т”, найдемъ х, соотвётствующи шшииии’у. 

2. Р<0. Неравенство (2) будеть удовлетворено, если количеству и да- 
димъ значеня, лежаш!я между корнями тринома (1); такамъ образомъ дробь 
можеть имть всф значен!я въ предфлахъ: я’ 2 тия’, т. в. меньшай корень 
тринома (1) есть тдтапиит дроби, а больиай— ея тазйтит. боотвЪтотвующия 
значеня х вычисляются по прежней «ормул®. 


2 — 


22 —94--91 
61—14 _ 
Приравнявъ данную дробь произвольному количеству т, рёшаемъ ур. 
42 — 25-121 
ве. —, или 2% — (2 бт)х-Р (14т -[ 21) =0, 


откуда &=1-- Зт == /9т* — 8т — 20. 


ПрРимъРы.—1. Найти татитит и пдтттит дроби 


1 
Корни подрадикальнаго тринома суть: Фи — о. Такъ какъ въ данномъ 


случа Р>о, то закаючаемь, что шахииии дроби равенъ меньшему корню, а 
шиишии — большему; сяфд. 


10 а 
шах. (т)—=— 5; шим (7) =2. 
И 10 р м 
одставивъ въ Формулу х выЪето и, сперва (— 5), а потомъ 2, и зам$- 
чая, что при этихъ значеняхъ 72 подрад. колич. обращается въ ноль, находимъ: 
10 и 
Е = — ==; я — —7, 
(шах.) 3 3? (ш1щ.) 1 а 3 . 2 т 
бе 
2. Найти тат. и тат. дроби и 
2—1 


Приравнявъ дробь количеству т, и рЕшивъ полученное ур. относительно %, 
имфемъ 


__5 —т = / — 3 — т 9 


с 2(1—т) 


Ворни подрадикальнаго тринома суть: — Зи к а какъ Р<0, тоза- 
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влючаемъ, что больший корень есть шахпиит дроби, меньний — ея пионаии; 
ятакъ 


шах. (и) —=21; шийшию (#) =— 3. 


. . 5—т 
Вычисдивъ соотвётетвующия значения х по Формул% 5 = 5а—т) НаХокимь: 
Е а 


тах. ила 
Второи случаи: 0? — РВ, —0.—Триномъ (1) имфетъ корни дЪйствительные 
р 
равные и общая величина ихъ =; триномъ пранимаетъ видъ Р(-- 2) ` 


а услове дйствительности 1 — видъ: 
9 — 
И = к 
Р(®-ъ) =0 
Заключаемъ, что триномъ всегда имфетъ знакъ количества Р. Отсюда: 
1. Р>0. При всякомъ т триномъ (1) остается положительнымъ, а при 


„=—3 обращается въ ноль, сли. дробь можеть имфть какую угодно вели- 


чину, и слёд. нфть ни шахиииша, ни пуапиои”а. Это можно было предвид®ть; 
въ самомъ два: (0? — РВ = (246 -- 2 —)*-- (5* — 446) (5* — 44а); но 
вЪ данномъ случаЪ это выражене —0, а мы видфли ($ 490), что при такомъ 
условии триномы а2*-- 65 {-си @2*--95-|- с’ имфють одинъ общий корень, 
а сл®д. оба члена дроби общаго множителя; сокративъ его, найдемъ 
и" 
“=-ЕВ 

теюда видно, что задача всегда возможна; всегда вайдемъ дая 2 одну ве- 
личину, и только одну, при которой дробь принимаетъь данную величину. 

2. Р< 0. Въ этомъ случаф траномъ (1) будетъ отрицателенъ при всякомъ 


т, кромь т=— 9; саЖд. какую бы величину дробь м ни имфла, кромЪ ве- 
лиЗины — г 4 остается мнимымъ, и только при п=— т, онъ дЪйствите- 


ленъ; слфд., наоборотъь, всякая дфйствительная величина 2 должна дфлать дробь 


равною (- 5), иначе говоря, дробь должна пмть постоянную величину, а 


слфд. не имфетъ ни шах., ни шт. 


Можно доказать непосредственно, что когда совмфетно имфемь Р<0 и 

(0 — РВ -=0, то дробь имфетъ постоянную величину. Въ самомъ дв 
’(ав’-| си’) 1 | 44’ — 0? 
__ = 2 ] с 09° 

у РЕ = ас [ а/с’ 446’ 
Но Р или 9? — 446. <0, сд. 4а‹ —5*>0, откуда 4а’6’>?0; слёк. 
(* — РВ, есть сумма двухъ существенно-положительныхъ количествъ, и потому 
м. б. нулемъ только тогда, когда каждое изъ этихъ количествь въ отдФЛЬНо- 
ети —0; итакъ, должно быть: 


(ас -- са) _ 
т О я ас' — са —0.....(2), 


(ас' — са). . . (4) 
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пли, замнивъ въ (1) с’ ето величиною, выведенною изъ (2): 


а? Ь а 
[ 2%. а — 21’ — 0, ИИ 
а 
[а г 
а_в_ с. 
т. е. мы 


но мы видфли ($ 491), что прп этихъ усломяхъ дробь нмфетъ постоянную ве- 
лизину, пе завпенть отъ 2. 


Пьимьчаще. ЗАДАЧА: найти прямо условля, необлодимьзя и достаточныя 
- я Е. ее Ес 5 
для тото, чтобы 9робь ера а постоянную величину при всякомь 27 


и 


1-й способъ. А постоянною при всякомъ х, дробь должна имфть одну 
и туже велачину и для трехъ различныхъ значений х, напр. для 2=0, = 
—1 ип д=-- 1; е1Фд. должно быть: 
с а—в-с а--о--с 


7 


таит таЬ- о’ 
откуда, по $ 329, найдемтъ: 


е__а-е а _Ь с 
м — м но 5 или; наконецт, И 
Эти усломя, будучи необходимы, ьмфетЪ съ тЪуЪ п дослаточны; ибо какъ 
скоро они выполнены, то, назвавъ общую величину равныхъ отношев!й буквою 

2 , й 
а а а ЕВ Кит -- 98-е) 
&, найдемъ: аа, 6—0, с=с®, и дробь береть видъ аа ее, - 
т. е. —2. 

2-й способъ. Пусть постоянная, впрочемъ, пеизвфетная, величина дроби 
ах Пе 
ао 
Ватра с), или (@— тай ИБ -е— 6% =0, каковъ бы ни 
быль х. Отсюда, по 6 72, заключаемъ, что 


будеть 2. Положить —=® значить положить, что аа? -|- 65-е = 


[2 ь 
а—а—=0, 6—6 —0, с - сей —0, паи ба, 
а 5 с 
Трет!й случай. 04° — РВ < 8. Въ этомъ случаЪ корни тринома (1) МИМЫе, 
слфдъ триномъ веегда сохраняетъ знакъ коэвфищента Р. Отсюда: 


1. Р>> 0. Подрадикальное количество гормулы х будетъь при всякомъ 
положительно, а сл. х дЪйствателенъ; такрмъ обр. дробь % можетъ имфть какую 
угодно величину, п слФд. не имфеть ни шахпиеш’а, ни Ш. 


2. Р< 0. Подрадивальное колич. Формулы 2 будет существенно-отрица- 
тельно, сдёд. при веякомь ж для 2 будетъ получаться мнимое значене; а ся®д. 
обратно. хаков-бы дЪйстьительное значене мы ни дали перемфиному 2, дробь 
не можеть получать дЪйствительнаго значея. Но это закаючене, очевидно, 
аж 0-е 


ва о 


нелфпо, пбо изъ ур-Шя 2 =— видно, что дЪйствительному зна- 
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ченпо х соотвфтетвуеть дЪйствительное же значене дроби 0. Стало-быть, случай 
совмёстнаго существовантя условй: Р<0и 0? — РВ. < 0 невозможенъ. 


Впрочемъ, можно доказать это п прямо; въ самомъ дфлЪ, изъ оормулы (4) 
видно, что когда Р< 0, выражен!е (3 — РВ, представляетъ сумму двухъ квад- 
ратовъ, а такая сумма никогда не можеть быть отряцательною. 


Частные случаи. Когда Р— 0, подрадикальное выражене Формулы х обра- 
щается въ 2т | В. Чтобы перемнное 2 было дЪйетвительно, необходимо, 
чтобы 20ж-- В >0, или 20т = — В. 0теюда: 


1) Ели 0>0, то ">50 сад. ши. (")=— 50: дробь цыфетъ 
только шт., и не имфетъ тах. 
2) Если 0<0, тож = откуда шах. (1%) = — 25: дробь имфетъ 


только шахииим, и не имфеть п. 


3) Если 0—0, неравенство приводится къ В = 0: оно всегда удовлетво- 
(ас' — са’) ти в 
ЕВ а’с’> 0, т. в. 6 — 
4а’с' —0. Сяфд. всякому значенио т отв®чаетъь дЪйствительное значеше 220: 
дробь не иметь ни шах., ни ша. 


ряется; ибо въ зтомъ случа 6? — 4ас —= 


Изея®дован!е приводить къ слфдующему результату: Еозба корни тринома 
Ри? -|- 20т-- В, мнимые или дъйствительные равные, дробь не имъеть ни 
тах., ни т1%.; если же корни этою тринома дъйствительные нерагные, 
дробь имъеть тахипит и тзизтиш, выражаемыя корнями тринома; соот- 
выиствуюиия значещя х получаются изъ формулы 


— Вт 


Я ===. 


6% которой т нужно замънить корнями тринома. 


0 результатахъ этого изел$дован!я мы получимъ болЪе ясное понят!е, изел%- 
дуя измфненя дроби при измфненши 2 от — со до -- 00. 


: . > д а -е 1 . 
Ш. Изел$доване измёненй дроби декое-е ПИ изызнени 


х от — © до о. 


668. ТкорРЕМА: Азадратная дробь непрерывна при измюнени т оть 
а 00 В, если только в промежуткь между а и В не содержится ни одинь 
изъ норней знаменателя. 


Во первыхъ очевидно, что данная дробь дЪйствятельна при всякомъ ДЖй- 
етвит. х, и что она конечна, если только значене, данное х— су, не обраща- 
етъ знаменателя въ ноль. Остается доказать, что если 2, есть нЪФкоторое зна- 
чете х, заключающееся между х в В, 10 количеству 2, всегда можно дать при- 


ращене #, на столько близкое къ нулю, чтобы и приращение К дроби у, 6амо 
было какъ угодно близко къ нулю. Имфемъ: | 
_ а-я --с ЕК— 9-Е В Е) Ге 
ом ре’ ГАР а Виа Ге’ 
ааа аа-ре [аи ®-НЬ (5-е (аж -ыи-с) 
[аа акне кана) 


или, по упрощени числителя, 


__ №4 (а — № жа [(а5’ — ва’) - 2(ас' — са’, - (ас — вел -|- (6е' —90)]} 

ЕР Резо) 
По мёрё приближея № къ нулю чиелатель стремится къ нулю, а знаме- 
натель къ (@2а-- Ил, -- с}. Но =, не обращаетъ этого тринома въ ноль, ибо 
интервалль отъ © до В, содержащИЙ 2,, не содержитъ корней знаменателя; слёд. 
выфотЪ съ Ви К стремится къ нулю; иначе говоря, можно приращеню № пере- 
мфинаго х дать значене настолько близкое къ нулю, чтобы и соотвфтетвенное 


приращене К дроби было также какъ угодно близко къ нулю; что и требовалось 
доказать. 


Примъъане. — Если 2 — су дать знаше 2,, обращающее въ ноль знаме- 
нателя дроби, то она вообще обратитея въ безконечность, испытывая при этомъ 
разрывъ непрерывности, перескакавая изъ 00 въ -=с0, если только корни 
знаменателя неравные, или если оба члена дроби не имфютъ общаго множителя 
х—,. Если эти исключешя не имфють мфета, то слФдуетъь опредфлить знакъ 
безконечноети, когда 2 приближается въ 2,, возрастая, и затфмъ переходить 
чрезъ 2,. Для этого достаточно опредфлить знакъ числителя при 2==4,; зная 
знакъ и знаменателя, будемъ знать и знакъ дроби. 


669. При изучени измфневйй дроби будемъ держаться слфдующаго порядка. 

1. Опредёляемь шахиииш и шшишиш, если таковыя имфются, и соотв%т- 
отвенныя значен1я 2. 

2. Приравниваемъ нулю числителя, потомъ знаменателя и рёшаемъ получен- 
ныя ур-Шя: корни перваго ур-вя, если они дВйств., дадутъ т значеня 2, при 


которыхъ дробь обращается въ ноль; втораго — т® значешя 2, при которыхъ 
она обращается въ -Е оо. 


3. Опредвляемъ значен!е дроби при 2=0. 

4. Наконецъ, ищемъ предфльныя значен!я дроби, т. е. при = со. 

Расположивъ значення х въ порядкЪ ихъ возрастан!я, а противъ нихъ ео- 
отвфтотвуюния величины дроби, составимъ таблицу, ясно показывающую изм*- 
неня дроби по величинЪ и знаку. Для наглядности такую таблицу будемъ 
сопровождать грахическимъ изображенемь измфнев!й дроби. 


Задача Г. 
- 22—83 


670. Изсльдовать изминеня дроби кет ити непрерывномь воз- 


растани х отъ — со 90 - со. 
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Слфдуя вышеозначенному плану, опред ляемъ: 


1. Мазлтит и питтит дроби. — Приравнивая данную дробь произволь- 
ному количеству у, получаемъ ур-не 
32-95 —3 р 
ЕЕ ау, пая (3 — Чуда (2-10 (3-19), 


изъ котораго (расположлвъ подрадик. колич. по степенямъ 9): 


——а- 5 == — 898 - 19 - 10 


ры с олщоеО 
Приравнявъ подрадик. выражеше нулю и рёшивъ ур. 3 — 19, — 10 —=0, 
находимъ: у’— — 0,488, у’ —6,821; а какъ въ данномъ случа® коэоФищенть 


при у° подъ радикаломъ отрицателенъ, то заключаемъ, что больний корень есть 
шахицт дроби, меньшй — ея аут. Итакъ 


тах. (у) =6,321; ши. (у) =— 0,488. 
Соотв®тствующйя значеня х суть: 


_— @-5.6,821) _ _ а- 5. — 0,488) __ 
А ао" 


% тах. = — 


Заключаемъ, что дробь можеть измфняться только между — 0,438 и -|- 6,821 
и не имфеть значей, меньшихъ — 0,488 и большихъ 6,821. Всякое же зна- 
чене между этими предълами она принимаетъ два раза, при цвухъ различныхъ 
значешяхъ х, потому-что для каждаго у, лежащаго между — 0,488 и 6,821, 
мы изъ Формулы (1) находимъ два различныхъ дфйствит. значен!я х. 


2. Нулевыя значентя дроби, соотв®тетвуюния конечнымъ значенямъ х. — 
А 
Алгебраическая пробь обращается въ ноль, когда обращаетея въ ноль чиели- 


тель А, знаменатель же В остается отличнымъ отъ нуля; или когда В обра- 
щается въ со, причемъ А остается конечнымъ. Но В — выражене пфлое отно- 
сительно 2, сл. оно не можеть обратиться въ со при конечныхъ 2; остается 
приравнять А нулю. Положивъ 32'--25—3—0 и рёшивъ это ур., найдемъ: 


я —= — 1,387, ’= 0,721. 


3. Безконечныя значеня дроби. — Дробь не обращаетея въ со; въ этомъ 
уб®ждаемея, приравнявъ знаменателя нулю, и рышивъ ур-н1е 45? — 105--7=0: 
найдемъ для х мнамыя значеня. 


4. Значене дроби при х—0. — Положивъь х=—0, найдемъ у —= — 


-1[ <> 


5. Предъльныя значензя дроби. — Положивъ х ===: оо, находимъ, что у 
со } | 
принимаеть пеопред. видъ_-, для раскрыт!я котораго дЪлимъ числ. и знам. на 
2? и затьмъ полагаемъ х == оо. 
3 
Такимъ образомъ получаемь, что при х— --0с, у=-у` 


Результаты этого изелковашя даютъ слфдующую таблицу измЪненй дроби: 
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= 8068 = 


ы у 
8 
— 1,387 0 
х о — 0,428 =—8 
0,291 — 0,488 (шииут.) 
. ИИ 0,721 0 
о в 1,445 -|- 6,891 (шахи.) 
а рт т 3 
АЕ -Е со Е т 
2 
Черт. 89. 

Еривая измюненй дроби. — Взявъ оси координамъ хх’ и уу’ и произволь- 
ную прямую за 1, наносимъ на оси х—овъ 0Р”— — 1,387 и полузаемъ точку 
Р”, для которой орциката равна 0, и въ которай, слЪд., кривая перес®каеть 
ось отрицательныхь х—овъ. Отложивъ 00) — — (0,428, имфетъ точку @, въ ко- 


торой кривая пересфкаетъ ось отрицатеяьныхь у—овЪ. Нанеся ОР’ —0,291 и 
возставивъ въ точк® Р’ периендикуляръ къ оби х—овъ, откладываемъ на немъ 
Р’М' = — 0,488 — ординату шшивию. Нанеея ОРГ“ — 0,721, получаемь другую 
точку РГУ, въ которой кривая пересфкаетъ ось 2-овъ. ОР””—1,445 даетъ точку 
Р”", въ которой проведя пери. Р”М” — 6,821, имфемъ наибольшую оркинату. 


3 
Баконець, отложивь 01—и проведя черезъ точку Г параллель оси 2— въ, 


имфемъ ассимптоту кривой, къ которой кривая неограниченно приближается 
сливаясь съ него па безконечныхь разстояяхь отъ 06и у—овъ. 

Соединяя построенныя точки непрерывною кривою, получаемъ лин, пред- 
ставленную на черт. 89. Такъ какъ каждую свою величину дробь принимаетъ 
только два раза при двухъ различныхъ значеншяхъ х (напр. у==3 при д —= ОТ 
и х—00), то всякая прямая параллельная 2х’ перескаетъь кривую только 
въ двухъ точкахъ. Исключен!е составляютъ тах. и шш.: прямыя, паразлель- 
ныя 06и х и проведенныя отъ нея, одна въ разстояи — 0,488, другая 6,821, 
ветрёчають кривую, каждая въ одной точк®, иначе — касательны къ кривой. 
Такимъ обр., кривая не можетъ представлять иныхъ изгибовъ кромф указанныхъ 
на чертеж®. Чертежъ наглядно роказывасть, что — 0,488 есть наименьшая 
ордивата или пштит дроби, а -- 6,3821 — наибольшая, или шахиииш дроби. 


Задача П. 


: 
671. Изсльдовать измъненя дроби ет ири непрерменомь возра- 


а--4=--5 


станби х оть — со 00 со. 
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1. Мажтит и тиитит дроби. — Приравнявъ дробь у-ку, получаемъ ур. 


94-3 | 
ани, ини (2 — у)" — 4у.& + 3 — 5у=0, 


откуда | 
— == УЕ 1—6. 
2—у 

Корни подрад. тринома суть; У’=0,48 и у’—=12,52, и какъ коэф. при 

у* отрицателенъ, то заключаемъ, что 
шах. (у) =12,52; шшишии. (9) = 0,48. 

Соотвётетвующя значеня х суть: 

Сы 2,38; би И аЧО,6. 

Такимъ образомъ дробь можеть измфняться только между предёлами 0,48 
л 12,52, принимая каждое свое значен!е между этими предфлами два раза — при 
двухъ различныхь значеняхъ х. 

2. Нулевыя значензя дроби. — Такъ какъ между предёлами 0,48 и 12,52 
не содержится ноль, то дробь ни при какихъ дфйствительномъ х не обращаетея 
въ ноль. Это видно и изъ того, что приравнивая числителя нулю, получаемъ 
ур. 22-3 ==0, имбющее мнимые корни. 

3. Безконечныя значешя дроби. — Дробь не обращается въ 00, ибо корни 
знаменателя мнимые. 


4. Значеще дроби при х==0. — Положивъ х=0, имфемъ у =? . Сл. кри- 


: 3 
вая переефкаеть ось у на разстояви -- хоть начала. 


5. Пребъльныя значенял дроби. — Вакъ и въ предыдущей задач, найдемъ, 
что при х=-=ос0, у=4. Слёд. кривая неограниченно приближается къ ассими- , 
тотф, параллельной оси х и отстоящей отъ нея на 2. 


Таблиици измъненай дроби. Кривая измънешй дроби. 


НЯ У: 
—©> -2 
— 2,38 -- 12,52 (шахит.) 
о + 
-- 0.63 —- 0,48 (шшии.) 
+ со | +2. 


Черт. 90. 
0Р’— 0,63; ОР" = — 2.38; 
РУ — 0,43; Р”М” = 12,59. 


ра 
0Н—=-; 01 —2. 


20* 
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Задача Ш. 


: 2-|-1 ь 
@ - д а ит. Уд ге)! [7 |. 
72. Изелъдовалть измъненля дроби ГВ при измюнени х отъ 

— 004% -|- со. — 

1. Мажтит и татдтит. — Положивъ 

2-1 5 
аа = ИЛИ (1 —у)х 49.21 — 39=0, 
ви и 1 

находимъ РЕ у. 


1—9 
Корни тринома у--4у—1 суть: У—=- 4,236; у’—=0,236; а какъ 
коэФоищенть при у? положителенъ. то 
шах. (у) = —4,236; шш. (у = 0,236; 
соотв тетвующйя значеня х суть: х  =1,618; х = — 0,617. 


шах. тп. 


2. Дробь не обращается въ ноль, ибо числитель 2*--1 существенно по- 
ложителенъ. 

3. Дробь обращается въоо, или претерифваеть разрывъ непрерывности 
при двухъ значеняхъь х, обращающихь знаменателя въ ноль; именно при 
я —=1 и х”=3. Для опредфлен1я знаковъ безконечности, замфчаемъ, что чи- 
слитель дроби при всякомъ 2 положителенъ, сл. нужно изелфдовать знаки зна- 
менателя. Обозначивъ буквою № произвольно малое полож. количество, замЪча- 
емъ, что д—=1—й и =3--1 будуть находиться внф корней знаменателя, 
и слёд. при этихъ значеняхъ 2 знаменатель положителенъ, а потому и у>0 
зат®мъ 2=1--# и х—3 —й еодержатся между корнями знаменателя, а по; 
тому знаменатель и вся дробь при этихъ значеняхъ х отрицательна. Отеюда 
видно, что если измфнятъ 2 отъ — со непрерывно до-- со, то при х=1 и 
при х=3 дробь претерпфвать разрывъ непрерывности, переекакивая изъ-|- со 
въ — со, въ первомъ случаЪ, т. е. при х=1, и изь — оовъ-|- ово вто- 
ромъ, т. е. при х=3. 


4. При х—=0 дробь обращаетск въ. 


5. При х === ооона равна 1. 


Таблица измънени дроби. Кривая измъненй. 
| | 
| 
х | у \ 
— со | 1 | | \ 

— 0.617, 0,236 (шшил.) у о 
> ея Вю: И РЕНИ 
ив со . РМ: В 
1,618 | — 4,236 (шахит.) Не 
т В ||. 
$ | оо м. 
Чао, 1 | ГА 

1 | 
| 


Черт. 91. 
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Кривая измьненй дроби. — Намфтивъ точки М и М”, соотвЪтетвующия 
шах. и шш. дроби, проводимъ черезъ нихъ параллели оси х-овъ: кривая не 
иметь точекъ между этими параллелями. ЗатФиъ наносимъ ОА —1 и ОВ=3 
и черезъ точки А и В проводимъ параллели 0си у, которыя будуть служить 
ассимптотами кривой въ мфетахъ разрыва непрерывности. Такъ какъ при 
х===с0, у=1, то параллель оси х на единичномъ отъ нея разетояи 
будеть служить З-ъею ассимптотою. Наконецьъ, замфчая, что для веЪхъ х-овъ, 
лежащихъ вн® 1 и 3, дробь > 0, и <0 для вебхъ х-овъ, лежащихъ между 
1 п 3, заключаемъ что точки кривой для х < 1 и дия 5 >> 3 находатся въ обла- 
стая положит. ординатъ, точки же кривой для 1<х<.3 находятся въ обла- 
сти отрицат. ординатъ. Такимъ образ. получаемъ кривую, изображенную на 
черт. 91. 


Задача ГУ. 


28—55 — 


| 4. 
} алть вномь из- 
673. Изсльюдов измъненя дроби Ба — в —10 И НеИреры 


мнении хоть — со до-- со. — 
1. Малутит и пбтутит. — Положивъ 
24 —55—4 
5—8 — 10 
5 — 8-Е \/ 2649 — 240,257 
д=- = . 
2(2 — 59) 
УбЕдившись, что корни подрадикальнато выражен!я мнимые, заключаемъ, 


что оно воегда будеть положительно, а потому дробь не имфетъь ни шах., 
ни ши, 


—9, или (2 — 59)5* — (5 —8у)х —4--10у=0, 


находимъ 


2. Приравнивая числителя нулю, найдемъ значення х, при которыхъ дробь 
обращается въ (0; эти значеня суть: 
2’ —— 0,638 и х”— 3,138. 
3. Приравнивая знаменателя 0, получимъ значення х, при которыхъ дробь 
обращаетея въ оо; эти значен!я вуть: 
жи — — 0,824 и ш'"— 2,444. 
Для опредёленя знаковъ безконечности, даемъ дроби видъ: 


__ 2(2-Е0,638..)(2 — 3,138) 
— 5(%--0,894..)(#— 2,494..)° 


Такъ какъ х== — 0,824 —№ лежитъ какъ вн корней числителя, такъ и 
внЪ корней знаменателя, то и числ. и зн. дроби, а потому и самая ттобь, по- 
Ножительны. = — 0,524-|-й находитея внф корней числителя и‘ 


ней знаменателя, слЬд. при этомъ значени 2 числитель >. 0, а знаме 
а потому дробь отрицательна. Заключаемъ, что при переходё х чре 
дробь претерпфваеть разрывъ непрерывности, перескакивая изъ --‹ 
Подобнымъь же образомъ убфдимея, что когда 2, возрастая, прох 
- 2,424, дробь перескакиваеть изъ -- со въ — со. 


езть 
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4. При х==0 имфемъ: у = 


| в 


5. При х===о0, находимъ: и=>. 


Кривая измюненай дроби. Таблица измюненй дроби. 
я у 
— 0,824 —№ со 
— 0,824 - № — © 
— 0,638 ( 
0 +2 
-|-- 2,424 —№ -Н со 
-- 2,424 --% — со 
— 3,138 0 
+ о +5 


Черт. 92. 

Таблица измфневй дроби показываетъ, что величина дроби постоянно уве- 
личивается, но претерпфваеть два раза разрывъ непрерывности: одияъ разъ пря 
переходв х чрезъ — 0,824, другой разъ при переход 2х чрезъ 2,424: вь томъ 
и пругомъ случаЪ дробь перескакиваеть изъ -|- сс ВЪ — 00. 


2 : 2 
Кривая измюнений. — Отяоживъ на оси у линю =, проводамъ 


черезъ точку К параллель оси 2; затЪмъ, отложивъ на оси х лишн ОН — —0,824 
и 0В—=-| 2,424, проводимъ черезъ точки Н и В параллели оси у. Такимъ обр. 
получаемь три ассимптоты вфтвей кривой. Отложивъ на оси 2 линш: 0А = — 0,638 


и 0С—3,138, получимъ точки, въ которых кривая пересфкаетъ ось х-овъ. 0сь 
У она пересфкаеть въ точкФ К. 


Задача У. 


. 21° — 7х -- 3 
. Изе: 
674. Изсльдовать пзмънемя дроби я — 12-19 


при непрерывномь из- 
мънени х оть — со 40 -- со. — 


1. Мажтит и пупутит. — Положивъ 


242—753 
яь ры ши (3—1 9-1) =0, 
находамъ 


г. Т(1 —У=у 9*-Г 10у-|- 25 | 
22—95) 
Замфчая, что у*-|- 10у-|- 25 — (у--5)* и что, елФд., подрадикальное выра- 


жене всегда положительно, заключаемъ, что дробь не имфетъ ни тах., ни ШИ. 


— ЗИ — 


Если у-ку дадимъ какое-либо значене, то для х найдемъ два соотвЪтетвен- 
пыхъ значеня; только при у=— 5, х принимаетъ одно значеше —=3. Итакъ 
зеякую свою величину дробь принимаетъь при двухъ различныхъ значеняхъ т, 
вромф величины, равной — 5, Значеня 2, соотвётетвующия данному у, суть: 


‚—1а-—э=@--5) = 
ва 2—9 ° 2—9 


изъ которыхъ первое независить оть у. Эта особенность объясняетея тфмъ, 
что числ. и знам. дроби имфютъ общ корень 5—3 и сад. при х=3 оба 
члена дроби равны 0, а дробь неопред ленна. 


Если сократить дробь на х — 3, она приметъ видъ 


14%. 


| откуда х— — 
5: АО 


д—4 
всякой величин У соотвфтетвуетъ иолько одно значене х, елФд. при возра- 


ь 2%—1 
стаи 2 оть — со до | со кробь —;—4 ПРоходитЪ только одинь разь чрезъ 


: 1 
всякое свое значене; обращается въ 0 при +=) и въсо при #=4; а 


при х = == оо обращается въ 2. Замфтивъ при этомъ, что при х=4—, 
у = — 0, а при х=4--1, у==-Ё оо, выразимъ ходъ изм$ нений сокращенной 
дроби таблицей: 


_2 сокр. дробь У 
— со 2 
1 
Ра 0 
4—№ — < 
4-А -- со 
— со 2 
о з „22 —17%--3 
то касается дроби -„— 72-Е 1в’ то какъ она принимаеть какую угодно 


величину при 2==3, то чтобъ изобразить вполнф ея измфненя, нужно къ кра- 
вой присоединить прямую Ё/, параллельную оси 0у и пересжкающую ось х-овъ 
въ разетолнш ОА —=3 оть начала координатъ. 


задача У]. 


675. Изслльдовать измонензя дроби ЕЕ при непоермвномь изм 
И ах аб вер 


нени х оть — со 00 со. 


— 812 — 


Положивъ 


*— 8 15 . 
и, или (1— 3)5° —8(1 — Зу)х -- 15(1 —3у) =0, ши 


(1 — 34) (2*—8х--15) =0, находимъ, что ур-ше удовлетворяется при вея- 
комъ у, когда 21—85 -— 15 равно нулю, т. е. когда х=3 и &=5, и 


1 
Кром того при воякомъ х, если только У=-. Сл. и 2—3 и х=5, 


1 
У можеть имфть какую угодно величину, и кронф того у= при какомъ 


угодно 2. Это объяснается тёмъ, что оба члена пробн им ютъ одинаковые корни: 
_ (@—3)(#—5). 
—` 3(#—3)(#— 5) 
при х=3 п 1—5 величина дроби неопредёленна; а если сокритить дробь 


у 


на (#—3)}(5— 5), то у дБлаетея == = каковъ бы 


ни быль 2. 

Совокупность рёшешй ур-шя 2—82-- 15 — 
= 9(35? — 24х | 45), пли (5* — 8ж-- 15)(3Зу—1) =0 
геометрически изображается двумя параллелями ови у, 
отстоящими отъ начала на ОА —3 и 08—=5, и па- 


1 
Ял Ея : =—. 
Черт, 94. раллелью оси 2, отетоящею оть начала ва 0] 5 


676. Задача. — На продолжещи стороны АВ даннало прямоуюльника 


АВС взять такую точку М, чтобы сумма площадей треуолъниковь АММ и 
РСМ была типа. 


Вотда точка М движетея оть А къ Х, сумма 
е 1 
площадей, вначалф равная > прямоугольника, на- 


чинаетъ уменьшаться: такъ для точки М’ треуг. 
СА$ замфняетея меньшимъь МАЗ; но когда точка 
М займеть положене Ё, при которомъ АЕ= АВ, 


1 
сумма площадей снова становится равною 5 прямо- 


угольника, ел. при перем щени точки М отъ А къ 
Е эта перемфнная сумма прошла черезъ инт. 

Пумь АВ=а, В6—6, АМ=х; выраже- 
н1е суммы у будетъ: 


ХАХ г ах ох 
уе АМ акти, 
АМ _ ПХ ь 5х % 
Но а ам откуда: АХ ад’ т. И слЖд. 


__ 6 фаз Ба? -|- =) 
У — а-я) К э@--=)’ № эе а), 


Опредфляемъ х такъь чтобы сумма площадей имфла величину и. Дия этого 
беремъ ур-ше 
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М. т, или 62 — 2тз -- а(аф — 2т) =0, 


откуда ЕО ЫЕЫ асы 


Чтобы сумма площадей могла имфть величину т, необходимо и достаточно, 
чтобы этой велачин 2 отвфчало дЪЙйствительное и положительное значене х. 
Но х будеть дЪйств., если т? — аБ(аф — 2) У 0, 
или т? -- Зафт — $0... . (9). 

А рог вадно, что корни триномъ (2) дёйствительные, перавные и про- 
тивоположнаго знака; слфд. неравепетво (2) будетъ удовлетворено такимъ поло- 
жительнымь т, которое не меньше положительнаго корня тринома; т. е. н6- 
обходимо, чтобы т а5(/2 —1). Итакъ, вумма площадей не можеть быть 


< 4/3 — 1); смотримь, можетъ-ли она равняться 26(\/ 2—1). Когда т до- 
отигнетъ этого предфла, тогда будетъ 


#=5= а(/2 -1); 
это значене положительно и ед. можеть быть взято; потому шшивит (у)== 
&(/ 2—1), а соотв тетвующее значене 2=4(/2 —1). 


Повъркл. — Полагаемь &#=4(/2 —1)==%, гв № произвольно мало, 
и подотавляемъ это значеше х въ выражене Функци. Найдемъ 


(2— УЗав-на Иа —ь--“ 
у =: —- — ь 
ы а/ 2 =, 
Вопроеъ приводится къ провфрЕф неравенства: 
(2— УЗ) == а/8 —1)-- _ 
> 8/8 —1), 


а? =\ 


: : оля 
которое, по освобожден отъ знаменателя и по упрощени приводитея къ —- > 0, 
что вфрно. | 


ГУ. Маха и шииша функ ифеколькихь неремфнныхъ. 


677. ТЕОРЕМА. — Ироизведене двух перемъннтьхь, которых сум- 
ма постоянна и равна а, импеть ноиболуиую величину, пода оба 


множителя дълаются равными, если только они моиуть быть сдъланы 
равными. 


Прямое доказательство. — Пусть одпнъ множитель ==; другой будетъ 

а— =; произведеше ихъ выразится Формулою у=2(а— 2) или — 27? -- 02. 

Это есть квадратный триномъ, свободный членъ котораго = 0. Придавая и вычитая 
2 ь] 

ы а 


| | р о @ ре Е 
1’ Каемъ Фунищи видъ: — (+ —а=-- г) т. или У=— («— 5) ---—. 


— 314 — 


При 2х=— 00 и оунця у=—00 При увеличени х отъ — осо 


2 $ а 
“. затфмъ при увеличене х отъ э К -Ноо, 


[72 
до >, 9 возраставть отъ — со у; 


2 . 
у уменьшается отъ т до — со. Получавмъ слФдуюнйя — таблицу и кривую 


изм ненй Функщи: 


га у 
—© — с 
та . . 
4 у г 
е р а а? 
< 8 3 
х 
а> 0 & ь 
со —065 
Черт. 96. 
. а? 
Итакъ, произведен!е сперва возрастаеть отъ — со до а затЪуъ умень- 


2 
шаетея отъ-_ до — 09; сыфд. оно не имфетъь шиишию’а, но имфетъ шахпиии 


а? $ а @ 
С, Соотвзтетвующее значене 2 есть 5’ а другаго множителя: а — > 


а . 
или > Т. е. произведеше получаеть наибольшую величиву, когда оба множи- 


теля дЪлаютея равными. 


Косвенное доказательство. — ВмЪфето того, чтобы изелфдовать измфнешя 
произведешя х(а— 2), соотвфтетвующя пзивненю 2 оть — < д -- 00, 
можно предложить себ вопросъ: при какомъ значени х это произведене по- 
лучазтъ данную величину 2, изолфдовать рЪшен!е, и такимъ образомъ найти, 
между какимн предфлами величина %® произведеня можеть изуфнаться. Такимъ 
образомъ дия опредфлен!я х имфемъ ур-не 


х(а — х) =т, пли 2“ — аз --т=0, 
откуда в 


Чтобы х было дфйствительно, необходимо, чтобы подкоренное количество 


а 
не было отрицательнымъ, т. е. необходимо, чтобы И Заключаемь, что 


. а 
произведен!е 2% можеть имфть вс® величины оть — со до —-; слфдов. оно ие 


а? 
4 


ме : И: 
рыбеть шиилиит’а, но имЪеть шахиичиа —. Но когда т-=`р” радикаль 0б- 
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а 
ращаетея въ 0, и х—= 5} Поэтому и другой множитель, какъ равный @ —?, 


а С : 
обращается ВЪ 5’ ел. произведене имфетъ шахипиш, когда множители равны. 


ПрРимзрРы. 1. — Произведене двухъ множителей, которыхъ сумма =12, 
можеть имфть вс величины оть —со ко -- 36; шахипии произведеня ра- 
венъ 36, а соотв тствующ!е множители равны, каждый, 6. 

П. Произведене пвухъ множителей, которыхъь сумма —— 12, можеть | 
имфть вбф величины оть — со до -- 36; слёд. шахиииш произведеня равенъ 7 
-- 36, а каждый производитель —=— 6. | 

678. ЗАДАЧА [. — Изь веють прямоуюльниковь, вписанныхь вв данный 
зпреуюльникь, какой имптеть наибольшую площадь? 

Если основан!е РЕ прямоугольника передвигать отъ вершины тр-ка до его 
оспованя, то площадь прямоугольника будетъь измфняться отъ нуля до нуля, 
и слфд. проходить чрезъь шахииит. Пусть $ и № будуть — основаше и высота 
даннаго треугольника (Часть Т, черт. 25), хи у—основаше и высота вписан- 
наго прямоугольника РЕРб. Площадь прямоугольника =. Изъ подобя тре- 


с в 
угольниковъ АВС и ОВЕ имфемъ: в ‚› откуда у = $ — 2); слЪдов. 


ъ 
вопросъ приводится къ опредвленю шах. произведеня 2($ — 2). Сумма мно- 
жителей хи б — < равна постоянной величин® 6, слФд. произведенме имфетъ 


|, й 
площадь ху выразится произведенемъ: 
й 
яж — 
а — =) 
й : р $ 
Такъ какъ постоянный множитель — не вмяеть ца условя шахииа,, то 
. 


: ь 
шахиващ, когда множители равны, т.е. когда х —=ф — 2, откуда 2—5. № 


. й Г 
въ такомъ случа изъ ур-шя 9—4; 6 —=) найдемъ #—5› самая же мак- 


0% 
мальная илощадь ту равна <’ т. е. половинЪ площади треугольника. Итакъ: 


наибольший изъ всфхъ прямоугольниковъ, какой можно вписать въ треугольникъ, 
имфетъ осповане и высоту вдвое меньпия основашя и высоты треугольника. 


описанныхть около даннию шара, какой имтеть 


679. ЗАДАЧА П. — Изъ всъль конусовь, д 
наименьийй объем»? 


Пусть будеть АВС копусъ, описанный около 
шара ОМ. Еели его вершина А будеть перемщать- \ 
ея по оси РА отъ М до безкопечноети, объемь ко- |М 
пуса будеть изыфияться отъ со до со, и ва. 
пройдеть чрезъ шииташ. Чтобы найти этоть 
пишиюиш, обозначилъ высоту БА буквою 2: объемъ 


буцетъ: У-= + т.65. д. 


„0х. = - > 
Подобные тру-ки АСЭ и АОХ даютъ: в Ах; > Е 


пОАМ* — (2 — 28); сл®к. Черт. 97. 


_ 


— 316 — 


. 1 Вл 
Ут... 
3 ‘4—2 
Иа м с . 
Постояннный мпожитель _ тв? не измфняетъ условй пуиииии’а хункщи, а по- 


я 


Хх 
тому У имфеть наим. вел. при тЪхъ же обстоятельствахъ, какъ и а, Но 


в . : д — 28 
шпишиш этой Функщи соотвфтетвуеть шахииии”у обратной: 2 Которую 


1, 2, | 
можно предетавить въ вид: == (1 =) наконецъ, мы ие измнимъ условй 


шах иини”а, введя постоянный множитель 2В. Такимъ образомъ вопрось приве- 
денъ къ опредфленю шах. Функщи 
28, 28 
=( М 
т т 
28 В. 

Замфчая, что сумма перемфнныхъ Факторовъ --и 1 — - равна постоянной 
величин 1, завлючаемь, что произведен!е достигиеть наибольшей величины, 
28, 28, 

-“—=1— ^^, откуда 2==4№, 
ея ЕЯ 


что не несовмЪстно съ свойствомъ задачи. Итакъ, описанный конусъ имфетъ 
наименьшй объемъ, когда высота конуса вдвое больше щаметра; самый же 


когда оба фактора сдЪлаются равными, т. е. когда 


8 
объежь — мВ", т. е. вдвое больше шара. 


680. Въ нёкоторыхъ вопровахъ (напр. геометрт) перемфнныя хи у, ко- 
торыхъ сумма постоянна (4), по свойству самой задачи, не могутъ быть сдф- 
ланы равными. Въ такомъ случав шахииит произведеня имфетъ мЪФето тогда, 
когда разность между этими количествами достигаетъ наименьшей величины; въ 
самомъ дфаф, воли д п у суть два перемфнныя, и х- у=а, то имфемь тож- 
дество 

— (2—9). 
4ту —= (#-- 9)" — (#— у)", откуда пу = > 
отсюда непосредетвенно заключаемъ, что ху доститнеть шахииии”а, когда абсо- 
отная величина разности 2—9 достигнеть пипйииига. 


ве ПримърЪ. — Данъ кругъ и хорда АВ; про- 
ко В вести даметръь такъ, чтобы произведене отр%з- 
ы © ковъ СМ и МО, образуемыхъ на немъ хордою, 

и | . имвло нанбольшую величину. 
| | Сумма отрёзковъ СМ и\МР, при всякомъ поло- 
т жени Каметра, постоянна; но эти отрфзки не мо- 
\ /  гуть быть едфланы равнымп; сад. ихъ произве- 
ь Ра ден!е доетигнеть наибольшей величины, когда раз- 
а ность ихъ будеть наименьшая, а это будеть тогда, 
к когда раметрь стапетъ перпендикуляренъ въ хор- 

Перт. 98. ДВ. Требуемый маметръ есть ЕЁ. 


681. ЗАДАЧА Ш. — Найти талдтит произведеня (3 — х*) (71 -- 2? 
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Сумма Факторовъ постоянна и равна 10; прираввивая ихъ, получаемъ ур-не 
3$ —2—17--2*, или 2—— 2: равенство невозможное ни при какомь дЪй- 
ствительномъ х. Итакъ, находимъ шшииит абсолютной величины ихъ разности: 
2-4. Миа этого бинома, очевидно, ееть 4, достигаемый при 2 — 0; ел$д. 
тахиииш произведея равенъ 21, при х=0. 


682. ТЕорЕмА. — ЛПроизведене п положительныхь факторовв, 
сумма которытз постоянна и равна а, достилаетз наибольшей вели- 
чины, кода всьъ множители дълаются равными (полатая, что ихъ можно 
сдфлать равными). 


Пусть будетъ 1.у.2....т разематриваемое произведене ® перемнныхъ мно- 
жителей, связанныхъ условемъ 


вРу-Ра- $... Ноа. 


Это произведене иметь шахипит; въ самомъ дёлЪ, каждое слагаемое по- 
ложительно, а сумма вефхъ слагаемыхъ равна @, слд. каждый множитель, 
меньше @, и ел®д. ихъ произведеше, необходамо, меньше а“: значить, оно не 


можетъ увеличиваться безпредфльно, и потому ихфетъ шахишии. 


Легко доказать, что оно тогда достигнетъ наибольшей величины, когда ве% 
слагаемыя ед лаются равными, т. е. когда = у==2=. + - ==9. Дфйетвительно, 
пусть х не равно у; такъ какъ наши положительныя слагаемыя подчинены 
только одному условшю, чтобы сумма ихъ всегда оставалась —= а, то мы можемт 
измнять ихъ какъ угодно, не нарушая только этого условя; поэтому можемъ 
замфнить каждый изъ множителей х и у ихъ полусуммою А, ибо оть этого 
сумма первыхъ двухъ слагаемыхъ, а слЪд. и вея сумма не измфнится. Но въ 
такомъ случаЪ, па основани, предыдущей теоремы, (котда сумма 06ухъ пере- 
ифнныхъ остается постоянно, ихъ произведене получаемъ наиб. величину, когда 
они равны), будетъ имфть мЪето неравенство 


ху у 
. я РЯ ДО О ВИ 
а. (1) 
помножая 06% его части на положительное количество 2%...0, мы не измфнимъ 
емыслъ неравенства, олд. 


ху т 
к . =. 28...0 > 2уе.. 0 еее. (2) 


Это значитъ, что пока въ происведени 272...0 есть множители неравные, 
оно не есть наибольшее, ибо новое произведее больше ето. СлЪд. его можно 
будетъь увеличавать до т®хъ поръ, пока вс множители не сдфлаются равными 
между собою. Итакъ, яромзведенме доститнеть свое тазатит’а, козда весь 
множители сдълалотся равными (полагая, что они могутъ едфлатьея равными, 
что не всегда бываетъ). 


При 2=у=2=. - . ==0, каждый изъ равныхъ множителей будетъ 


? 


а . а\* 
2 › а влёД. максимальное произведение — =) | 


| 
ы 
я 
р 
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683. ЗАДАЧА Г. — Какой изъ всьжь треуюльниковь одинаково пери- 
метра имъеть наибольшую плошадь? 

Пусть перем нныя стороны будуть 2,у,2; р — постоянный периметръ; по 
услово, х-Ру--2=4р. 

Площадь $ треугольна по тремъ сторонамъ выражается хормулою 


$ = Урф —=)(в — У) — 2). 

Функщя 3 пыфеть тахипаш при т5хъ же оботоятельствахъ какъ и ея 
квадратъ; приэтомъ, откинувъ постоянный множитель, мы опять не изм нимъ 
`условй шахипит”а; такииъ обр. приводимъ вопросъ къ опредфленио шах. произ- 
ведешя (р —2)(р —у}{р— 2) каждый множитель этого произведеня положите- 
ленъ, сумма ихъ— (р — 2) Р (ру (р 2) —=3р— (Ру 2) =р— 
величинф постоянной; слфд. произведене достигнетъь шахииии’а, котда всЪ 
множители одфлаютея равными, т. е. когда р —х=р —у=р— 2, или х== 


р 2 
у==2. Сл. искомый треугольникъ—иравильный. Каждая сторона его = 3-2, 
2/3 

а площадь = АД 

684. ЗАДАЧА П. — Какой изъ всьхь прямоуюльныль параллелопитедовь, 
имъющихь одинаковую полную поверхность, имъеть наибольший объемь? 

Нусть ху иг будуть перемЪнныя измфреня этихъ параллелопипедовъ, 
$ —данная полная поверхность; имфетъ: 

$ — 29 | 2ж2- 2уг. 

Перемнный объемъ 0.—= ху. Его шахнили будетъ при т%хъ же условяхт, 

какъ шахииии его квадрата: 0? — (29)(22)(92). Но эти три положит. множите- 


5 : 
ля имфють постоянную сумму 5 > слёд. шахипииш имфетъ мфето при ху= 


хе —92, откуда: х—у=2. Это значить, что наибольший объемъ имфетъ 
5 З 
кубъ; величина максимальнаго объема алан =(5)т. 


685. ЗАДАЧА Ш. — Зная, что шх”-|- пу -|- р27' = 4, найти таздтит 
произведенся х® УВ т”. 
Произведен!е 2” у” 2' имфетъ шахишиш при т5хъ же обстоятельствахт какъ и 


тпр.д” УВ 27 ‚ т. 6. какъ и (т )(пуВ )(р="); но сумма хакторовъ этого послд- 
няго произведеня постоянна (и равна 4), елФд. это произведеще, а съ 
нимъ и предложенное, имфеть шахипиш, когда множители равны, т. е. 
котда т = г. ==рг" — -. Такпуъ образомъ, максимальное значене предло- 
й 43 
женнаго произведенйя — 57, - 
Напр., найдемъ, что произведене ху, при услови 3х--4у=12, имфетъ 


шахциии — 3, прих == иу— 


3 . з 
ь Произведете 2/2, при услови За -- 


Бу-- 728—315, иметь шахииии == 35.21.15, при #=/35, у=21, 2= 
\15. 
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686. Примъчане ТГ. — Въ теоремЪ ($ 682) было дано, что перемфнныя 
5,9, 2,. . ПОДЧИНЯЮТСЯ только Одному УсловФю, чтобы сумма ихъ была по- 
стоянна; если же эти перемфнпыя будуть подчинены еще другимъ условаямъ 
(выражаемымъ равенствами или неравенствами), то мы уже не имфемъ права 


утверждать, что если перемфнныя 2, у, 2,. . могутъ принимать значенша 2’, 
. <’ Г. й 
у, =’... ., То могутъ принимать и значеня о ыы ‚2... Сад, 


доказательство наше было бы неприложимо. Вообще, множители не могутъ быть 
равными, имЪть постоянную сумму и удовлетворять еще другимъ условямъ; 
такъ-что теорема $ 682, вообще, не будетъ имфть мЪста: махшиию проязведе- 
шя будетъ вообще меньше той величины провзведеня, какую оно имфетъ при 
равенствв множителей. 

Раземотримъ, напр., произведеве трехъ положительныхъ чисел 2, У, 2, 
сумма которыхъ постоянна и =12, сл. удовлетворяющихъ уеловю 


а И 


Пуеть, кромф того, числа эти связаны еще условемъ 


я--бу--22—= а. еее нь и , (2) 
тд а- постоянная величина. Назовемъ перем нное произведеше, удовлетворяю- 
щее этимъ двумъ условямъ, черезъ Р. Раземотримъ также произведене 0, трехъ 
положительныхь чисель х, у, 2, удовлетворяющихъ только условию (1). Мах!- 
шим произведен!е () будеть имёть при х=—у==2==4; самый же тах. = 64. 
Что касается перемЪннаго произведеня Р, область его значен!й будетъ ограни- 
ченнфе области значенй (: произведенше Р не можеть принимать воёхъ зна- 
ченй, которыя можеть имфть (; въ самомъ дЪлЪ: для соетавленя (@, нужно 
отыскать воф системы положительныхь рфшенй, удовлетворяющихъ неопред. 
ур-ню (1). Для составленя же значешй, которыя можетъ принимать произве- 
пене Р, нужно изъ вофхъ сказанныхь системь выбрать только т%, которыя 
удовлетворяють и ур-ню (2). Отсюда очевидно, что во-первыхъ, шахишии (Р) 
не м. б. больше шахлицша (, во-вторыхъ, что тольво въ иеключительномъ 
случав шахиииш произведения Р будеть равенъ шах. (0), вообще же шахииит 
Р будеть меньше шахиоии’а 0. 

Сказанный исключительный случай—тотъ, когда ур. (2) удовлетворяется 
величинами #=у=е=—4, что имфеть место при а=4--5 Ж4--2х4=32: 
въ этомь случаб 64 будетъ находиться въ чиелё значенй, которыя принимаетъ 
Р, а такъ какъ шах. (Р) не м. 0. больше. шахии. (0), и 64 есть шах. про- 
изведевя @, то тфмь болфе 64 будеть служить шахиити’омъ и Р. 

Обобщая это разсуждене, ззключаемь, что если Факторы произведеня по- 
ложительны, имфють постоянную сумму и подчинены еще другимь условямъ, 
шахипиш произведемя вообще меньше той величины его, какую оно получаетъ, 
если ве множители сдфлать равными; этой послёдней величин шахшат про- 
изведен1я равенъ только въ томъ исключительномъ случа®, когда ве условия, 
которымъ Факторы подчинены, удовлетворяются, когда сдфлать эти Факторы 
равными. 

Интересный примфръ на этотъ исключительный случай предетавляеть про- 
изведен!е 2”у"2”, состоящее изъ т множителей равныхь 2, и равныхъ у, и 


© 
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ф множителей равныхъ 2, съ условемъ, что сумма тх-- яу--р2 вефхъ мно- 
жителей равна постоянному а. 

На основаши сказаннаго выше, это произведеще будеть имфть шах., когда 
всф множители равны, если только равенство Факторовъ будетъь совмФетно съ 
остальными условями, которымъ множители подчинены. 

Равенство 2 множителей х-су дасть т — 1 соотношене; подобно этому 
имфемъь еще —1 ир—1 условЙ, что составляеть м ®-- р—3 условйя; 
присоединивъ еще равенство суммы везхъ множителей количеству а, получим 
т- п--р— 2 соотношеня; присоединяя еще два ур-я х=—у ==2, всего бу- 
демъь имёть тр ур-Мй для опредфленя столькихъ же количествъ, а это 
вообще возможно. Сл®д. въ этомъ елучаЪ, наибол. вел. произведенемъ дости- 
таетея при 

[72 
тир. 

687. Примьчате ПГ. — При показательств® теоремы (682) мы предпола- 
гали, что вс множители положительны; при этомъ услови изъ неравенства (1) 
и было получено (2), доказывающее теорему. Но теорема, очевидно, имфетъ 
мфето и въ томъ случа, когда всю множители отрицательны, если только число 
ихъ четное. Въ самомтъ дфлЪ, отдливъ два изъ нихъ (хи у), мы изъ не- 
равегетва (1), умножешемь обфихъ частей на положител. количество #2. . .\/, 
опять получимь неравенство (2). Если же вс множители отрицательны и 
число ихъ нечетное, то произведене будеть шпили, когда вс множители равны. 
Въ самомъ ДБлВ, вели, взявъ произведен!е нечетнаго чисна положит. множите- 
лей, перемфнимъ у нихъ знаки, то и знакъ произведеня перемфнится. Но если 
Функщя 0 пмфеть шахризш М, то хункшя (— С) имфеть шиииит (— М); по- 
тому-что, еели М есть шах. (0), то © <М для вефхъ значен! этой Фунвши, 
близкяхъ въ М; а изъ неравенства < М пыфежь —0> —М, сл. —М есть 
шшилию Функщи (— 0). 

Наконець, если не всЪ множители отрицательны, то произведене не имфо- 
бы тахипаш’а, ибо при постоянной суммЪ множителей ихъ абсолютная величи- 
на могла бы увеличиваться неопред®ленно; и если чиело отрицат. множителей 
четное, произведене было бы положительно и могло бы быть какъ угодно велико. 


1—9 —2 


688. Примъчане ТП. — Дяя двухъ множителей теорема о шах. произве- 
деня была доказана еще Никомахомь 100 тЪтъ спустя пося$ Р. Х. 


689. Сяёдстые теоремы $ 682. — Ариометическая средина п положи- 
тельныть количеетвь Х,, Х.,. - .Х,. №35 которыть по крайней мъурь два 
неравны, больше ить чеометрической средины. 


во . 5) 


Взявъ 


® 
и произведеше 2, х.. ..1,, замфчаемъ, 


п 

что то и другое произведения состоять нзъ я множителей, сумма которыхъ оди- 
накова (—=2--=.--. - - --2,); но въ первомъ произведени вс множители 
равны, во второмъ, по крайней мЪрф, два неравны, слЪд. первое произведене 
больше втораго: 


г ВЕНЕ 
(ее %) 


® 
>15... .л 
п 1-2 3) 
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откуда а ИВ ме = > "р в 


690. Котда множители, имфя постоянную сумму, не могутъ быть едвланы 
равными, прямое приложен!е теоремы (682) становится невозможно. Однакоже, 
методъ пеопредфленныхь коэфолщентовъ даеть возможность непрямаго прим*- 
неня теоремы. Приводимъ въ пояснени сказаннаго слфдующую задачу. 


ЗАДАЧА. — Въ ирямоуюльномь картонномь листь, стороны котораю 
равны а и Ъ, требуется вынуть по уламь таже 
равные квадраты АЕКТ,.., чтобы залнувь весь че- д Г 
тыре прямоугольника ЕКММ,... перпендику- к 
лярно къ плоскости КМЫТ, составить коробку наи- 
большей вместимости? 

Пусть АР =х, АВ=Ь, Аба; сторовы 
основания коробки выразятея оормузами а—25 п 
5 —2х, высота =. Объемъь У коробки (какъ 
прямоугольнаго параллелопипеда) 


У — (4 — 22) —25).х 


Чтобы сдВлать сумму множителей постоянною, введемъ множитель 4 (введене 
постояннаго множителя 4 не вмяетъ на услошя шахипит’а); получим: 
4У —= (а — 2х)( — 2%) Ах, 

т. е. произведеве положительныхъ перемённыхъ множителей, которыхъ сумма 
(а—2=) | (© —2ж)--4х равна постоянной величинв @--5; но какъ Б>а, 
то ни при какомъ 2 нельзя одфлать а—21=—6 —2л, и теорему (682) въ 
Данномъ случа$ нельзя примфнить непосредственно. Чтобы найти тшахииит про- 
изведешя (а — 22)(6 — 2х), замтимъ, что не измфняя условй тах., мы м0- 
жемъ умножить два изъ этихъ трехъ Факторовъ на яромзвольныя постоянныя 
количества, напр. первый на <, второй на В, и искать шахйииш произведеня 


УВ = (аа — 204) (5В — 2Вж)х. 
Пользуясь неопредфленностью постоянныхь «и В, можно выбрать ихъ 


такъ, чтобы сумма вс% трехъ множителей была постоянна. Предетавивъ эту 
сумму въ видЪ 


ив 


Черт. 99. 


а& 68 — (2% 28 — 1х, 
находимъ, что она будеть независима отъ х и сиё. постоянна, когда 
2«—|- 28 —1—0. Такимъ образом х и В должны удовлетворять неопред®лен- 
ному ур-нио, и слБд. сущеетвуетъ безчисленное множество паръ значенй аи 
В, двлающихь нашу сумму ностоянной. Но изъ этихъ паръ надо выбрать та- 
кую пару значеый м и В, при которой множители были бы равны. Итакъ, для 
опредфленя а, Ви х имфемъ 3 ур-ны: 


2. --28—1—0. .(1) “(а—22)=#. .(2) В6—25)=#. .(3). 
Имфя 3 ур-вя съ 3 неизвфетными, мы получим опредфленныя звачен!я 
для а, Ви <; но намъ изть надобности опредфяять ми В, а только х; съ 
этою цфлью исключаемь изъ ур-вй (1). (2) и (3) хи В, чтобы получить 
ур-н1е съ однимъ неизвЪетныхь 2. Изъ (2) и (3) имфемъ 
21 
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х х 
а в 
подставивъ въ (1) эти значешя «и В, имфемъ ур. 
2% 25 
в Ри! =° 
или 122 — 4(а- хаб =0......... (4). 


Это ур-н!е и даетъ такой х, при которомъ УВ, а сл. и У имфеть шах!- 
шиш. Рёшая это ур., имфемъ 
а у --— аб 
я — 6 . 
0ба корня дБйствительны, ибо @-- 5 — 6—6? — 246 -|- 6 = 
(«—5)*-- а — количеству положительному; они положительны, такъ какъ 
произведен!е и сумма корней положительны. Но чтобы корень ур-ня (4) давалъ 
ршен!е задачи, недостаточно, чтобы онъ быль дЁйств. и положит.; нужно еще, 
чтобы онъ быль меньше половины меньшей стороны прямоугольника АВСУ. 
Пусть а<Ъ; тогда можно взять оба или одинъ корень, смотря потому, будутъ- 


а 
ли оба они, или только одинъ заключатьея между 0 и ы Подетановка въ 


. а [1 
первую часть ур-ня (4) выЪето х количествъ 0, 5 и 5 дает. 
а, а(а—5), 6— а): 
первый результать положителенъ, сл. 0 заключается вн® корней; второй рез. 


отрицателенъ (ибо а<5), слёд. г лежить между корнями; тремй результатъ 


ь : 
положителень, сл. > — внф корней. Такимъ образошь, называя 2” меньший ко- 


рень, 2” болышй, имфемъ 
а „$ 
<< <“<., 
откуда слфдуетъ, что больш корень 2”, какъ больший > не можеть сду- 


; а 
житъ отвётомъ; меньший же корень х’, будучи меньше 5’ и служить отвЪтомъ 


на задачу. Итакъ высота коробки наибольшаго объема равна 
„а ум--— а 
я — . 
6 
Когда а=, т. е. картонъ имфетъ Форму квадрата, прямо изъ послёдней 


& 
Формулы находимъ;: 1х— ты 


Принъчаняе. — Ееди произведене содержить  перемённыхь множителей, 
зависящихь отъ 2, то произвольныхъ постоянныхъ надо брать ®— 1; вмфетБ 
съ < они составять ® неизвфетныхъ. Требоване, чтобы сумма ‹акторовъ рав- 
нялась постоянной, даетъ 1 ур., а сравнеше ® множителей дасть ® —1 ур-вй, 
всего ® ур-НШ, т. е. сколько неизвфетныхъ; поэтому, метода общая. 
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Приложен!е способа неонред®ленныхь козохищентовъ къ вопросамъ о шах. 
и ша. принадлежитъ Грилье. 


691. Теорема. — Если сумма нюсколькихь положительныхь пере- 
мънныхь х, у, 2, постоянна и равна а, то произведенае хРуч2”, здь 
р, 4, г данныя уълыя числа, импетз тазлдтит, кода перемьнныя 

. х 2 
пропориональны своимз показателямз, т. в. кода ЕЩЕ, пола- 
зая, что х, у и 2 моцутз удовлетворить этимь условямз. 

Зам чая, что введеше постоянныхъ множителей не изыфняеть условй 


шахииии’а, заключаемъ, что данное выражене будетъ имфть шах. при та- 
КИХЪ Ж@ 2, у, 2, какъ и 


х д Ен 9 у у 2 в 2 

р Р Ф 4 94 4 т т 

— алии пиано" —— ——— ——ы———ы— 
р множит. { иножит. Г иножит. 


Произведен!ю это состоитъ изъ р--а--” множителей, которыхъ сумма по- 
ея 
стоянна и равна а, такъ какъ ты : НУ». Р=х, ии. . 


. =. 4=у и =. .. +-==и. 5 =а. Примфняя сюда те- 


орему $ 682, заключаемъ, что произведен!е достигнеть шахииии”а, когда множи- 
тели сдфлаются равными. т. е. когда 


Е 


р 4 т 
Пользуясь извфетнымьъ  свойствомъ равныхъ отношешй и помня, что 
ху--2=а, имфемъ: 
® =— ра —_ у=—® Е 
рат р-на ра” 


самый же шачшиш = 


Роду” ы ие 
Е 
эа-// . 
698. ЗАДАЧА |. — Какой изъ всюьть конусовь, вписанныхь вь данный 
зв, иметь наибольиий объемь? 


Обозначивъ радует основан1я конуса буквою 2, разетояве центра шара 
отъ этого основашя буквою у, и буквою В рамусь шара, имфемъ 


ау В, У= улаВ-У); 
или, замёнивъ 2° его величиною В? —*, найдемъ 


У уи(вя—)В-ручи УЖЕ). 


1 г 
Отбросивъ постоянный множитель 3, и разсматривая произведене (В-Ру) 


21* 
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(Ву), замчаемъ, что сумма первыхъ степеней множителей, т.е. (В--у)-|-(В—9) 
равна постоянной 2В, елЪд. произведене иметь шахиаи, когда перем$нныя 


. Во В— 
В уи В —у пропорцюнальны своимъ показателямъ, т. е. и, 


В 
откуда У. 


693. ЗАКАЧА П. — Описать около даннало цилиндра конусь наимен»- 
шало объема. 


Если вообразимъ (черт. 77), что вершина А перем щается по оси АТ. отъ точки 
Н, то объемъ конуса вначалЪ безконечно-великъ, ибо основане его какъ угодно 
велико, а высота близка къ НБ по мёрф удаленя точки А въ безконечноеть, 
объемъ снова приближается къ безконечноети, ибо выеота стрематся къ безко- 
нечности, а основане—къ конечной величин® основашя цилиндра. Изы®няясь 
отъ со до Со, объемъ конуса проходить чрезъ шшипит. 


Пусть Ни В — высота и рамусъ основая цилиндра, х и у — высота п 
радгусъ основан1я конуса. Объемъ конуса будетъ У таит; но у:В—2:(#—Н), 
что слфдуетъь изъ подобя тр-ковъ АВГ и АЕН; елфд. 


ет я , 
у— тв”. = Н 


1 ри : 
Отбрасывая постоянный множитель 3 В», ищемь шшипиш выраженя 


23 (#— НН) 


е— ит соотвтетвующий шахииии’у выраженя ——;-_› которое можно пред- 


1 Н\2 . . 7 : 
ставить въ вид» =@(—-=) . Условя шахипии’а этого выраженя не изм®- 


нятея, если помножимъ его на постоянное количество Н, что Даетъ 


Н Н\* 
тать 


Н Н 
Сумма первыхъ степеней производителей „в 1— > веть величина по- 
отоянная 1, олд. по теоремё & 691 шахииит имфеть м%фето, когда 
Н Н 
Е. 
Ея __ т 
1 


Е: з 


откуда х=3Н. 


Итакъ объемъ конуса достигаеть шииии’а, когда высота конуса дфлается 
втрое больше высоты цилиндра. Подетавляя ЗН вмЪето х въ (1), находимъ, 


9 9 
что минимальный объемъ = "ВАН, т. в. составляеть объема цилиндра. 
694. ЗАДАЧА Ш. — Какой изь веъль конусовь, описанныхь около дан- 
нало полушара, имъеть наименыиую боковую поверхность? 


Какъ и въ предыдущей задач, сначала & рот! уб®ждаемся, что разематри- 
ваемая поверхность иметь шшииии. 
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Пусть рамусъ шара будеть В; хуи 8- высота, радусь основашя и 
боковая поверхность конуса; имфемъ: 


8 — пух АС. 
Подобные тр-ки АОС и АОК даютъ: 
Е о 
х в ув 
откуда АС х р 27 
дв, 5 — В? 
сад. $=аА. _ Черт. 100. 


З 


р Е А 
Вопросъ приводится къ отысканю ши!иию”а 9 — а 


5а’ И елёд. шахипит’а 


9 _ ро 


м — 2 1 82 
обратной хункщи а. которой можно дать видъ = (1 — 2). Возвысивъ 


въ квадратъ и умноживъ на В?, что не измфнитъ условй шахипит’а, приво- 
димъ вопросъ къ нахождению шахпиаии’а выражен!я 


В? В? 
въ которошь множители; в 1—7, инфють постоянную сумму, равную 1; 


22 
и сиёд. произведен!е это будеть имфть шахиииш тогда, когда 
В? В? 
г а - 
я 2" 


откуда 2?=38В7, и саёд. 2==В\/3. Завлючаемъ, что конуеъ минимальной боко- 
вой поверхности имфетъ высоту, равную сторон правильнаго треуг-ка, впи- 


3 — 
сзннаго въ большомъ круг шара; самая же минимальная поверхность = "В\/З. 


695. ЗАДАЧА [У. — Равнобедренный треуюльникь АВС, вписанный въ 
данный круь, вращается около касательной ху, параллельной ею основан; 
каковы должны быть размьры тредюольника, чтобы объемь, имь описанный, 
имльль наибольшую величину? 

Пусть 01=х, ГА —=у. Объемъ выразится 
разностью между двойнымъ объемомъ усфчен- 
наго конуса, описаннаго трапещей АБЕС, и 
цилиндромъ, описаннымь прямоугольникомъ 
АВЕ, т. е. 


у = “Иан вЧ-ОВ (Ва) я (В—2).2у; 


замфнивъ у его величиною \/В? — 27% и упро- 
стивъ, приведем выражен!е къ виду 


У= "(В — 2)(В-- 2) В — 27. : Черт. 101. 
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Можемъ искать шахипии квадрата этого выражен я, или, отбрасывая по- 
стоянный множитель, — выражен!я 
(В-- 2). (В —2). (28 —<} 
Помвоживъ В--х на 2, мы сдёлаемъ сумму первыхъ степеней этихъ мно- 


жителей постоянною; но прим нен!е теоремы & 692 поведетъ къ равенствамъ 


НЕ Ве ав, которымъ нельзя удовлетворить накакимъ значе- 


вемъ х. Поэтому, обращаемея къ способу неопредфленныхь коэофищентовъь; 
помноживь В-- хи В —х на произвольныя постоянныя © и В, замчаемъ, 
что сумма «(В -- 2) -Е В(В — х) - (2В — 2) будетъ постоянна при х — В —1=0; 
и тогда шахиииш будеть имфть мфето при условя 


«(В -- =) _В(В—2) _28—=. 
Е 2 
Выражая отсюда & и В черезъ х, находимъ 
„—38—® в 282. 
— 28-2)’ ' ^^ В-—Э 
Подетановка этихъ величина а и В въ ур-е х — В —1==0 даетъ: 


328 — =) 2, —х ИИ г 
2(В,-Е 2) та или 32 — 5Вх-Р В*—0. 


Легко видёть, что корни дЪйствительны и оба положительны; но задач 
можеть отвфчать только тотъ изъ нихъ, который < В. Подстановка В, въ первую 
часть ур-Шя даетъ результать (— В): заключаемъ, что В находитея между 
корнями, т. е. больпий корень больше, а меньший — меньше В. Откидывая боль- 
пий корень, соотвфтетвующЕ знаку -- лередъ радикаломъ, находимъ: 

„—88— 2588 — 1282 __В(5— №13). 
6 6 

696. ТЕорРЕмА.— Сумма двухь перемьнныхь, которыть произве- 
денёе равно положительному постоянному, импеть тажтит, кода 
оба слааемыя отрицательны, в ттитит, козда они положителны; 
причемз талтит и пбтит имъють мосто, кода оба количества 
равны между собою, ссли только они мозутзь быть сдъланы равными. 
Сумма же двухз перемънныхь, которыть произведеще равно постоян- 
ной отрицолпельной величинт, не иметь ни тахтит’а, ни тиититга. 


Прямое доказательство.—Пусть произведен1е — 2, а одинъ изъ множителей 


его =; другой множитель будетъ р, а сумма ихъ 


у==-- >. 


1-Й случай: р<0.—Назвавъ абсолютную величину произведешя р черезъ р’, 
инфемъ 
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Будемъ измфниять х оть — со ю -- со. При = —с0, у= — со 
Ч 


5=—05; по мёрф приближеня х къ 0, первый членъ, оставаясь отрица- 


/ 
тельнымъ, увеличивается до 0, второй членъ (— Е), оставаясь положитель- 


нымъ, увеличивается до со; ел, и сумма у увеличиваетея отъ — оо До 
-|- со. — Продолжаемъ увеличивать 2 отъ (0 до -|- со. При 2 немного большемъ 
нуля, первый членъ суммы весьма малъ; второй членъ, будучи равенъ — р’, 
дВленному на весьма малую положительную величину, будетъь равенъ отриц. 
числу съ весьма большою абсолютною величиною; слёд. при переходь х чрезъ 
0, еункщя претерпфваеть разрывъ непрерывности, дфлая скачекъ изъ -- со въ 
— со. При дальнфйшемъ увеличены 2 до -- со, первый членъ возрастаетъ до 
-— со, второй, оставаясь отрицательнымъ, приближаетея къ 0: оба члена опять 
увеличиваются, потому и сумма ихъ возрастаеть отъ — со до -- со. 


Такимъ образомъ при увеличени х отъ — 00 до -|- оо, у претерифваетъ 
два ряда измБненй: въ томъ и другомъ у идетъ непрерывно увеличиваяеь отъ 
— с0 до со; оба ряда раздфлены разрывомъ непрерывности, имфющимь м$ето 
при х=0, Функщя не иметь, слёд., ни шах., ни шоиига. 


Таблица измтненай у. Кривая измъненй. 
х у 
— < —©< 

: Е м 

> 

. < 

-з 
55 
- 
. > 
Е: 

° ы Е, 
0—№ + со р 
о» — со 

® [-] 

<> 
э < 
5 
. 2 
3 

й < Черт. 102. 

| я 
+ со + со 


0ба ряда изображаются ординатами кривыхь ММ и РФ, имфющихъ ассимп- 
тоту у; ось х они перескаютъ въ разстоящяхъ оть начала, равныхъ Ню’ 


и 


ий — №: ибо изъ у=0 слёдуетъ #—1=0, откуда 2—0’ и &== у. 


2-й случай; р > 0.—Въ этомъ случаЪ 


иена казан 


Этому равенству посл®довательно даемъ видъ: 


Мене =/+6- 2)". 
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Будемъ увеличивать хоть 0 до 1 оо. При увелачени х отъ 0 до Е Ур, 


Функщя х >, но предыдущему, увеличивается оть — со до (0, а са. 
й й 
( — Е) уменьшается отъ -|- со до 0. При возрастании  отъ -- /р дю Е со, 


#— -_ возрастаеть, а выфстВ съ твыъ п квадратъ этой Функции, отъ 0 до -- со. 


Функщя у, оставаясь положительною, уменьшается сначала отъ -|-- со до -|- 2/р, 
а затёмъ увеличивается оть -|- 2/р до -- 20. блд. у проходить чрезъ шии- 
шим -|-2/р, пря 5=-- ур. 

Изъ (1) непоередственно ясно, что при двухъ значеняхъ х, равныхъ по 
величин®, но противоположныхъ по знаку, у имфемъ величины равныя, отли- 
чающёяся только знаками. Слёд. въ интервала измёнешй х отъ — со по 0, 
Функшя возрастаеть до шахиииш’а —2\/ , при 2=— /р, азатбиъ при уве- 
личеши х оть — ур до 0, у уменьшается оть —2\/» до —©0. При переход® 
х чрезъ 0, имфеть мфето разрывъ непрерывноети изъ — со въ -- со. 


Таблица измъненй у. Кривая измъненйй. 


— № | —2/р шаха. 


о — со 


ол —Н оо 


-- ур” | + 2Ур шийо. 


Черт. 1083. 


599] - оо 
Непрямое доказательство. — Обозначивъ данное произведене перемфнныхь 


ди р буквою 2, а сумму ихъ 5, ныфемъ ур-ше 


о: иона 
Рьшая ур-н!е (1) относительно 2, имфемъ: 
8:19 
Я— = р-р. 


82 _ 
Чтобы перемЪиное х было дЪйствательно, необходимо, чтобы было яр, 
или 5* > 4р. Различаемъ два случая. 
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Г. р<0.—Услове 5*>4р веегда будеть удовлетворено, каково бы ип 
было 8; сяфд. сумма двухъ Факторовъ, произведене которыхъ равно постоянной 
отрицат. величинЪ, можеть имфть воф величины оть — со до -- оо: сумма В 
не имфетъ ни шах., ни Ш. 


П. р> 0. Неравенству 5 > 4р можно дать видъ 
(8-Е 2/» (3$ — 2/2) =0; 
оно будетъь удовлетворено, если оба множителя будуть имЪть одинаковые знаки; 
слЪк. должно быть: 


1) Ила: $ = 2/р, откуда: ши. ($) = 2; причемь =5 — р; другой 


7 


мпожитель также = 2-ю. 


Е = 

== 5 о 

2) Или: $ = — 2\/р‚ откуда: шах. (3) = —2/р; причемь #= 5 == — Ур; 
другой множитель = = —— ур. 


Итакъ: шошиий и шахноиш суммы имфють м%ето при равенств® слага- 
емыхъ. 

697. ЗАДАЧА [. Изь вспть прямоуюльниковь одинаковой площади какой 
имтъеть наименьийй периметуь? 

Обозначая перем5нныя изифрешя прямоугольника черезь гну, имфемъ, 
по условно: ху==а?, ГД а? постоянно; найти шиимиш периметра 22-27, 
или шш. (#--9). Такъ какъ х м. б. одфлано равнымъ у, то паощадь тогда 
получимъ наименьпий перяметръ, когда будеть х=у=а, т. е. когда прямо- 
угольникъ обратится въ квадратъ: Самый шшипат периметра равенъ 4а. 


698. ЗАдлчА 1]. — Даны двъ параллели в точка А межиу ними, слу- 
жащая вершиною прямало узла прямоулольнало треуюльника, которало друия 
двъ вершины лежать на каждой изъ параллелей. Какое положене нужно 
дать треуюльнику, чтобы площадь была тапйта? 

Проведемь общ перцендикулярь ОЕ къ параллелямъ, 

и пусть: АВ =а, АЕ—=Ь, ЕС=х. Углы ЕАС в АВО равпя в 
по перпедикулярноети сторонъ, слд. треугольники ЕАС РАВ 


А 
подобны, и потому 
АС:ЕС — АВ:АВ, или АС:5 = АВ:а с... (1) 
Умножал оба предыдущие члена на АС, имфетъ: Аб?: 2 = Е С 
АВ.АС:а, саЪд. удвоенная площадь треугольника АВС, иди Черт. 104. 


АВА, но Аб’—52- 2°, откуда: 
Ьз 
2 пд. Аб (Иа) = а (+2). 


: 52 р 
Произведен!е положительныхь членовъ и 2 равно постоянному 5", слЪд. 


[7 ми а 
сумма — -- < пыфеть шина, хотда =2, пли 1°—, откуда х—6. Но 


пзЪ рав. (1) видно, что при х=6 имфемъ: АВ =АС. Заключаемь, что тре- 
буеный треугольникъ сеть равнобедренный. 
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699. ЗАДАЧА Ш. — Опредьлить наивиподниййшее соединене элементов 
залъьванической баттареи при данномь внъшнемь сопротивлени. 

Пусть воёхъ элементовъ М; электровозбудительная сила каждаго Е, внут- 
реннее сопротивлен!е каждаго элемента р, данное внфшнее еопротивлене 7. Раз- 
дЪлимъ элементы на т групиъ по я элементовъ въ каждой: М=—= т.п; въ каж- 
дой группЪ соединямъ полюсы параллельно (цинкЪ съ цинкомъ, уголь съ углем), 
и полученныя группы соединимъ послдовательно; составитея баттарея какъ бы 
изъ 2 большихъ элементовъ. Эдектровозбудательная сила каждая изъ нихъ = Е, 


р 


у 
® 


всей баттарен — жЕ; сопротивлен!е каждаго изъ такихъ элементовь = 


внутр. сопр. всей баттареи =. >. Сила тока 
тЕ МЕ 


ту ЕЯ 


| 


Числитель МЕ этой дроби есть величина постоянная, знаменатель — содер- 
вить перемЪнное ю; дробь будеть имёть шахиииш, когда знаменатель достиг- 
Не: : М 
неть шиишаш”а. Но произведене положительныхъ перемфнныхь —^- и м есть 
величина постоянная (Мох), сид. сумма будеть имфть шпишит, когда 
Ме __ т 
==, ии р =, 


т, 6. сила тока достилаеть тазатита, кода внутреннее сопротивлене бат- 
тареи равно внъшнему. 

700. Когда положительныя слагаемыя, коихъ произведене постоянно, не 
могуть быть сдфланы равными, пилипит ихъ суммы будет имфть мфето тогда, 
когда абсолютная величина ихъ разности достигнеть минимума. 

Въ самомъ ДЬШЬ, называя перемфиныя буквами хи 9, имфемъ тож- 
дество 

(#-- у)* =4ту-- (#—у9)*, 
ГД$ 4ту — постоянно, слёд. вторая часть достигнеть пуоноиига, когда (2 — 9)* 
будеть шшИш , т. е. когда абсолютная величина разности д — у будетъ ши!та. 

701. ЗАДАЧА Г. — Имюъемь перемонный 
фомбь, оппсанный около даннаю круа, и впи- 
санный прямоуюльникь, вершины которало на- 
ходятся вь точкать касамя сторонз ромба. 
При какомь положени прямоуюлника сумма 
плозцадей обоить четыреуюльниковь будеть 
этзита.. 

Когда точка А будеть удаляться по лини БА 
отъ точки 8 въ безконечность, площадь ромба 
будеть измёняться отъ безконечноети до безко- 
нечности; слФфц. сумма обфихъ площадей сначала 
уменьшается, затЬмъ начинаеть увеличиваться, 
слёд. проходатъ чрезъ шшипам. Затфиъ, легко 


ь 


Черт. 105. доказать, что произведен!е площадей остается яио- 


— 331 — 


стояннымь; въ самомъ дл», обозначая площадь ромба буквою 7, площадь пря- 
моугольника 1’. и замфчая, что Д—44АА0),7’ —=ЗАОРЕ, имфемъ: 7:24 = 
ОРЕ:А00-— В: 40°; но 4 =АО.2Б,, слёд. 77:27 =48,1.77, откуда 2.0 = Ви — 
величин® постоянной. Хотя произведене разсматриваехлыхь перемфнныхъ и по- 
стоянно, но какъ мы ие можемъ площади сдфлать равными (ибо они всегда 
разд®лены площадью круга), то для опредфлемя шииташ’а 2-- 2’ должны 


иовать шиишии разности #— 1” 4 (ЕО АЕР). Но РОЗ Ух 29 = 


2. У. = : 
УХ = а АР; сл: 
оу очи 
еек) ции 
Замфчая, что 2*-- у? — В?, имфемъ отсюда: 2 -- у —= В — 22%у*, слФд. 
и 73 
7—9 — 2. 28, 
ту 


Очевидно, это выражен!е пифеть шиишит, когда 2%? имфетъ шахипош; 
но сумма 2°-- у? равна постоянной В», слёд. ху? инфетъ махиииш при #=9. 
Итакъ искомый минимумъ сумм й-- 17” пмфеть м%сто тогда, когда прямоуголь- 
никъ обращается въ квадратъ: тогда и ромбъ обращается въ квадратъ, и вели- 
чина шш. (2 - 7’) = 683. 

702. ТворЕмл. — Сумма п положительных перемънныхе, кото- 
рыхё произведеще постоянно, импеть паттит, кода эти п коли- 


чествз равны между собою (полагая, что они могутъ быть сдфланы 
равными). 


Нужно доказать, что если 2уг... =а, тдЪ а постоянно, то сумма х + у-- 
2-Е. . - -Н: выфеть шиишиш, когда 2=у=г==. . ‹ =#='/а, авамый 
Шолиии —5/а. 

Во первыхъ, сумма имфеть шшииии, ибо она всегда > 0. Докажемъ, что 


пока слагаемыя неравны, сумма можеть быть уменьшена. Пуеть, напр., 2 не 
равно у; мы можемъ замфнить каждое изъ этихъ перемфнныхъ квадратнымъ 


корнемъ изъ ихъ ироизведеня, не нарушая условя уг. + $ Ё==а, ибо \/2у. 
Уху == ху; но тогда, въ силу теоремы 696, будемъ имёть 
Угу -- Улу <=-у; 


а придавъ кт обфимъ частямъ этого перавенства по 2-|-. - - - & найдемъ 
Узу -- Узу-На-Ё. < фу-а-: +. 

Значитъ, пока въ сумиЪ ееть неравныя слагаемыя, сумма эта можеть быть 
уменьшена; стало быть мы можемъ ве уменьшать, т. е. она не достигнетъ 
наименьшей величины, не будеть шшниа, до тфхъ поръ, пока воЪ ея части 
не сдБлаются равными. Итакъ, ши суммы имфеть мЪето при равенств® сла- 
гаемыхъ; тогда у6л08е хуг. . . #=а обратвтея въ 2”=а, откуда =, 
и шшшию суныы = п/а. 
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Примъчане Т. — Эта теорема, вообще, перестаеть быть вБрною, если пе- 
ремфнныя подчинены инымъ услощямъ, кромЪ неизмфнноети ихъ произведеня. 
Но если новыя услов1я дозволяютьъ перемннымъ х,у,. - - едёлаться равными, 
теорема иметь мото. 


Приемъчане ТТ. — Если всъ слиамыя отрицательны, то при постоян- 
ствъ ить пронзведенля, сумма ить имъеть тазитит, кода вст они равны. 


Пусть кая нибудь два слагаемыя хи у неравны; не измфняя условя 
1у2. - ‹ = а, можно каждое изъ нихъ замфнать отрецательнымъ \/2у; но из- 
вфетно, что если произведене двухъ отрицательныхь постоянно, то сумма ихъ 


имфетъь тахииит, когда они равны; сл$д Узу-Р Ужу > = у, откуда, придавая 
къ обфимъ частямъ по 2--. . - Ь найдемь 


Уву- ву а. + Еее уе. . 
откуда видно, что вели два какя нибудь слагаемыя неравны, то сумма можеть 


быть увеличена; заключаемъ, что сумма достигнеть шахиии’а, когда вс ея 
слагаемыя будутъ равны. 


7ТОЗ. ЗАКАЧА 1. — Изь всьжь треуольниковь, импющиль одинаковую 
площадь, какой интеть наименьший периметр? 


Обозначивъ стороны черезъ х,у,2, а постоянную площадь бувою 0, имфемъ 
@-у--2)&--у—3) (фу («у )=16%. 
Сумму х--у--2 можно представить въ вид: 


и. ыы с == 
а уе ИЕ. У. РЕ. 


Произведен!е четырехъ членовъ, заключенныхъ въ скобки, равно постоянной 
16 
з 4, сл. сумма имбеть пнишииш, когда ея члены равны. Найдемъ, что они 


равны при х=у==2. (Слд. минимальный периметр принадлежить правиль- 
ному треугольнику, а самый шт. —=2 \/27. /Ц. 


704. ЗАКАЧА П. — Изь веъть прямоуюльныхь параллелотитедовь одина- 
ковало объема какой иметь наименьшую полчую поверхность. 


Пусть перемфнныя измфрев!я параллелопипедовъ, сохраняющихъ одинако- 
вый объемъ а?, будуть х, у, 2; имфемъ: 
хуг = @. 
Пщемъ шийш. полной поверхности $ — 2(ху-- 22-- 92); замфчая, что 
Пу. .уе == 2.9.2 — а*, находимъ, что сумма достигнеть шийииию”а при ху == 
—42=92, иши при х—уХ=—2—а, т. е. когда о а будетъ кибъ; 


самая минамальная поверхность равна ба". 


3 


а 
Повьркл. Взявъ и а РЯ 


т найдемъ; 


5’ — ба*-- 2% что больше ба”. 


о 
705. ЗАДАЧА Ш. — Зная, что & “у 21 — пост. 4, найти тидтит 
2 В 
суммы тж“ пу ра". 
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Изъ услошя а“уРе7=4 иыфемъ (и“) (пу) (227) = тир; слёд. мы 
должны найти шиитат суммы, зная. что произведене ея членовъ постоянно. 
Искомый лишили имфеть мото при та“ — иуВ ре'—Утира, а самый 
ишиоит = 3/29. 

Напр., зная, что ху==16, найдемь иишаш 35-129, разсуждая такъ: 
изъ условя ху==16 имфемъ: (32)(12у) =16. 3.12 = (24)*; слЪк. данная сум- 
ма имфеть пыпппит при 32 = 12у—=24, т. е. при х=8 и У=2; самый 
шшшии — 2.24 т. в. 48. 

Еще прим%ръ. Зная, что ху==а?, найти пи. 2 ху-|- 9? Изъ ху=а? 
заключаемъ 2%? — а‘, или 2°. ху. у? — а; произведеше слагаемыхъ постоянно, 
слфд. шоииию суммы имфетъ мФето при 2*==49 =, т. е. при х=у=а, 
ибо ху — а*; самый шит = За*. 

706. Творкмл.— Ясли произведене данныхь степеней нтъьсколь- 
ких перемънныхь х.у,р имъетзь постоянную величину: ху‘ —=Р, то 
сумма первыхь степеней этихь перемюнныхь, х--у--2, имлтетз тии- 
ит, кода числа х,у,2 пропорилональны своимъ показателямь, т. е. 


х 8 : . 
кода — «= и если только числа эти мозуть имъть таня значетя. 


Разифливъ 06% части равенства 224" — Р на постоянное количество р?.47.т”, 


найдемъ 
(=). (#1. (2 =рар о: 


что можно предетавить въ вид% 


х д Ея У У 3 2 в В 
р Р р 99 ом о р 
—ы—щ—_—ы—_— — ,——_ м ————— 
р разъ [1 разъ т разъ 


Сумма производителей первой части равна. р Не «+=. у или 


. г Р 
х--у--2г, т.е искомая, произведене же ихь-— побтоянио, (уе) елЪд., по 
теорем® & 702, эта сумма будеть шипа при равенств% ея частей, т. е. при 
а О 
Еж С (2) 
Соотвфтствующя минимальной суммЪ значешя перемфнныхь имфемъ изъ 
ур-нй (1) и (2), именно 


9+4" р 2+ р — Е 
о о 


и 20" р _ 
Самый шиишии суммы = (р--а-/). \/ : 


РР." 


707. ЗАДАЧА [.-- Зная, что “у 7—4, найти питбтит тах" -- 


ву’ рг.— 
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Изъ 2‘уВ 21 — д имфенъ: 
[ “Ува 7) абс а т, в. (2") 60а (5) асВ (=°) 0 
саёд. (их и (пу) аеВ (ре <) 189 — .6еа ас, ‘ абс .. (1) 
Такимъ образомъ вопросъ приведенъ къ нахожденю шшиоци’а суммы 
р р р у 


их? зу? гб, зная, что произведен!е различных степеней ел членовъ по- 
стоянно; по теорем & 706 искомый шшииии имфетъ мфсто при 


соединяя эти два ур-ня съ (1), найдемъ, при какихъ 2,9.2 имфетъ мфето п!- 
пшиии дачной суммы, и самый шиншом. 

ПримБРЪ.— Зная, что 243 — а?) найти татутит 35-3. 

Изъ 22/3 — а? имфемъ: (34)(2)3 =9 Ж8Х а; сад. по теорем® 8 706 

те 8% _ 29. р 
заключаемъ, что искомый шшиииш имфеть мЪсто при 5 — з , выражая отею- 
р 49? 573 
Да 2 и вотавляя въ услове, имфемъ: (5) . У°—а?, откуда у=а (5.) ; ва- 
и 4 19а ° 1 

мый шишиии есть 2, т. 6. 5 (1) ‚ — 

108. ЗАКАЧА П.— Найти тилитиит полной поверхности ниши данна- 


3 


а 
10 обзема п 5 


Ниша есть тЪло, образуемое вращешемъ на 180° около оси АС 
Фигуры, состоящей изъ прямоугольника В0С0, завершающагося ква- 
прантомъ АВО. Пусть рамусь ОА—х, высота 0С прямоугольника 


2 г 
равна у; поверхноеть ниши —= т - З -Нтлу- та или а (32° -|- 


‚ откуда у—=“ сад. пов. 


Е: п2з — 223. 
229). Но в =аУ- з 5—9 


би) К), п 


. 3.9 
С ведеше (55°) . =) — пост. 2008, сяЪдоват. сумма 522 -- 
Черт. 106. 


аз 


х =- 
то теор. $ 706, будетъ пую1та, когда =, откуда =: . Отеюда слБду- 


У5 


У5 


709. ЗАДАЧА Ш.— Найти тбибтит суммы та 


етъ: у— —%. 
=>. 
Всегда можно найти тавйя два числа © и В, чтобы а«—6В; найдя ихъ, 


имфемъ тождеетво (х“)“ = (288 › откудя (т “)”. (551 =“. ив. Та- 
Е 
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кимъ образомъ вопросъ приведенъ къ нахожденю шиипиш’а суммы, зная, что 
произведее двухъ степеней ея членовъ — постоянно; по теор. $ 706 шнишат 


® 
Зетъ а т. е. при 2" — т откуда 
ИМ ри — ат. р — т ат’ УД 


#= “=, самый ниши = (@-Ё 5. (= (= : 


710. Теоремы 702 и 706 обратны теоремамъ 682 и 691. Этотъ результатъ 
встр®чается часто и его можно Формулировать такъ: 


ТворемА.— Рсли О и У суть функизи нъсколькихь перемьнныть 
х, У, 2,....; ебли, затиьмз, при постоянном значени А функии 0 
друзая функия У имъетз тазатиит В; если, свертё тою, В измп- 
няется вз томз же смысль какз ц А, то обратно: Ц будетз имлъть 
питтит равный А, кода У будеть сохранять постоянное значене В. 


Въ самомъ дфд%, когда 0 получаеть значене А, то этимъ перемфнныя 
х, у, 2,... Не опредфляются, такъ какъ они должны удовлетворять только одно- 
му ур-ню 

0—А; 

елфд. Функщя У можеть принимать безчисленное множество различныхьъ значе- 
ый, въ чиель которыхъ наибольшее, по услов!ю, есть В; отсюда ясно, что если, 
на оборотъ, мы дадимъ оункщи У постоянное значен!е В, то въ числ безчис- 
леннаго множества значен!й, которыя можеть принимать 0, будеть находитьея 
и А. И легко показать, что 0 не можетъ получить никакого значеня меньшаго 
А; въ самомъ дфлф, допустивъ, что 0 можеть принять значене А’< А, мы 
найдемъ, что наибольшее изъ значенй У, совмфетное съ (= А’, будетъ мень- 
ше В, въ силу того условя, что Ви А измфняются въ одномъ емысл. Сад. 
А есть дфйствительно шшииит Функцши 0, когда У сохраняетъ постоянное зна- 
чене В. 


ПрРим®РЪ.— Пусть 


О—э-у-.--ь У=ауя 
по теоремв (682), если 0 сохраняетъ постоянную величину А, то У получаеть 
наибольшее значене при 


—у=е=ь 


: А\“ 
а самый этоть шаха 8=(4) . Ню Аи В измвняются въ одномъ смысла 


: А\4 
(ибо х, у, 2, #—положительны), сяёд. когда У сохраняеть значене (+) ‚ то 


наим. изъ значен!й, принимаемыхъ 0, будетъ А; этого значеня 0 костигаетъ, 
елЪд., при 
Ж==у=2==$. 
711. Въ заключен!е приведемъ еще н®еколько примфровъ тфхъ аналитичес- 
кихъ уловокъ, при помощи которыхъ можно элементарно находить шах. и Ш. 
ФУНЕЩЙ высшихъ степеней отъ нФфоколькихъ перемфнныхтъ. 


— 386 — 
ы 5 1 1 ии 
1. Найти пипипит — -|- —, зная, что х Ру= а. 
2 у 
1 1_2 2а С р 
Имжемъ: — | — = У —. Очевидно, эта дробь будетъ имёть пани 
х у ту ту и 
тотда, когда знаменатель ея достигасть шахииии?а; но х-- у==24, сл. ху им*- 
етъ шах. при х=9=2: при этихъ значеняхь хи 9 данное выражеше и 
о 2 
имфетЪ пипишаш —-. 
1 
о 
ж--у будеть выфть ийо., когда (2--9) иметь шийиию. Но, по условию, 


ау 1 
ду? м а? 
д? 


% 
ду 2жу —= (в-Ру)* = Е 2ау = ау (Е 2) : 


Очевидно, это выражене иметь шшйшошт, когда ху имфетъ шиивии , т. е. 


2 Е 1 1 
П. Найти питатит 2-9, зная, что г аа = 


откуда 


1 | 11 
когда =, а потому и зе, нифеть шах. Но; Г. (въ виду того, что сумма 


1 1 1 
этихъ производителей постоянна) имфеть шах. при 55—25 › Т. ©. При 


=у=а/2. При этихъ значешяхь х-Ру и иметь пуювиш, равный 2а\/?. 
Ш. Найти тбтётит 2*-- у?-- г, зная, что «| у--2=34. 
Тождественно имфемъ: 


плену очен, 


Отсюда видно, что данное выражен!е имфеть шилиит тогда, когда ихфетъ 
шшииит (2— 9)*-|- (#—2)*-- (у— 2); но эта сумма существенно положи- 
тельна, слфд. ея пишит есть ноль, и пыфетъ мфето при х=уУ==2. Потому 
и данное выражене имфеть пп. при х=9=2==а; самый пИпивим == За*. 


ГР. Доказать, что если х- у—=2а, сумма х" |- у" имъеть тийтит 
при ху а. 


Во-первыхъ замфчаемъ, что теорема справедлива для т ==2, ибо 
2*-- у —(п-- у) — 2ху —=4а* — 254, 


откука ясно, что какъ уменьшаемое постоянное, то разность имфетъь ши. , когдл 
вычитаемое иметь шахииит, т. е. при х—у. 


Зат®мъ, допустивъ. что теорема справедлива для показателя ж —1 и пля 
вефхъ предыдущихъ, докажемъ, что она справедлива и для показателя . 


Различаемъ два случая: т=2т и т= т” 1. 
Половивъ т—2т, имфемъ: 
2"! -|- = х"-- у”) м ду", 
— ) 
по положен, х”’-|- у”’имфемъ шиипаш при #=—9; съ другой стороны 2”’у” 


или (2у)"’ имфемъ шахшаш при х==у. Сябд. 2”/-|- у?"’ иифемь штИват 
при х=у. 
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Положивъ т—2т”’--1, имфемъ: 
дети -- у — (ке! + "+1 (хти-- у") УЗЫ аут" (д —- у) — 
ме -- Сы -- у") ИК 2а(ху)"". 

Первая часть этой разности имфемъ иойеии при =, ибо, по положе- 
ню, оба ея множителя— шаииа при х=—9; вторая часть имфетъь при ху 
пахииит. Олд. 2”! -- у?"" +! имфеть шипит при ==. 

На этомъ основан заключаемъ такъ: теорема вЪрна для т=—2, слЪ., 
по доказанному, вёрна и для 2—3; будучи вфрна для * —=2 и т=3, вфр- 
на и для т=4 ит. д. СлФд. она вфрна для всякага 27. 

711. Задачи. — Упражненамн на шахипа и шшйпа могуть служить задачи 
предыдущей главы. Въ донолнене къ нимъ предлагаемъ еще сл$дуюця. 

1. Найти тахшпа я шииюша триномовъ: 

2 —65--13; —2*--6б%-Р7; 328—824; 4—3242; —м- 3—9; 
21 —45—140; ж--х--1; —44--7%--492; 22 -— 24-1; (2—3) — 82; 
—3 

2—8— 5} д3-|- (19 —2)3 — 1843; (1—3)8--6; — ас2?-[ (аа--ех--9а; 
(@—1)(с—2)—9; — 27-645 — а; 46 —т—(а— Бух; (а В --(аз-Р); 
#(и—3)(п —4) — За*(и—3)—12а1; (а*--За-+-3)(21-|-х)-- ай; Зал — 353-53 — аз; 
(2а—-6)2-|- 52 (22 —5а)-|-205%; 3=--4(а—2)%; (2— 3а5)=7?-- 351 — 6) —3Ъ— 903; 
а(а—1)(—65)-а’(а’-|-1)—2аа’«(х—5); (а—6)(а—105)2—2(а?—м)х-ай-- 116—219; 
2 — 2272 -|-8; (2 —1)?--7; 9—3 -7; (2—2) (1—9). 

2. Найти шахшла н шшниа функц: 

У З=--Уте— в; УупЕа+УГЕв вау Убе в 
5%—3--/9—32; Уз а-я. 

3. Разложить 27 на двЪ части такъ, чтобы сумма изъ учетвереннахо квакрата 

первой и упятереннаго квадрата второй была тах. пли шт. 


4. Раздфлить 1225 на дв части такъ, чтобы утроенный квадр. корень пзъ 
одной части *|- учетверенный корень изъ другой составляли бы шахипот. 


5. Махпиит периметра прямоугольника, вписаннаго въ данный круг. 


6. Чрезъ точку М, данную внутри или внф круга, провести сфкущую АМВ или 
МАВ тавъ, чтобы: 1) АМ? -- МВ* (МЬ— внутри), нли МАз-- АВ* (М—вн) была 
шах или шш. 

7. Чрезъ точку, данную внутри угла, провести прямую такъ, чтобы сумма отр%з- 
ковъ ел между данною точкою п сторонами угла была тшта. 


8. Въ данный кругъ вписать равнобедренный /\, сумма основанйя и высоты ко- 
тораго была бы шахпиа. 


9. Около даннаго прямоугольника описать прямоугольникъ наибольшей площади. 

10. Въ данный квадратъ вписать квадратъ наим. площади. 

11. Называя гипотенузу буквою а, калеты буквами Фи с, и полагая, что пери- 
метръ треугольника сохраняетъ постоянную величину, найти: 1) шш. и шах. гипоте- 
нузы или 6--с; 2) шах. площади; 8) тах. 6—6; 4) мах. или шш. 6:6; 5) шах. 
пли шт. @: (6-26), а:(©—6), @--- с; 6) па. и шах. высоты. 
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12. Мш. периметра прямоуг. /Л., им$ющаго данную площадь. 


13. Гипотенуза сохраняетъ постоянную величину; найти: 1) шах. площади; 2) 
шах. периметра; 3) шах. 8 —с; 4) шт. или шах. БР е-Ей. 


14. Найти пуп. площади, или периметра, или гипотенузы, а также шт. или тах. 
92 - В? -1 са праямоуг. А-ва, описаннаго около даннато круга. 


15. По двумъ даннныъ сторонамъ построить Л наиб. площади. 


16. Въ данный полувругь вписать трапешю наибольшато периметра; описать 
около него трапешю наим. площади. 


17. На данной прямой АВ = найти такую точку С, что если на отрфзк® АС 
постронть правильны ^ АС, а на отрфзкЪ ВС квадрать СЕЕВ и соединить 0 съ 
Е; то чтобы площаль нят!угольника АПЕЕВ была шах. или шт. (Черт. 75). 


18. Давы высоты й и #’ двухъ цпилиндровъ. ОпредФлать радусы ихъ основан 
такъ, чтобы сумма боковыхъ поверхностей равнялась поверхности давнаго шара, а 
сумма объемовъ была бы шиииа. 


19. Найти тах. или пит. полной поверхности прямоугольнаго параллелопипеда, 
вписаннаго въ данную правильную пирамиду съ квадратвымъ основан!емъ. 


20. Даны три точки А, В, С не на одной прямой; на неограниченной прямой, 
проходящей чрезъ В п С, найти такую точву М, сумма квадратовъ разстоян!й кото- 
рой оть А, Ви С была бы шшива. 


21. Два тЪла двигаютея по сторонамъ прямаго угла съ постоянвыми скоростями 
Фи 9, по направлев!ю къ вершнн%, отъь которой въ начал движен!:я находятся — 


первое въ разстоян!н @, второе $. Въ какой моментъ разстоян!е между ними будетъ 
тупом. 


22. Внутри вруга даны 2 точки Р и Р’ на одномъ и томъь же даметрв и въ 
равномъ разстояви отъ центра. Провести черезъ эти точки двф параллели РФ и 
Р’()’ до окружности, такъ чтобы трапешя РОР’О’ была шахипа. 


23. Найти шш. объема усфченнаго конуса, описаннаго около даннаго полутара. 


24. Въ данвый сенторь вписать прямоугольникъ, такъ чтобы одна его вершина, 
лежала на дуг, дв на одномъ рад1усЪ н одна на другомъ, и чтобы: 1) перпметръ, 
2) плошадь его была бы тах. 


` 


25. Съ какой высоты нужно пустить совершенно упруг шаръ, чтобы, отеко- 
чивъ отъ горизонтальной плоскости, онъ поднялся до даяной точки первоначальнаго 
пути въ кратчайшее время? 


26. Желфзная дорота, АС, выходящая изъ города А, проходитъ въ разстояви & 
оть другаго города В. Въ какомъ пунктЪ лини АС должаа быть построена ставщя, 
чтобы соедпнивъ ее съ В посредетвэмъ шоссе, пришлось употреблять на путешестве 
изъ А въ В кратчайшее время? Скорость нофзда — У, скорость дилижанса —%. 


27. На каждой сторонф прямоугольника, кавъ на типотенузф, построены виз 
прамоугольника равнобедренные прямоуг. Л-ки. Найти шах. и шт. плошади всей 


фигуры, полагая, что стороны прямоугольника измФняютея, д!агональ же его ссхра- 
няеть постоянную величину. 


28. Тотз ще вопросъ, но прамоугольникъ замфнить квадратомъ, прямоугольные 
тр кн-——равнобедренными равными, а матональ --периметромъ 8р всей фитуры. 


29. Найти шах. п шт. объема т$ла, образуемато сферическимъ сегментомъ и 


виисаннымь цилиндромъ, имфющимь общее основане съ сегментомт, зная рамусъ 
шара. ы 
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30. Найти тахипа и тпита фунешй: 
23 — 125-16; 23-7 32—4; 8453 — 115—451; — 423 {5% — 8. 
31. Найти шахпиа и пшиза п изелфдовать изифневн!я фунещй: 
э--т 22—38 бир 8ф1 2223 1229 —665--57 8% — 62-1. 
хх ’ т 1 °’ 2—3’ 829—145 23’ 1242 —4х ' 
ж2—1%--10 м — 35-2 аа фа 8—2 , м1 
аж 3 22—11 м— 35-9 ма --2 тот 3—4 


2—1 27 82-8. 32— 55-1 м—25--10 
2%--1 22—54’ 6 — 102-28 42—82 ` 
> я 2ах В : 
32. Найти шах. и шт. дроби Е. - Опредфлить а и подъ условемъ, 
чтобы тшахипит дроби равнялся 1-4, а шшивит = — 1. 
м-- 2ах +1 
33. Опредфлить предфлы, между которымя измфняется ЕВ при изм%- 
*— 2-1 
неши х оть — со до - 00. При какомъ 4 тах. и шш. дЪлаютея равными? 
аа с 
34. ОпредЪфлить алгебраическую дробь вида ЕЕ 


въ которой а—дан- 
2-е -+9 р й 
ное положительное число, зная, что эта дробь пмфеть шах. 4а при х—3, и ши:- 
шит 53а при х —1. 


35. ИзелФдовать измфнен1я дроби Ге гд$ а и т положительны. 


аа. =. т) 
36. ми В суть два давныя чиеза, положительныя или отрицательныя; опред*- 
лить @ ни ф такь, чтобы х и В представляли соотвфтетвенно шахипат и шш. дроби 


Г, 
ЕЕ = Богда х измфнять оть — СО до оо. Всегда-ли задача возможна? 


37. Дано равенство 
49752 -—|- (5? — 1}. 
бет 


изелфловать измфнен1я у при изм$невиг 2 отъ — со до + со. Полагая а>, до- 
казать: 1) что а есть шах. у; 2) что В есть шш. у; 3) что если даднмъ у значене, 
заключающееся межлу аи Ъ, то биквадратное ур., пзъ котораго опредфляетея 2, 
иметь всф 4 корня дёйствительные, и что если чрезь д’ назовемъ одинъ изъ этихъ 
корней, то три остальные опредфлаются равепствами: 


д ап —0; ата 1—0; 2 али —1=0. 


у — 


2 х—- а 
38. Дана дробь о ВЪ которой а п 6 предполагаются изв$стными; 


рж-Рь 
опред$лить ри р’ такъ, чтобы эта дробь была тахииа при х—а, и шшипа при 
да 
2— В. — Приложене: Ре РИ те. 
. а ре-З. 
1-4 
39. Дана дробь зн ; опред$лить 2,9,’ н 4’ такъ, чтобы при х— х ша- 
Дана, дробь г уз тр ра НЧ 


хипит дроби быль А, и чтобы при х—В шшиаиа дроби быль В. — Приложение: 


22 
опредфлить коэффищенты дроби а ть такъ, чтобы при д —3 она достигала, 


шах. 4, и чтобы при х—1 достигала штата 5. 
22* 
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а -|- фЕ--с ь вал -|- Вх -- 1 
а зе” а ВЕНУ 


пипива при однихъ и тфхь же значенахъ х, если 


40. Доказать, что дроби имфють шаха и 


аб’ — да ае—сва _ —е 

яви № ауле — ВУ 
6 

ат’ 


й В . ® 
41. Найти тахипит и шиитаю выражен1я — + 


42. Найти шах. и пут. отношенйя суммы объемовъ двухъ конусовъ, имфющихъ 
общую вершину въ центр» даннаго шара, а основан1ями -— наратлельные малые круги 
этого шара, къ объему сферическаго слоя, содержащагося между этими основанями; 
приэтомъ, дано, что разстояв:е между осноранями по- 
стоянно и равно й. 


43. Найти шахниаш п шнитиаю отнвошен1я объе- 
мовъ, образуемыхь кривохинейной трапещей ОАЗВР и 
треугольникомь ОВР при обращении около ОР; данъ 
радлусъ ОА —В круга. 


Черт. 107. 


44. Найти шшипотш отношеня суммы объемовъ, 
образуемыхъ прямоугольнымъ треуг-мъ, вращающимся поочередно около каждаго изъ 
катетовъ, къ объему, образуемому т$мъ же /Л\-мъ при обращевн1и около гипотенузы, 
полагая, что периметрь треуг-ка постояненъ, а стороны перемЪнны. 


45. Прямоугольный Л АВС (А — прямой уг.) вращается около оси, прождящей 
чрезъ точку В паразлельно катету АС. Найти тахипат полученнаго объема, зная, 
что периметръ ностояненъ и = 9р. 


46. На лини центровъ двухъ тмаровъ, лежащихь одинъ вн другато, найти точку, 
изъ которой видна наибольшая сумма поверхностей сегментовъ. 


47. Центры двухъ шаровъ находятся въ концахъ прямой СС’—=24. На СС’ какъ 
на Маметрф описываютъ окружность; опредФлить на этой окружности такую точку, 
изъ которой видна наибольшая часть суммы поверхностей обоихъ таровъ. 


48. Найти ттипат е = 2). 


22 — 25-1 а? 
22 а’ 

50. Даны двф параллели АВ и СШ), разстояв!е между которыми равно 6; и ДВЪ 
точки: М на АВ и №Мна СР. На АВ наносять отъ точки М отрёзокъ МЕ —= а. Какую 
точку Т прямой ММ нужно соединить съ точкой Е, чтобы, полагая, что ЕЁ пересЪ 
каетъ СО въ Е, сумма площадей треуг-вь МЕТ и МЕ! была шиииа. 


51. Данъ прямоугольный / АВС, котораго катеты суть 6 п с. Отр$зать оть 
него другой прямоуг. ^ АШЕ, который составлялъ бы т-ую часть перваго. Какъ 
провести лишю РЕ, чтобы ея длияа была шштипта? Построить, полагая п = 2. 


49. Найти шах. и шт. дроби ВЪ которой @>> 1. 


52. Даны: толщина е сферической оболочки и ея объемъ; вычислить внутренн1й 
радуеъ х. Полатая, что толщина постоянна, найтн ниойоот объема. 


53. Данъ правильный А АВС стороны За и точка О въ срединф основаня ВС. 
Въ какомъ разстоянш х оть этого основан!я провести ему параллельную линю ЕЁ, 
чтобы периметръ тр-ка ОЕЕ быль наименьший. 


54. Дана точка А въ разстояни АВ — @ отъ прямой ХУ и на этой прямой отр*- 


зокъ СО =2а. ГдВ на прямой долженъ быть взять этоть отрФзокъ, чтобы фериметръ 
А-ка АСР быль найменьший. 
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55. Дана прямая ХУ и внЪ ея двф точки А и В; разстояя АА’ и ВВ’ этихъ 
точекъ оть ХУ равны соотвфтетвенно 2а и 25; разстоян!е А’В’ между основашями 
этихь перпендикуляровъ равно 24. Найти на ХУ такую точку М, чтобы: 1) сумма 
АМ-ЕМВ была шшипа; 9) отношене АМ:ВМ было шах. или пит. 

56. Давы два концентрическе круга радусовъ В и х, вписать между ними иря- 
моугольннкъ наиб. площади. Одно измфрене прямоугольника должно быть параллельно 
даметру, а стороны перпендикулярныя къ нему—хордамн большаго и малаго круговъ. 


57. Зная, что 32 | бу-728-=315, найти тах. 228. 


р Я ах-- 6? -|- с23 — 3а663с*, „ „ 223. 

ве, $ УЕ -- 3 Уу =а „о 2%. 

а а о, о А 

а з | За? у -- ду — а, р 28%. 

ы „ тр пуВ р” —=а 0 уг. | 


58. Найти шахппат выражений: 
(ав -|- 5) — 42); (аз -- ву) (сз - 49), зная, что те-- пу= р; 
(#-Ра)(@#-Е5)(е — 2); тд? — пд" полагая р 9; 
(из-- п). (р —ч2)'; (а -|- пов) --пх)(с -- рх), полагая, что коэффищенты т, п, р 
не всЪ одного знака. 


59. Найти шшипом выраженй: 
а -- 2‘. а8-р 60256. 28-08. 253-543. хх ша 


а ’ ов Др ’ аа тб. 
60. Зная, что 212 — абс, найти платит 495 -|- 6су | саг. 
м 5 узи — а3, В з хуг | хуи хги- уги. 
ь ы ху = а, ы ы 22--5у3-|[- 42“. 
И. ду =а, „  „ бу а. 
ы я &ру=а ь а _ У. и я-|- изу. 
„» „Б 24-у=а , * е ЕЁ г. . 
ори „о, у 


61. Опред$ лить а такъ,чтобы сумма квадратовъ корней урна 27 -|- (2 —а)х —а— 
3—0 была пшила. 


62. Показаль, что 1) дробь иметь шах. при # = 4. в 2) дробь 


ен 
@ а 
тр зы о. тр 
@— а)" имфеть шшиваш при 2 = 4. р 


Е м 2 1 
63. Основываясь на второй задачв п 62, найти шипит 2?-|- с. 
я 


64. Опредфлать раллусъ такого шара, котораго сегментъ, при постоянной поверх- 
ности, имфлъь бы наибольший объемъ. 


65. На продолжен основашя ВС треугольника АВС взята точка Р. Провести 
изь нея сфкущую, встр$чающую АВ въ В н АС въ (©, такъ, чтобы произведене 
АВ. 09 было пшитам. 


— 342 — 


66. Даны двЪ окружности, касательныя въ прямой АВ; третья окружность, того 
же рад1уса какъ п дв$ первыя, къ нимъ касательна. При какомъ положенн этихъ 


окружностей площадь пятнугольника, имфющаго вершины въ центрахъ и въ точвахъ 
касан1я съ прямой, будетъь шахипа? 


67. Дава точка М ва освовани АВ треуг. АВС; въ какомъ разстолии отъ 


этого основав!н провести ему параллельвую ОЕ, чтобы А МОЕ им$лъ наибольшую 
площадь. 


68. Изъ всфхъь шаровъ, вмёющихь центръ на поверхности даннаго шара раллуса 
В, найти такой, на которомъ отскаемая поверхность сегмента была бы тахипа. 


69. Изъ вефхъ конусовъ, опиванныхъ около даннаго шара, какой имфетъ нан- 
меньшую: а) боковую; Ъ) нозную поверхность; с) объемъ, 


70. Изъ всфхъ равнобедренныхь треугольниковъ, вансанныхъ въ данный круг, 
вакой имЪетъ нанбольшую площадь. 


71. Изъ вефхъ цилиндровъ одинаковой полной поверхности какой имЪфеть наи- 


болышй объемъ, а изъ всфхъ цилиндровъ одннаковаго объема какой имфеть пацм. 
пол. поверхность? 


72. Данъ прамоугольникь АВСО, въ которомь АВ— а, АР=5; изъ вершины 
А провести сфкушую АЕЕ (Е — встрфча съ ВС,Р — съ продолженемъ РС) такъ, 


чтобы суммаа ВЕ-- Е была шипа. г 


73. Изъ всфхь ковусовъ, описанных около даннаго полушара, какой имЪетЪъ 
наименьший объемъ. 


74. Изъ вефхъ правильныхъ пирамидъ съ квадратнымъ основав1емъ, имфющихь 
данное боковое ребро 1, какая имфетъ наиб. объемъ? 


75. Давъ Л АВС; провести параллель МХ сторон ВС такъ, чтобы сумма ило- 
щадей: прямоугольника ВМХС и треуг-ка ОРФО (Р — основан1е высоты па сторопу 
ВС, Ри @ — точки пересфченя лини МХ съ АВ и АС) была шахила. 


76. Дана окружность п въ ней перпендикулярные лламетры АО и ВС; провести 
перпендикуляръь МУХ’ къ ВС (Р — встрЪча его съ ВС) такъ, чтобы сумма объемовъ, 


образуемыхъ прямоугольникомь ОАМР и треугольникбмъ ОХР, при обращени около 
ВС, была шахипа. 


77. Вакой изъ сферическихъ сегментовъ даннаго объема имфетъ нанменьшую вы- 
пуклую поверхность? 


78. Опредфлить сторопы прямоугольника, пм5ющаго данный периметръ, такъ, 


чтобы цилиндръ, полученный обращев1емъ фигуры около одной изъ стороны, пыЪфлъ 
на!б. объемъ, 


79. Вииеаль въ данный шаръ — цилиндръ наоб. объема. . 

80. Дантъ полукругь дламетра ММ, въ которому проведены касательныя МК, МН; 
взявь МК — а, проводять третью касательную КН. При какомъ @ объемъ, образуемый 
четыреугольниьомь МКНХ при обращен около МХ, получаетъ наим. величину? 


81. Впиеать въ дапный шаръ правильвую треугольную призму наибольшато 
объема. 


82. Данъ прямоугольникъ и внф его плоскости параллель двумъ его сторонамъ; 
средила параллели прозагается въ цевтръ прямоугольника. Чрезъ эту прамую ни па- 
раллельныя ей стороны прамоугольника проводатъ двЪ плоскости, а чрезъ концы 
прамой ин двф друйя стороны прямоугозьника — дв другя плоскости: получается 


са а 


тЪло, ограниченное 5-ю гранями и им$ющее форму клина. Опредёлить тах. вдн т. 
объема этого тфла, когда даны: высота, длина сказанной параллели и периметръ прамо- 
угольника. 


83. Каковъ должень быть уголь сектора радлуса В, чтобы, свернуяъ этотъ сек- 
торъ въ конусъ, получить т$ло напбольшаго объема. 


84. Изь веЪхъ конусовъ, пмфющнхъ одинаковую боковую поверхность, какой 
имфеть наиб. объемъ; а изъ вефхъ конусовъ одинаковаго объема какой имфетъ наим. 
боковую поверхность? 

* 


85. Махпиаш объема правильной пирамиды съ вквадратнымъ основашемъ, имфю- 
щей данную боковую поверхность. 


86. Мах. объема т$ла, внисаннаго въ данный шаръ в состоящаго изъ цилиндра, 
н двухъ конусовъ, построенныхъ извнф на основав1яхъ цилиндра. 


87. Въ полушаръ вписать усеченный конусъ, котораго полная поверхность была, 
бы тахииа. 


88. Изъ всЪхъ усфченныхь конусовъ одпнаковой высоты и одинаковато объеча 
найти такой, около котораго можно описать наяменьний шаръ. 


89. Около шара описанъ цилиндръ и чрезъ точьи А п А’, взятыя ва его оси 
въ равномъ разетояни отъ центра шара, описаны два конуса, пересфкающе дилинлръ 
по кругамъь ВС и В’С’. Найги шииоаш полной поверхности, составленной пзъ б0- 
ковыхъ поверхностей конусовъ п содержащейся между ними пилиндрич. поверхноств. 


90. Дана неравнобочная трапешя АВСО н дагональ ВО. Чрезъ точку 1 высоты 
ВН проводять параллель ЕОМ основан:лмъ: пусть она вствфчаеть стороны въ Е и 
№, магональ въ 0. Найти Г такъ, чтобы Е0? -|{ ОХ? была шах. 


91. Дано меньшее основане За равнобочной трапеши -и общая длина 6 непа- 
раллельныхъь сторонъ. Опредфлить большее основав1е такъ, чтобы площадь трапещи 
была тахипа. 


92. Найти тах. полной поверхвости конуса, вписаннаго въ данный шаръ. 


93. Изъ данной точки Р въ плоскость круга проводять къ нему сФкущую; изъ 
точекъ пересфчен1я А п В этой прямой съ окружностью опускаютъ перпендикуляры 
АС и ВР на дламетръ, проходяний чрезъ точку Р. Найти тахрпат площади трапе- 
ци! АСОВ, когда сфкущая вращается около точки Р. 


94. Изъ всЪхъ прямоугольныхъ паратлелопнпедовъ, имфющихъ одинаковую пол- 
ную поверхность, а одно измфнеше которыхъ если среднее гармоническое между дву- 
мя другимн, найти такой, который пмфеть нанм. дагональ. 


95. Даны бока равнобочвой трапешт п одно изъ основан; каково должно быть 
другое основан1е, чтобы объемъ, произведенный фигурою при обращенит оволо пер- 
ваго основан1я, быль вапбольний. 


96. Дань кругъь радуса В; центръ правильнаго перемфннаго треугольника сов- 
падаеть съ пентромъ круга; на сторонахъ Д\-ка строять равнобедренные тр-ки, вер- 
ниты которыхъ лежали бы па окружности давпаго круга. Зат$мъ составляють изъ 
этихь четырехъ треугольниковъ тетраздръ. Найти шахиинт объема этого гетраелра. 


97. Изъ вефхъ сферическихь слоевъ даннаго шара, пмфющахь одинаковую вы- 
соту, найти такой, который имфеть наибольний объему. 


98. Изъ вефхъ описусмыхъ равнобедренныхт транеши, вписанных вЪ данныв 
кругь, найти такую, которая имфетъ нанбольтую илощадь. 


О. 


99. Изъ вефхъ трапеш одинаковой высоты, вписанныхь въ данный кругъ, у 
какой сумма квадратовъ всёхъ сторонъ шшива? 


100. Пересфкаютъ данный шаръ двумя параллельными плоскостями, разстояне 
между которыми равно данной величинЪ, и въ каждый изъ полученныхь сегментовъ 


винсываютЪъ конусъ. Найти шахИиит суммы объемовъ этихъ конусовъь и заключаю- 
щагося между ниии слоя. 


101. Замфняють конусы предыдущей задачи описанными конусами, касающимися 
шара по кругамъ сфчешя. Мишпаш суммы боковыхъ поверхностей обоихъ конусовъ. 


102. Данъ вругъ п касательная АС въ концф д1аметра АВ. Провести хорду ВО 
такъ, чтобы А АВО, вращаясь около касательной, образовалъ наиб. объемъ. 


103. Найти шах. площади круговато сектора, ниЗющаго данный периметръ. 


104. Въ вконцахъ д1аметра АВ даннато полукруга проводять касательпыя АС и 
ВО п параллель СО къ даметру, точки встр$чи которой съ окружностью суть Е п Е. 
Опредфлить положевне сзкущей ЕЕ тавкъ; 1) чтобы сумма или разность площадей 
АВОС, ОЕК была шахипа пли шшипа; 2) чтобы сумма объемовъ, описанныхъ этими 
площадями при обращенш фигуры овохо АВ, была шахипа. 


105. Махиииш объема нишн, нм$ющей данную полную поверхность. у 


106. Мшпииш и шахипиш объема ареометра, имфющаго данную полную поверх- 
ность и данный радусъ, 


107. Махииит объема цилниндрическаго котла, оканчивающагося двумя полусфе- 
рамп, если: 1) периметръ с$чен:я тФла плоскостью, проходящею чрезъ ось, иостоя- 
ненъ; 2) полная поверхность тфла постоянна; 3) длина оси постоянна. 


108. Махииаш полной поверхности сферич. сектора даннаго объема, 


109. Мах. или п!ш. объема сферическаго слоя, нм$ющаго данную полную но- 
верхность, пЗ, если данъ рамусъ шара В. 


110. Разложить данное число а на ® множителей х, у, 2,... такихъ, чтобы 
сумма д”“--у--м--... была шшива. 


111. Внутри прямаго угла дана точка М; провести чрезъ нее сфкущую такъ, 
чтобы отрФзовъ ея внутри угла имфлъ наименьшую величину. 


112. На прямой, соединающей два нсточнника свфта, найти точку, всего сильнфе 
освЪщаемую имп, если разстоян!е между источниками —}, а напряженности ихъ а и 6. 


113. Изь давнаго цилиндрическаго бревна вырфзать прямоугольный брусъ пал- 


большаго сопротнвлешя. Сопротивлене бруса пропорцюнвально произведемю его ши- 
рины на квадратъ толщины. 


ОТД-ЪЛЪ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


АНАЛИЗЪ СОЕДИНЕНШ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ. 


ТУТАВА >хЕТЕ. 


Размфщен!я, перестановки и сочетания безъ повторен и съ новторен1ами.— Задачи, 


712. Опредфленя. — Если изъ т данныхъ предметовъ, напр. изъ 2 буквъ 
а, 6, с, 4,...., 1, 1 взять Ё буквъ, тв = т, и написать ихъ другъ 
за другомъ въ какомъ-нибудь порядкё, то получится соединен!е, называемое 
размьщенемь изъ т буквь по Ё, или размпщенемь изъ т буквь то порядка. 
Такимъ образомъ одно размфщене отличается отъ другаго или самыми буквами, 
или только порядкомъ ихъ. Изъ данныхъ т буквъ можно составить н®еколько 


к 
разибщешй 77° порядка; число ихъ обозначаютъ символомъ А ‚ ТДЬ ниж 
т% 


указатель 7% означаетъ число вефхъ предметовъ (элементовъ), верхый &— число 
элементовъ, входящихъ въ каждое разм щеше. 

Если въ составъ каждаго соединения мы возьмимъ вс данныя буквы, то 
одно соединеше будетъ отличаться отъ другаго уже пе буквами, а только поряд- 
комъ, въ которомъ они написаны. Тавя ссединен!я называются перестановками. 
Число перестановокъ изъ жь элементовъ обозначаютьъ символомъ Р„. Изъ опре- 


дфленя слфдуетъ, что Р =А”. 


т 
Если, взявъ т различныхь букв, мы составимъь изъ нихъ соединеня по 
& буквъ въ каждомъ, такъ чтобы одно соединеше отличалось отъ другаго яо 
крайней мтръ одною буквою, то получимъ такъ—называемыя сочетаня изъ 


к 
т буквъ Ато порядка. Число ихъ обознаютъ символомъь С. 
т 


Займемея указашемъ способа составленНя и опредфлешя числа соединен 
каждато рода. 


Размфщентя (аггапоетен$). 


713. Способъ составлеНя и опредБлене числа разм5щенй.— Пусть будуть 
а, в, с 4... №11 данные т элементовъ. Число разуфщенй изъ этихъ 
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т буквъ, по одному элементу въ каждомъ, очевидно, равно числу элементовъ. 
1 
Сл. А’ =. 


Составниъ разыфщеня втораго порядка, т. е. содержащя по два элемента: 
дя этого нужно взять поочередно каждую изъ т буквъ и приписать къ ней 
справа каждую взъ остальныхъ * — 1 буквъ; тавимъ образомт получинъ таблицу: 

Чтобы доказать что такимъ образомъ получатея 


оф 064 са... веЪ разубщешя 2-го порядка, надо доказать, что ни 
ав № 4... .Ъ одно разм щене не было опущено, ни одно не пов. 
аЯ Фа а... .1. торено два раза. И въ самомъ дфлЪ: 1) возьмемъ ка- 
Ре. | кое ниб. размфщен!е, напр. сб; для составленя вер- 

; : тикальныхъ колочнъ мы ставили по-очереди каждую 

я | букву на первомъ мЪстЪ; слёд. въ частности была 
а Ш 9. СШ взята и буква с; справа отъ этой буквы ставили каж- 
и Ш... .В дую изъ остальныхъ буквъ, слЪд., въ частности, и 


букву 4; что п дало размфщене с4. Са$д. пи одно 
размфщеше не было пропущено. 2} Сравнимъ два каюя нибудь разиБщеня 
таблицы: они будутъ находиться пли въ одной и той же вертикальной колон- 
1%, и въ такомъ случаЪ будутъ различаться послфдними буквами, или же бу- 
дутъ содержаться въ двухъ различныхъ вертикальныхъ колоннахъ, — и въ та- 
комъ случаз будуть различаться первыми буквами. УбЪждаемея, что всЪ раз- 
мЪщешя различны, т. е. что таблица не содержитъ р Итакъ, посл д- 
пяя содержитъ всЪ разифщеня 2-го порядка. 

Опредфлимъ ихъ число. Очевидно, вефхъ вертикальныхъ коловнъ столько, 
сколько всфхъ размБщенй 1-го порядка, т. е. сколько веЪхъ буквъ, слфд. т; 
въ каждой колоннф тж— 1 разуфщен!; сяЪд. вобхъ двойныхь размфщенй 
т(т — 1). Итакъ А’ —т(т — 1). 

Составимъ о разм щешя изъ т буквъ. дя это нужно взять по0че- 
редно каждое двойное разуфщеше, и прапиеать къ нему послЪдовательно каждую 
изъ 7—2 остальныхъ буквъ; такимъ образомь составимъ таблицу: 

Докажемъ, что на олно тройное разу$щенше не 


асе а. .0еа. Иа было пропущено и ни одно не повторено лишый 
афф са. „06а. 1% разъ. Ц въ самомъ дЬл%: 1) возьмемъ какое ни- 
афе асе. 1 Ис будь размьщене /. Для составлешя вертикаль- 
} . НВЦ ныхъ колоннъ мы брали поочередно каждое двойное 
а и размъщен!е; с1. между прочимъ было взято и И. 

Е О ей Къ нему приписывали поел довательно каждую изъ 
а а. 99 . остальныхъ буквъ, ел. въ частности была припи- 
а6р ар. 1. сана и буква Г, что п даетъ И/. Слёд. таблица 


не содержить пропусковъ. 2) Сравнимъ два кая 

нибудь разы5щеня таблицы. Или они находатся въ одной вертикальной колонн®, 

и тогда различаются носа дними буквами; или — въ двухъ различных кололнахъ, 

и въ такомь случа различаются, по крайней м$рф, порядкевъ двухъ пзр- 

выхъ буквъ, какъ ас п саз. Заключаемъ, что веб размфщешя таблицы раз- 
зичны. Итакъ, она содержитъь вс размщешя э-го порядка. 

Опредзлимъ ихъ число. Вефхь вертикальныхь колониъ столько, сколько 
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двойныхъ размёщенй изъ 2 буввъ, т. е. А или тт — 1); въ каждой ко- 
лоннз содержится т — 2 разыфщен!я; сдфд. везхь тройвыхъ размфщенй 
т(т — 1)(т — 3). Итакъ А, = т(т — 1)(%— 2). 


3 
Г. 


Разсматривая Формулы А’, А’, А’, замфчаемь, что вов они составаены 
по одному и тому же закону: каждая представаяеть произведеше чисель, поса$- 
довательно уменьшающихея на 1, начиная съ жж и кончая множителемъ, рав- 
чымъ числу элементовъ, минусъ порядокъ размфщенй, плюсъ 1; число же 
уножителей равпо порядку разуфщешй. Докажемъ общность этого закона, и для 
этого выведемъ Формулу, выражающую зависимость между числами размёщенй 
двухъ смежныхь порядковъ, напр. связь между А‘ и А". Вообразимъ, что 
мы составили вс$ размфщен1я # — 1-го порядка, число которыхъ выражается 
СИМволомЪ а й жедаемъ составить размфщенГа А-го порядка. Для этого бе- 
ремъ поочередно каждое разыфщеше #—1-го порядка и припиеываемь къ нему 
поочередно каждую изъ остальныхъ буквЪ, чпело которыхъ = ж — (# — 1), или 
т—{--1. Такамъ образомъ составимъ столько вергекальныхъ колоннъ, сколь- 
ко разуфщен!й Х — 1-го порядка, а въ каждой колоннф 2» — В-- 1 разм щей. 
Докажем, что пи одно разубщенше Ё-го порядка не повторено два раза, в что 
ни одно пе пропущено. Въ самомъ дфлЪ: 1) сравнивая два кая нибудь раз- 
мЬщенн, пайдемъ, что они или находатся въ одной и той же вертикальной 
колоннЪ, и въ такомъ случаЪ разнятся посаФдаими буквами, или же принадле- 
жатъ двумъ различнымъ колопнамъ, и въ такомъ случаЪ разнятся, по крайней 
мЪрЪ, порядкомъ 2 —1 первыхь буквъ, какъ 46с.../й и с....6ай. 2) Ни одно 
разыфщене Х-го порядка пе будетъ пропущено; въ самом ДВ, пусть взато 
разызщеше # го порядка абс....1/ь. Для составяешя этихъ разм5щен!й мы брали 
поочередно каждое размщеше Х — 1-го порядка, сад. въ частности было взято 
и размфщеше абе....2; къ неху приписывали послфдовательно каждую изъ осталь- 
ныхъ буквъ, слЪд. принисаля, между прочимъ, и букву 1, что и даетъ абс....1й. 
Птакъ, указанныхъ способомъ составлены ве разуБщеня Х-го пор. изъ 2% буквъ. 


Для опредфлевя ихъ числа, очеведно, нужпо помножать число колоннъ, 


т. 6. чиело разы5щенй 2—1-го пор. или в” на чиело разы5щев!й въ каж- 
3ОЙ Колоциф, т. 6. на м —#--1. ИмЪемъ: 


Ав = А". (т 1). 


Это и есть Формула, связывающая числа А^ и А”. Такъ какт Формула эта— 
общая, то можемъ давать въ ней № вс цълыя значеншн отъ 2 до. Цолучимъ: 


А* — Аи(ш-—1) 


2% 
Аи == Аи (т — 2) 
№ = № (т — 3) 


А — А Чт — И. 


т \ 


В ЗВ 
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Перенноживъ почленно эти равенства, сокративъ въ обфихъ частяхъ общаго 
2 3 в . 
множителя А„. А... АТИ замфнивъ А, его значешемъ 2, найдемъ: 


№ —т(т — 1) —2)(®—3)..... (в—#11). . .() 
Отсюда 


Теорема. Число размьщенй изъ т буквз по & равно произведеню 
К иълыхз чисель, уменьшающихся послъдовательно на 1, изз которых 
первое равно т. 


714.. Примъръ {. Сколько можно составить трехзначныхь чисель изь 
нечетныхь цифрь 1, 3, 5, 7, 92 


Искомое число, очевидно, есть число разифщенй изъ 5 элементовъ по 3; 
сад. оно равно А —5Ж4Ж3=60. 


ПримЪърЪъ П. Сколько можно бы было составить словь изь 20 созлас- 
ныть в б зласныхь, если каждое слово должно заключать 3 соласныхь и 8 
зласныхь, причемь послъдмя монуть занимать только второе и четвер- 
тое моста? 


. З 
20 согласныхъ дадутъь размфщен!й по 3 буквы въ каждомъ: А»; въ каж- 
домъ изъ этихъ размфщенй, 6 глаесныхъ, помфщаемыя по парно на второмъ и 
четвертомъ м$фетЪ, могутъ быть размфщены А способами; слЪД. число иско- 


МЫХЪ С408Ъ А) ЖА, =20. 19.18 Ж6.5=205200. 


Переетановки (регшшаНолз). 


715. Способъ составленя и опредфлене числа перестановокъ.—Перестановкя 
различаются отъ разибщенй только тЪмъ, что берутся вс буквы. Изъ этого 
прямо слФдуетъ, что для составлешя перестановокь изъ ® буквъ, надо изъ 
этихъ буквъ составить всф размфщешя по 2, изъ нихъ размфщеня по 3 ит. д., 
пока не дойдемъ до разифщешй по 2. Отсюда также слфдуетъ, что для опре- 
дЪлешя числа перестановокъ изъ о буквъ нужно только въ Формул® 


А = т(т — 1)(т — 2)....(т —&--2)(т— &-Е1) положить в==т. Такимъ 
образомъ найдемъ 


ВА. 29, реа Пт 


Отсюда ТЕОРЕМА: Число перемъщени изь т элементовь равно 
произведеню натурдльныть чисель отъ 1 00 т. 


Можно доказать эту теорему независимо отъ Формулы числа размщенй. 
Въ самомъ дЪшЪ, пусть составлены перемьщеня изъ и—1 буквъ а, 5, с, 4,..., 
№, $ Ё, и пуеть число перемфщенй будеть Р„.. Чтобы составить перемфщен!я 
изъ т буквъ, беремъ каждое перемфщене изъ тж —1 буквъ и вводимъ въ него 
т-ую букву 1, помфщая послФдовательно слЪва и справа этого перемфщеня и 
во всф промежутки между его буквами. Такимъ образомъ мы составимъ воЪ 
перемфщен!я изъ и буквъ, безъ повторенй и безъ пропусковъ. Безъ повторе- 


со ЗАО 


в1й — потому, что одно перемфщене будетъ отличаться отъ другаго или поряд- 
комъ т — 1 первоначально взятыхь буквЪъ, или мФетомъ, которое занимаетъ 
новая буква #. Безъ пропусковъ, ибо взявъ перемфщеше а 1с...й, напр., зам%- 
чаемъ, что оно произошло изъ перемфщеня ас...й, составленнато изъ т— 1 
первоначальныхъ элементовъ, въ которое буква { введена на 3-е мфето; слЖд. 
такая перестановка была получена. 

Итакъ: указаннымъ способомъ получимъ всЪ перестановки изъ 7 буквъ. 
Опредфлимъ ихъ число. Каждая перестановка изъ 2—1 буквъ даетъ 2 пере- 
становокъ изъ 2 буквъ, ибо буква [ можетъ занять въ первой т различныхъ 
мфетъ; слЪд. 

РР 


такова связь между Р.. иР,. Формула эта справедлива для всякаго т, бу- 
дучи совершенно общею; давая въ ней 2 посяЪдовательно вс значения отъ 2 
до т, находимъ: 

Рико РЕВ: РЕ ааа ; РР. м. 


Перемноживъ эти равенства, уничтоживъ общие множители въ обфихъ ча- 
стяхъ, и замфчая, что Р, —=1, находимъ: 


ро По еее О 
Такое произведене % первыхъ натуральныхъ чиселъ часто вотрёчается въ Фор- 
мулахъ анализа; ему дано 060б0е назван!е — факторала т. 


716. ПрРимъръ. Околькими способами 5 лошадей моцуть быть запря- 
жены въ дилижансь? 


Очевидно, искомое число есть число перестановокъ изъ 5 предметов; слФд. 
оно равно 1.2.3.4.5, или 120. 


Примьчане. Помощ перестановокъ въ прежнее время отыскивались ана- 
зраммы Фразъ и словъ. Такъ, изъ имени Генриха Ш Валуа, Непг! 4е Уа1015, 
выходить: УПаш Негоде, $; изъ имени убйцы Генриха Ш, Еуёге дасдлез ©16- 
шепё выходить: 6’6зё Решег ди! ш’а сгё6; изъ словъ Оошиз Гезейиа (домъ .Ле- 
щинскихъ) Лблонеый составилъь слфдующ!я Фразы: Аез 1601$, оши$ 6$ 
ма, шаре $1408 1061, $15 со]ашпа Ре, [ зсапёе зоНиш; въ послёдней ана- 
грамм было предсказане: Станиславъ сдфлалея королемъ польскимъ. Нахож- 
деше подобныхъ анаграммъ весьма затруднительно, такъ какъ число перестано- 
вокъ изъ довольно значительнаго числа буквъ бываетъ чрезвычайно велико; напр. 
число перемфщевй изъ 12 предметовъ будетъ 1.2.3.4.5.6.7.8. 9. 10. 11. 12; 
это число представяяеть, напр., сколькими способами могутъ 12 лицъ размфститься 
на 12 мфетахъ; положивъ, что 1 неремъщен!е они уецёваютъ сдфлать въ 1 ми- 
нуту, что въ сутки они употребляють на это 12 часовъ и въ годь 360 дией; 
найдемъ, что всф перемёщеня могутъ быть окончены чрезъ 1848 л®тъ. 


Сочетания (сот па1301). 


717. Способъ составленя и опредлене числа сочитанй.—Нусть дано 
буввъ: а, В, с, а, ...., №1, @ это будуть сочеташя изъ т буквъ по 
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одной. Для соетавленя двойныхъ сочетат!й беремъ каждую букву. кром® по- 
слфдней, и приписываемъ къ ней послдовательно каждую ИЗЪ слдующяхъ 
за нею. Получимъ таблицу двойныхъ сочетаний: 


аф, ас, аа)... .. ай, а, 4 
с, ва, .... В, м Ы 

4, ...., в, 68, 4 

й. 


Чтобы составить тройныя сочетатя беремъ каждое пзъ двойныхъ, кромЪ 
тфхъ, которыя содержатъ послФднюю букву (а, 1, ...., 9) и праписываемъ 
послфдовательно каждую слфдующую букву; получимъ 


пе, 54, афе,. ..., п, а, а Ц 
ас4, ав. .., абй, ас, а 

3 

Е Е 


Этимъ мы изъ разибщешй выдфляемъ тамя, которыя оть имфющихея уже 
отличаются только мфотами буквъ, и ел. получаемъ сочетавя. Но изъ спо- 
соба составлешя сочетавйй трудно опредёлить ихъ число; легче это сдфлать 
при помощи слЗдующей теоремы. 


ТЕорЕмА. Число размьщенй изъ ш букв» по К равно числу со- 
чета изъ ш букв по Е, помноженному на число перестановок изз 


Е К 
К букв», т. е. АА=С,.Р,. 

Вообразимъ, что мы составили таблицу сочетанЙ изъ  буквъ #-го порядка; 
число ихъ выражается символомъ с". Взявъ каждое изъ этихъ сочетавй (со- 


держащее  буквъ), сдЪлаемъ въ немъ веевозможныя перестановки, число кото. 
рыхъ (изъ одного сочетамя) будетъь Рь. `Докажемъ, что такимъ образомъ мы 
составимъ всф размфшеня изъ т по А, безъ пропусковь и безъ повторен. 
Въ самомъ дЪлф, если взять изъ составленной таблицы два члена, то: или они 
происходятъ отъ двухъ разныхъ сочетан!й, и въ такомъ случа различаются 
буквами; или же происходатъ изъ одного и тото же сочетая, — и въ такомъ 
случаЪ разнятся порядкомъ буквъ. СлЪд. таблипа не содержитъ повторен. Въ 
ней нфтъ и пропусковъ. Въ самомъ дфл%, вообразимъ н%который членъ 2 груп- 


пы №, не обращая вниман!я на порядокъ буквъ въ немъ; этоть чяенъ пред- 
ставляетъ нъкоторое сочетане изъ т буквъ по #, и елЪд., если не обращать 
вниманя на порядокъ его буквъ, онъ находится въ групиЪ 6\ ; такъ какъ бук- 
вЫ этого сочетая были перемфщены всфми возможными боба то 2 не- 
обходимо содержитея въ числ полученныхъ размфщенй. Зная это. замфтимъ, 
что одно сочетане порядка & даетъ Рь перестановокъ, сад. 


А ры 


Е т(т —1)(т— 3). .(т— К 1) 
Ре _ а 2 


откуда Г (Ш) 
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ИтакЪ, имемЪ ТЕОРЕМУ: число сочетаний и`5 т буквь по Ё равно произвейе- 
ню К цълыть чисел, погльдокател» но убывающихь на 1, первое ‘изъ ксто- 
рыхь =т, дъленному на пронзсебене натуралуьньхь чисеть оть 1 90 ®. 


719. ИПримъры — [. Вь общеетивть изь 12 лиць выбиралють коммиссвю изь 


5 членов». для разработки нъкоторазо вопроса: сколъкими способами эта 
коммиссая можеть быть составлена? 


Такъ какъ одитъ составъ коммиси ‘долженъ отличаться отъ другато, и не 
содержать вобхъ тЪхъ же лицъ, то, очевидно, искомое числе есть чиело соче- 


Ё 12.11.10.9.8 
ташй изъ 12 элементовъ по 5; елфд. оно = 0°, = = = {1.9.8 


1.2.8.4.5 
— 792. 


Ц. Сколько различныхь Фалон‘лей можно провести въ десятиуюльникь? 


Искомое число есть число сочетаний изъ 10 элементовъ по 2, уменьшенное 
. 10.9 
10-ью (10 стр. мног ), и ел. = 0%, — 10 = о 10=35. 


719. Число 6" ееть необходимо число цЪлое; поэтому изъ Формулы (Г) 
прямо получается 


ТеорЕмА. Произведене К послтьдовательныхь цълыть чисель %- 
лится безь остатка на произведенёе первыть К ильлыть чисель. 
720. Формула (Ш) можетъ быть представлена въ пругомъ вид. Помно- 


Живъ ея числителя и знаменателя на (тж — А) (т — & —1)(т— Ё— 2)....3.2.1 
или, что тлже, на 1.2.3....(т — №), найдемъ 


С" _ т т—1)(т—?). - (т— ВН Т(т— ®(т—Ё—1...3.29.1 


т 1.2.3... #Х1.9.8.. Ш г ^ 
Прочитавъ чиелителя въ обратномъ порядк®, находимъ, что онъ предетав- 
ляетъ произведен1е натуральныхъ чиселъ отъ 1 до *; слЪд. можно’ написать: 


* 
ВАНИЕ: РА | 
или еще С, — р. (Т№). 


Замфчая, что 6" есть число цфлое, изъ послёдняхъ Формулъ прямо нахо- 
димъ слфдующую теорему. 


“ — ев т 
п `1.2.8.. #х1.0.3.. (т— №) 


ТрорЕмА. Ироизведене ряда натуральныхь чисель отз 1 40 т 
вседа дълиится на произведеще 1.2.3....К, на произведене 1.2.3 
.... (п — К) и на произведеще этизхь двухъ произведений , полагая К < т. 

721. Свойства сочетанй. 1. - Число сочетанй изъ т букчъь по Ё равно 
числу сочетанй изь т буквь по т— , т.е. Ст. 

Въ самохъ дл, пе формул ГМ имемъ: 

0" и й а в. 
п РР. ь т рые 
откуда прямо слёнуеть равенство 0“ — 0” ^. 
Можно доказать эту теорему еще такъ. Выбравъ изъ 2% букв как нибудь 


. А 
& буквъ, мы соетавимъ изъ нихъ одно вочетан!е группы С 


п; Но остальныя т — # 
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буквъ дадуть, своей совокупностью, одно сочетане групны С”-*; такимъ обра- 
зомъ всякому члену группы 6" соотвётствуеть одинъ членъ рн с” и 
обратно: слФд. число членовъ обфихъ груптъ одинаково. 


ЦП. Число сочетаний изъ т буквь по Ъ равно числу сочетанй изъ т —1 
буквь по &, сложенному съ числомь сочетанй изь т—1 буквь по К—1; т. е. 


би бы бы. 


Въ самомъ дЪлЪ, по Формужь [У можемъ написать: 


С" = 1.2.8....(т — 1) (1 — 1.2.3....(т — 1) , 
т-1—1.9....#.1.9.... (ти й т 12...@—1.12.т—№Ю 
Складывая, находимъ: 
к | ИИ 1.2.3... (т— 1) 1 1 \. 
Са бы. ЕЕ РУ а Рая 
7% 
и а Г, 
Е а — 1.2.3. ..(т—1.т и. 
обД. бы, би ПП. вхта ив 


Теорема эта можетъ быть доказана иначе. Члены группы ид могутъ быть 
разбаты на дв части: пусть первая содержить вс тё сочетая, въ которыя 
не входить буква а; ихъ число будеть С“ „. Другая группа будеть содержать 
сочетая съ буквою а. Вынеся въ нихъ за скобки букву а, получимъ въ скоб- 


кахъ, безъ пропусковъ и безъ повторен, веф члены группы 0°^,, составлен- 


ные изъ буквъ 65,с,4,...#,4,1. Итакъ, дАйствительно, число с" есть сумма чи- 
| к—1 
велъ а Ио. 


722. ЗАЦАЧА [. — Вь числь сочетаний изъ 12 буквь а№,6.0.... 05, 
сколько такихь сочетанй. каждое изъ которыть содержало бы 3 опредълен- 
ныя буквы, напр. а,В,6? 


Для ршеня вопроса вапищемъ подрядъ буквы @,,6; кь этимъ буквамъ 
нужно послФдовательно приписывать парныя сочетая изъ остальныхъ 9 буквъ. 


е 9.3 
Искомое число и будеть число парныхъ сочетан!й изъ 9 буквЪ, т. е. т р Или 36. 


ЗАКАЧА П. — Вь числь сочетанй из» ш буквь а0,6,.... по К, сколько 
тажиль, которыя не содержать ни одной изь р опредъленныгь букв а,.6,...? 


Отдфяивъ эти р буквъ, которыя не должны входить въ составъ требуемыхъ 


сочетанй, изъ остальныхъ ж — р буквъ составимъ сочетан!я #-го порядка: ихъ 
число и булетъ искомое, т. е. 


(и —р)т—р-и..: (ТРОЁИ. 
1.2.3. ...В 


ЗАДАЧА Ш.—Вь числь сочетанй изъ т буквь а№,6,... по К, сколько 
такить, которыя содержат, по крайней мъръ, одну изь опредпленныхь р 
буквъ а,6.6,...-2 
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Очевидно, искомое число сеть разность между полнымъ числомъ сочетащй 


лзъ т буквъ по # и чиеломъ сочетанй, не содержащихъ ни одной изъф опре- 
дБленныхь буквъ, т. е. равно 


т(т — 1) (т — 2)... (ШТ (три .. (тор) 
1.2.8... 1.2 3....8 


Соединен1я съ повторенями. 


723. Разибщеня съ повторенями. — Разихщен!я называють яолными пли с 
повторевями, когда буквы въ разифщен!яхь могуть яовторязлься н®сколько разъ. 

Пусть дано #2 буквъ; @,6,6,4,...,й,45. Чтобы составить изъ нихъ двойныя раз- 
фщен1я съ повторенями нужно къ каждой изъ буквъ приписать послфховалельно 


важдую изъ данныхъ буквъ безъь исключен!я; такимъ образомъ получимъ двойныя 
разм щения: 


съ буквою @ въ начал$: 24,06, а, . . . . . ,@,0,0; 
съ буквою В въ началЪ: Ва,66,%6, . . . . . „064,550; 
съ буквою с въ начал: 64,666, . .. . . , 06,65, ит. д. 


Обыкновеннымъ разсуждетемъ докажемъ, что полдученныя этимъ способомъ раз- 
ифщен1я всф различны и не содержать пропусковъ. Легко найти число ихъ. Съ каж- 
дою буквою въ начал имфемъ 7% размфщенй, и кавъ каждая изъ 9% буквъ пооче- 
редно ставится въ началф, то всфхъ размфщен!й будеть т.т или 77?. 

Для составлев1я тройныхъ размфщен!Й беремъ одно двойное напр. аа н припи- 
сываемъ къ нему каждый изъ данныхъ элементовъ безь исключешя; двойное разм%- 
щен!е аа дастъ тройныя: 


ааа, аа, ас, .... . . . „ааа, аб 


двойное разыфщен1!е аб дастъ тройныя: 


аб, 000, а6с, ... . . . , аб, 63,46; ит. д. 


ИзвЪстнымъ образомъ докажемъ, что поступая такъ, ни одного тройваго разм. 
мы че пропустимъ, и ни одного не повторимъ лиш разъ. Чиело ихь опредфлить 
легко. Одно двойное разм$щен1е даеть т тройныхъ; слфд. 7? двойныхь разм щен! 
дадуть т х т? или 73 тройныхъ. 

Вообще число размё щен 7-го порздка, обозначаемое сииволомъ АА» ‚будетъ тг. 
Доказать это значить доказать, что если число разм$ щен! х—1-го пор. есть т” 1, то 
число размёщен!Й порядка т есть т’. Въ самомъ дфлф, послБдюя мы получаемъ, 
приписывая къ каждому разм$щеню г -— 1-го пор. каждую изъ т буквъ; такимъ обр. 
одно размфщен1е ”— 1-го пор. даетъ тж размфщен1й порядка 7, сл$д. т’ 1 разм ще- 
ый г — 1-го пор. дадуть т х т” 1 или т’ разм щен порядка г. 


Примзры. [, — Сколько можно написать трехзначныхь чисель изь девяти цифр 
1,9,..., 92 


Очевидно, столько, сколько можно сдфлать тройныхъ разм щен! съ повторетями 
изъ 9 элементовъ, т. е. 93 или 799. 


П. Окомкими способами мочуть вскрытьсл 3 чиральныя кости (костяные кубики 
съ номерованными гранями)? . 


Очевихно, 63 или 216 способами. | 
724. Перестановки съ повторешями. — Вообразинъ % буквъ, въ числ кото- 
рыхъ буква а повторяется « разъ, ® —В разъ, с— 7 разъ ит. д., причемъ «-- В-- 
23 


— 354 — 


7--. - „равно или меньше т, т.е. что каждая буква повторяется, или что есть и непо- 
вторяющйяся буквы. Группы, получаемыя отъ всевозможныхь перестановокъ этихъь т 
буквъ, называются перестановками съ повторещями; число нхъ обозначають такъ: РР. 

Обозначимъ чиело нхъ буквою х и опредфлимъ его. Въ каждой групп поставимъ 
у = буквъ, равныхъ а, значки 1, 2, 9, ...., «. Переставимъ эти значки всевозмож- 
ными способами; тавъ какъ изъ а элементовъь можно сдфлаль Р„ перестановокъ, то 


получится новая таблица, въ которой будеть х.Р„ групь. Эта таблица содержитъ 


всф перестановкн изъ т буквъ, въ числф которыхъ В буквъ равны 6, 9 буквъ равны 
с, .... а друмя различны. Въ самомъ дфлЪ: 1) важдыя дв» группы этой таблицы 
различны, ибо если они получаются изъ одной и той же группы первоначальной 
таблицы, то разнятся порядкомъ значковъь 1, 2,...., 9; а если происходять отъ 
двухъ различныхъ грувиъ, то отличаются порядкомъ буквъ. 2) Какое угодно перем$- 
щен1е изъ 2% буквъ, въ которомъ 8 буквъ равны 5, 9 равны с, ...., остальныя же 
буввы различны, находится въ этой второй таблип%; ибо если въ этомь перемфщен!и 
уничтожить значен 1, 9, .,.., а, то получныъ групоу первой таблицы; а, по пред- 
положен1ю, буквы а въ этой групи% были снабжены индексами 1,2,...., “и 1п0- 
сл дне перемфщены всевозможными способами. 

Залфмъ въ каждой групп» 2-ой таблицы поставимъ у буквы $ значки 1,2, 3,...., В 
и перемфстимъ эти значки всевозможными способами; получится 3-ья таблица, число 
членовъ которой равно х.Р.. Рв . ВБакъ и выше, докажемъ, что эти члены суть 
перемфщен1я изъ жж буввъ, въ числ которыхъ / буквъ равны с ит. д. 

Продолжая такимъ образомъ, получныъ перемфщеня изъ 2% буквъ чиеломъ 
&.Р.. Рв $ Р. .... Но когда всВ равныя буквы замфнятся неравными, то обра- 


зуютея перемфщеня изъ % буквъ, безъ повторен!й; число тавихь перемфщев!й равно 
Р». Итавъ: 


: Р 
т.Р. .РВ.Р....- = Ри, ОТЕуДа ре ИЕ 
В . 1.2.4... ..т . 
1.9 ..ахт.9.-. .ВХТ.®. - хе. 


ПримьРы: Г. Околько можно составить пятизначныхь чисель цифрами 3 и 5, 
1435 которыль первая повторяется 9 раза, вторая 3 раза? 


1.2.3.4.5 


Искомое число, очевидно, есть т. е. 10. 


т... 98” 
ПП. Какъ велика сумма цифрь в0 всъхь перемпщетяхь изъ цифръ 129334? 
Число вофхъ пореифщенй = ^°) — 180; въ каждомъ перемфщени сумма 
з 12 


цифръ — 15, сяфд. во всфхъ перемфщеняхъ она — 15 х 180 —2700. 
Ш. Вь урнъ 10 шаровь: 3 бълыль, 4 красных, 2 черных и 1 син. Околько 
можеть быть перемющшенй изъ эпить щшаровъ? 


Число искомыхъ перемфщен!й — а вы 12600. 
Р.. Ра. Ра 
725. Сочетая съ повторенями. Имя ж данныхь буквъ а, Вс, @, ..., 
аа 6 ее . . йП #, + и взавь букву а, приесоединимъ Еъ ней пооче- 
аб а - .|йЙ редпо всф буквы, не исключая и буквы а; затВмъ къ в 
ав . >. < 


прнесединнмъ послфдовательно всЪ слфдующя за ней 
ми буквы и самую букву 0; къ с— вс® за ней слЗдующя 
два и с, ит. д. Получимъ группы, различаюлияся, по край- 
и Ы ней мЪр%, однниъ элементомъ и называемыя сочета- 
@ мями изь т буквь 2-0 порядка съ повторещями. 
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ЗатВмъ, взявъ каждое сочетаве 2-го порядка, принишемъ къ нему букву, кото- 
рою оно оканчивается и каждую изъ сл$дующихъ буквъ; составимь труппы, разня- 
пияся, по крайней мфрф, однимъ элементомъ 


ваа в . .‹. Шиш 6 : . 
О ат о п образующая сочетаня изо то элементов 
дав: 2 оз 8-ю порядка съ повторещями, и т. д. 
. о Вь простыхъ сочетан1яхъ порядокъ & быль 
. о ое необходимо < т; въ случаЪ сочетанй съ по- 
Е К вторен!ями порядокъ ихъ м. б. какой угодно 
ай в . . . ы ен: 


т. е. Ё можеть быть 3 т. Напр. изъ двухъ 
буквъ @ и $ сочетания съ повторенямп могутъь быть и 3-го, и 4-го и т. д. поряд- 
ковъ; такъ полныя сочетан!я 3-го пор, изъ двухъ буква @ и 6 будутъ: ааа, аоб, 
50, 60%. 

Пусть требуется найти число сочетан!й съ повторен1ями изъ т буквъ а, 6, с, ..., 1 


порядка К. Всякое такое сочетане м. б. изображено одночленомъ а“ 8... А, 
ТД «, В,..., суть т цфлыхь, положительныхь или равныхъ нулю, чиселъ, ко- 
торыхъ сумма —. Вефхъ сочетан!й будетъ столько, сколькими способами можно 
распредфлить Ё единицъь между м числами, нульными или положительными. Чтобы 
представить одно изъ такихъ распредфлен1й, расположимъ въ рядъ ж— 1 какихь 
либо знаковъ, напр. 0; зат$мъ напишемъ единицы числа « передъ первымъ 0, еди- 
ницы В въ первомъ промежутЕЪ и т. д., наконець, единицы числа Х за послфхнимъ 
0; не ставя ничего, еели показатель есть ноль. Такамъ образомъ получатся группы 
въ родЪ: 0.110... .01, состоящля изъ К единиць и тж — 1 раздФхлительныхъ зна- 
ковъ. Сочетав1Й столько, сколько груптъ этого рода, а число этихъ групиъ есть 
число перемфщенй изъ ж-|-— 1 буквъ, въ числ которыхъ находится  единидъ 
и т—1 значковъ 0. Тавимъ образомъ, назвавъ искомое число сочетан!й чрезъ® 


60% ‚ получимъ: 


: 1.28 ыы &—1 
вск — (ш-- ) ай 
т 1.3.3...(т—1)х1.2.3...Ё 
Эту формулу можно представить въ другомъ видЪ, сокративъ на1.2.3.. (т—1); 


найдемъ 


т\(т -|- 1)(®-- 2)... .(т-— 1). 
сс = те ОНО - ВА 


Напр., число тройныхъ сочетаний съ р изъ 4 элементовъ будетъ: 
3 _ 4.5.6 


00 = --=90. 
4 1.2.3 
726. Иногда можно упрощать опредфлевше числа сочетавЙ съ повторев!ями при 
помощи соотношеня: . 


13 1—1 
= Об соевое» 0 
Въ самомъ дфлЬ, на основан формулы (1) имжемъ: 


р: Е и 60" 1.2.3... (ии = 
о 1 а к — 1.2 о ..й 
& эти дроби равны. 


ом 


Напр., 669=00° = ЕН = — 66. 


Я217. Примзрьъ. На сколько способовъ мозуть вскрыться 9, 8,... лиральныя кости? 
На столько, сколько существуеть парныхъ сочетанйй еъ повторешями изъ 6 эле- 
6.7 


2 
ментовт, т, е. на СС, === 21 способъ. 


— 
. 
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.7Т.8 ы 
г ов — 56 способовъ. 


3 
Три кости могутъ вскрыться на СС, — 


728. Задачи. 


1. Сколькими способами могуть размфетнться 30 учениковъ въ класс? 


2. Сколько различныхь чиеелъь можно составить изъ цифръ 1,.2, 3, 4, 5, 0, 
полагая, что каждая цифра должна находиться въ каждомъ чисел, но только 1 разъ? 
Числа, начинающияся нулемъ, не считаются. 


3. Сколько перемфщев1й можно составить изъ словъ: Филиить, Сатасаз, №8518 1, 
исопзииоттеПетен? 


4. Сколько перемфщен!Й можно сдфлаль въ произведени @а367с? 

5. Изъ 7 буквъ, въ чиелЪ которыхъ есть нфсколько а, можно сдфлать 210 раз- 
личныхь словъ. Сколько разъ входить буква а? 

6. Число размфщенй изъ ® предметовъ по 8 относитея къ числу размёшщевй 
изъ тфхъ же предметовъ по 4 какъ 1:20. Найти я? 

. з 

7. Опредфлить 9% изъ соотвошев!я т: А„ = 1: 240. 

8. Сколько четырехзначныхь чисехь можно составить: 1) изъ цифръ 1, 2, 3, 4; 
2) изъ цифрь 1,2, ..., 9? Вь томъ и другомъ случа цифры могутъ повторяться. 

9. ОпредЗлить полное число разм$щев!Й безъ повторей изъ 16 предметовъ по 
одному, по два, ..., по 16? 


10. Доказать, что полное число разифщев!Й съ повторенями изъ т предметовъ 
"—1 
ло 1, 02, .. по т равно т... 
’ ’ ’ р т—1 
Е 8 з 
11. Найти ® изъ соотношев1я АА, : АА, — 537824. 


12. Полное число разм щен! изъ р предметовъ всЪхъ порядковъ отъ 1-го до 8, 
съ повторенями, относится къ полному числу размфщен! 1-го, ..., 4-го пор., 
съ повторевлямн же, какъ 1297 : 1. Найти 2. 


13. Сколько различныхь произведен!й можно составить изъ натур. чисолъ отъ 2 
до 13, перемвожая эти числа по 3? 

14. Купець, имфя 8 сортовъ кофе, хочеть сдфлать изъ нихъ смфси, соединяя 
эти сорта по-ровну, употребляя по 3 сорта на каждую смесь. Сколько различныхЪ 
смф$сей можетъ онъ составить? 


15. НЪвто имфеть 5 брюкъ, 8 жилетовъ и 7 сюртуковт. Въ сколькихъ различ- 
ныхъ костюмахъ можеть онъ являться? 


16. ИмМется 7 различныхь предметовъ. Какого порядка число сочетавЙ изъ 
нихъ будеть напбольшее? 


4 2 
97. С.2:С, = 1:1; найти 8? 
18. Акщонерное общество, состоящее изъ 40 купцовъ, 20 адвокатовъ, 30 про- 
мышленниковъ, и 10 врачей желаетъь выбрать изъ своей среды коммпесшо, въ составъ 


которой вошли бы 4 вупца, 3 промышх., 1 медикъь и 2 адвоката. Сколькими епо- 
собами можеть быть составлена коммисс1я? 


19. Доказать, что 607 —=06?_„- ССР". Затфмъ, вывести отсюда формулу 
СОРА СС СС... .-062 =667”", паи 


1.2.3...р--2.3.. (р-Ни-....Нт@-Н1)....аи-Ер—1) = теб. 


В 
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ГУТ АРА З>ЕЛГГ. 
Биномъ Ньютона. 


Выводъ формулы бинома Ньютона для цфлаго положительнаго показателя.—Свойетва 
этой формулы.--Стенень пелинома.— АриеметичесьЙ треугольникъ Паскаля.— Задачи, 


729. Произведене биномовъ (ха) (2-1 5)....(5-- 1) (2-9). Прамымъ 
умноженемъ находимъ: 


1. ао не 


той. 
2 (па) «(а о=а-ра И о 
-ь -Нас ь 
+ | ы 


3. (а а)& Рис )(а- а) =я-а 2-4 -- ав: | & ве. 
+ь| Ч ае| 

| аа а, 

а 9 а) 

а! 

- са | 


ит. д. 


Внимательное раземотрн!е этихъ произреденй обнаруживаеть слфдующие 
законы ихъ состава: 

1) Число членовъ каждаго произведеня единицею больше числа перемно- 
жаемыхъ биномовъ. 

2) Каждое произведен1е расположено по убывающамъ степенямъ общей буквы 
2 биномовъ,` причем; показатель буквы х въ первомъ членз равенъ числу 
перемножаемыхъ биномовъ; затЪмъ показатели х идутъ постепенио уменьшаяеь 
на 1, до послфиняго члена, который не содержитъь буквы х, или, что тоже, 
содержитъ х въ нулевой степени. 

3) Воэфоищентъ перваго члена равенъ 1; коэф. 2-го члена ревенъ суммЪ 
вторыхъ членовъ биномовъ, или, что тоже, суммЪ сочетанй перваго порядка 
изъ вторыхъ членовъ; коэе. третьяго члена равенъ суммЪ двойныхъ сочетанй 
изъ вторыхъ членовъ; коэф. четвертаго члена — сумм тройныхъ сочетан!й изъ 
вторыхъ членовъ, и т. д. Наконецъ, послёдн! членъ равенъ произведен!ю вто- 
рыхъ членовъ вефхъ биномовъ. 

Докажемъ общность этого закона. Для этого, допустивъ, что законъ вфренъ 
дня т —1 бинома, докажемъ, что онъ останется вфренъ и для произведеня, 
содержащаго однимъ биномомъ больше, т. е. для 7% биномовъ. 

Итакъ, пусть будуть ха, х-РЬ, ас, ...., Я-А, ет 
т —1 биномовъ, для которыхъ, яо допущеню, вышеуказанный законъ в%- 
ренъ. Обозначияъ символами: 9,— сумму вторыхъ членовь этихъ биномовъ, 
5, — сумму цвойныхъ сочеташй изъ нихъ, 5, — еумму тройныхъ сочетанй, 
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вообще, 5, — вумму сочетан!й # го порядка, и 5„, — произведене вофхъ вто- 
рыхъ членовъ. По допущеню, произведене этихъ ж — 1 биномовъ дасть; 


(#-Н а) (#-5) («- <)... (в-Н (а-я =” Бат Вы" Бат .... 
ба В, а"... Вина. 

Введя зи-го множителя х-|-1, найдемъ отсюда: 

(«р а)(=-Н 5)... И (НИ ==" В, | 5%" 5, ие |5, |"*.. 
1 5, 1 Е 5 ви. 
... Е бь |2 а... бил 
о 

1. Видимъ, что показатель буквы х въ первомъ числ равенъ числу т 
перемножаемыхъ биномовъ, что въ слФдующихъ членахъ показатели буквы 2 


идутъ, послфдовательно уменьшаясь на 1, до посл дняго члена, гдф этотъ п0- 
казатель есть ноль, т. е. гдф х не входитъ. 


2. Изъ закона показателей прямо слфдуетъ, что число членовъ произведе- 
ня равно ж-|-1, т. е. на единицу больше числа биномовъ. 

3. Коэофищентъ перваго члена есть 1. 

Коэе. втораго члена составленъ изъ суммы 8, вторыхъ членовъ первыхъ 
т— 1 биномовъ, сложенной со вторымъ членомъ { т-го бинома; зсл®д. онъ 
равенъ сумм вторыхъ членовь всфхъ т биномовъ. 

Коэф. третьяго члена составляется изъ суммы 5. двойныхъ сочетавй вто- 
рыхъ членовь т— 1 первыхъ биномовъ, сложенной съ произведешемь 5,7 
суммы вторыхъ членовъ этихъ же тж —1 биномовъ на второй членъ Г посл - 
няго 7-го бинома; другими словами, этотъ коэф. сеставленъ изъ суммы такихъ 
тройныхъ сочетавй 2 буквъ, въ которыя не входить 7, | сумма тройныхъ 
сочетанй т буквъ, въ которыя входить 1; а это даетъ полную сумму трой- 
ныхъ сочетан1й изъ 2 буквъ. 

Коэф. четвертаго члена равенъ суммф 5, тройныхъ сочетанй изъ вторыхъ 
членовъ первыхъ т — 1 биномовъ, сложенной съ произведенемъ 5,7 суммы 
двойныхъ сочетаншй тьхъ же буквъ на новую букву { введеннаго бинома; дру- 
гими словами, этотъ коэф. составленъ изъ суммы тройныхъ сочетаний вторыхъ 
буквъ и биномовъ, сочетан1й, не содержащихъ 7, -Р сумма тройныхъ сочетанй 
изъ тьхъ же буквъ, но содержащихъ [; это даеть полную сумму тройныхъ 
сочетав1й 2 буквъ. 

Вообще, козе. при 2” или коэф. (#-Р 1)-го члена составляется изъ суммы 
3; сочетаний #-го порядка вторыхъ чяеновъ первыхъ т — 1 биномовъ, -- про- 
изведене 3,_,. Г суммы сочеташй (# — 1)-го порядка изъ тЪхъ же членовъ на 
второй членъ { новаго бинома; т. е. этотъ коэф. слагается изъ суммы с0ч6- 
тан!й А-го пор. вторыхъ буквъ т биномовъ. сочетанй, не содержащих 2, -- 
сумма сочеташй Х-го порядка изъ тфхъ же буквъ, но содержащихъ 7; это даетъ 
полную сумму Х-хъ сочетан!й ю буквъ. 

Наконецъ, такъ какъ 5„_. есть произведене вторыхъ членовъ % — 1 пер- 
выхъ биномовъ, то 5„.,Г есть произведене вторыхъ членовъ эй биномовъ. 

Итакъ, законъ, допущенный для тж — 1 биномовъ, оказывается вЪрнымъ 
и для произведеня, содержащаго однимъ биномомъ больше. Но мы непоеред- 
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этвенно доказали его для четырехъ биномовъ; слёд. онъ вфренъ и для 5; бу- 
лучи вФрнымъ для 5, вфренъ и для 6 биномовъ, и т. д.; елфр. онъ вфренъ 
для какого угодно числа биномовъ. 


730. Формула бинома. Итакъ, имфемъ тождество: 
#--а)(-- (2-6)... Е (а И = м” 8" Буа" Будте -|- .... 
бека пене 


нолагая, что число биномовъ есть #7. Приэтомъ: 


$, =а- ес... . В [ Для вывода изъ этого тождества Фор- 
В. =а6--ае-- . .--9; | мулы бивома, т. е. (2 а)", стойтъ 
5, = а6е- аа а: И т только положить, что во везхъ т би- 
о О ооо иа а=6=—6=....=%==$7. Шервая часть 


3, = абс .... $-- абс .... В .... тождества обратится въ (х-- а)”. 

ь Нее ЗатЪмъ, найдемъ, что: 

РА 0 крис 3$. | 5, =а-а-атк.... 94; 
а 


какъ вофхъ слагаемыхъ здфеь 2, то 5, —= жа. 


а И ак аь номахъ вторые члены равны, т. е. что 


8, =ж-а Ра... .--а?; причемъ слагаемыхъ здфеь столько, 
: (т — 1). 
сколько двойныхь сочетаый изъ т олементовь, т. е. 75; 65. 
т(т—1) чз 
в 9.8. 
5. =@--@--....--@; причемъ а? повторяется слагаемымъ столько 
: т (т—1)(т—2) 
разъ, сколько сеть тройныхъ сочетанйй изъ р элементовъ, т. 6. оао; 
т (т — 1" — 2), 
такъ что 5, = тов 
Вообще, 5, = а--.... Ра; причемь слагаемымъ а” берется 


столько разъ, сколько есть сочетавй #-го порядка изъ т элементовъ, т. е. 
т(т—1)(т— 2)... . (тЫ ЕП. т(т—1).. ии" 
ОМИ О 
Наконецъ, 5„=а.а.а. .. .а, гд6 а повторяется множителемъ тж 
разъ; слЪД. Э„==а”. 
Такимъ образомъ, тождество (1) беретъ видъ: 


(х -- а)" —2"-- таз"- ее 1) алиса "т и Ш— В) 2) азхт- -. 


а пы о > аи. д... 

Это и есть знаменитая Ньютонова формула бинома; пока она доказана 
нами для случая возвышен!я бинома въ какую угодно степень чтьлейо #0ло- 
жительнало порядка. Вторая часть ея называется разложенаемь первой. 

731. Свойства хормулы бинома. Формула бинома обладаеть слёдующими 
замвчательными свойствами: 

Г. Члены ея расположены по убывающимъ степенямъ буквы д и по воз- 
астающимъь буквы а, причемъ показатели буквы х идутъь посяфдоватечьно 


и сл. 8, = 


зе ВеОа 


уменьшаясь на 1, начиная отъ т и До нуля (въ послфднемъ член), а пока- 
затели буквы а идутъ, послфдовательно увеличиваясь на 1, отъ (0 (въ первомъ 
членф) до 92; сумма же показателей при хи а постоянна и равна, въ каждомъ 
член%, показателю 7 степени бинома. 


П. Число членовь равно т-- 1, т. е. единицею больше показателя бино- 
ма; это непосредственно видно изъ закона показателей. 
Ш. Коэооищенты бинома суть: 


т(т— 1) т(тр—1)(т— 2) т(т — 1)....(т — ®-Е 1) 
ВИ И а 


т, т, о" 1.2.3 ЕСИ: НОЯ 


7. 1, 


т. е. коэффииенть первало члена равень 1, а коэффициент» членовь, начиная 


с0 вторало, суть числа сочетанйй мзь т элементовь порядка, равнало числу 
предшествующихь членовъ. 


Г\. Обыкновенно (#--1)-ый членъ, Формула котораго есть 


__ (т — 1)(т— 2)... .(т—Е- 1) ки 
Тин = 1.2.3. -. (ЕР в ”, 


называется общимь членомь разложеня, потому-что изъ него можно получить 
веЪ члены разложеня, начиная со 2-го, полагая # равнымъ посл®довательно 
1,2,3.4,.....т. Въ самомъ дфл6, полагая 


т 
&—1, находимъ Т. = 194", а это есть второй членъ; 


т — 1 | 
в. « И Поля, т. е. трей членъ; 


—1 —2 
#9, ‹ = ти тж) а", т. ев. четвертый членъ; 


ооо О ЗВ . о С НИК ЗК о 


т(т — 1)(т — 2)... .2.1 
#=т; ‹ | — ыы 5 и В — а" — а", а 910 — 10- 


сл членъ. 


Такимъ образомъ для полученя изъ общато члена — какого угодно члена 


разложения нужно только положить & = числу членовъ, предшествующихъ опре- 
дЪляемому. 


\. Коэффищенты членовь крайнихь и равно—удаленныхь оть крайних 
равны между собою.—Въ самомъ дфлЪ, коэ-ты 1-го и послфдняго члена рав- 
ны 1. Затбмъ, возьмемъ члены: #-|- 1-й отъ начала и #-- 1-Й отъ конца. По 
свойству Ш, коэФопщенть перваго изъ этихъ членовъ равенъ числу сочетанй 
® го порядка изъ и элементовъ, т. е. 6". Замфтивъ, что отъ послфдняго по 
&-- 1-го члена оть конца, включительно, имфетея &-- 1 членъ, а вефхъ чле- 
новъ т --1, закиючаемъ, что (#--1) му члену отъ конца предшествуетъ 
(ъ-—-1) — (#-- 1) или ж — # членовъ, а потому его коэФ., по пунк. Ш, ра- 
венъ (и ". Но мы знаемъ, что 0% = 0" ^ ($ 721, 1). 


УТ. Если показатель жесть число четное и — 20, то число членовъ разло- 
женя будетъ нечетное 2р-|-1, а потому въ срединЪ разложеня будетъ коэо- 
Фищентъ не повторяющиеся, еъ обфихъ сторонъ котораго козефищенты равны 
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и расположены въ обратномъ порядЕкЪ. Очевидно, въ этомъ случа придется 
вычислить д 1 коэФФищентъ. 

Если же показатель 2 есть число нечетное, напр. 2р--1, то число чле- 
новъ будеть четное и —=2р--2; коэвФищенты второй половины будуть тёже, 
что и въ первой, но расположены въ обратномъ порядкЪ, а въ средин® разло- 
жешя находятся рядомъ два равныхъ коэфоищента. Вычислить придется поло- 
вину, (р--1), вефхь коэфоищентовъ. 


УП. Вычислен!е членовъ разложеня сл®дуетъ вести по сяфдующему пра- 
вилу. Подетавивъ въ Формулу #-- 1-го члена 


_тт— 1. ВЮ аж. 


Тя = Тб. Е рае) 

&—1 выБето #, на основав п. Г\№, найдемъ к-ый членъ 
"тп... ИВ в, —ь+1. | 
т И аа” НИНА 


Раздфливь (1) на (2), получимъ 


т. 1 = 1 
в вх ие откуда Ты Тк ха... (3) 


Итакъ: чтобы изь #-0 члена вывести (В--1)-й члень, а коэффииенть 
й-10 помножить на показателя т— &--1 буквы 2 в5 этомь членъ и раздъ- 
° дить на число & членовь, предшествующихь опредъляемому; затъмь показа- 
теля буквы а увеличить на 1, а показателя буквы х уменьшить на 1. 


Примъры. 1) Разложить (1 - а)". 


Число членовъ —7--1=8; поэтому, вычисляемъ 4 коэФоищента, а дяя 
другой половины разложен!я ставимъ т8-же коэф-ты въ обратномъ порядк®. 


7.6 
Найдемъ, прим®няя правило УП, первые четыре члена: 27 -- 7ал* + 5-41? 


+ ами, или 2" -|- 7а2°- 21а?2°-|- З5а°х‘. Вее разножене будетъ: 
_ . а) = 2 -| Та -- 31а? -|- З5азай | 35/3 -- 21а -|- Таз -На. 
2) Разложить (2 а). 


Е 8 
Вефхъ членовъ 9; вычиеляемъ 5 первыхъ: два та 6 -- 


и а 551 99., ини * -|- 8ая7 -- 2647" -- 56а" - 70а*д". Вее 
разложен!е будетъ. 
| (я-а) А ваз? 28а75-|-ббазд?-70ол + 5ба743-- 937 Зале-рал. 


УШ. — Еоэффишенты идуть увеличиваясь 90 средины разложенля, а за- 
тльмь уменьшаются. 


Соотношеше (3) пунк. УП показываеть, что коэефищенть #-|- 1-го члена 


нолучается изъ коэф-та #-го члена умноженемъ на дробь —— . Савд., 
когда этотъ множитель >> 1, коэвфищентъ (#-|-1)-й будетъ о #-го; когда 


—& 
а будеть —1, оба коэф-та будуть равны; наконедъ, при ^^ в = < 1. 
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послфдующЙ коэе-ть будетъ < предшествующаго. Опредфлене, при какихъ К 


в—В--1 . 
множитель о будеть >1, приводится къ ршеншю, относительно К, 
неравенства 
т— Е 1 


Е 1, откуда, замфчая, что # > 0, имфемъ: в". а (1) 


Различаемъ два случая: 2 — число четное, 22 — нечетное. 


Первый случай. — Пусть т число четное и —2р. Всфхъ членовъ въ раз- 
ложени будетъ 2р-|- 1; одинъ изъ нихъ занимаетъ среднее м%сто: тотъ, передъ 
которымъ находится р членовъ, и за которымъ слёдуетъ р членовъ, т.е. р-|- 1-й. 
Подетавивъ въ нер. (1) 2р вместо ®и, найдемъ 


1 
о 
1 
№ есть число чмьлое, и оно должно быть меньше р---„; это можеть быть при 


&—0,1,2,3,...., 6: т. 6. коэФфищенты возрастаютъ отъ начала до р-|- 1-го 
включительно, т. е. до средняю, который и будетъь наибольшей. Изъ п. \ за- 
каючаемъ, что дальнфйние коэф-ты будутъ идти уменьшаясь до конца разложе- 
щя. Итакъ, въ срединЪ разложеня находится одинь чденъ съ наибольшимь коэ®- 
ФИиЩентомъ. 


Второй случай. — Пусть т— число нечетное и —=2р-- 1. Число членовъ раз- 
ложев!я будеть 2р-|-2, такъ что оно распадается на дв половины по р-|-1 
коэФФищенту въ каждой. Неравенство (1) даетъ 

в<р-1, 
откуда слЁдуетъ, что для полученя возрастающихъ коэофищентовъ надо давать 
К значеня 0,1,2,....,р; т. е. коэФеищенты идутъ возрастая въ первой по- 
ловинф строки. Если затЪмъ дадимъ & значение В для вычисленя перваго 


о 


`` обратится въ 1; 


коэФ-та второй половины разложеня, то множитель 


слЪк. (р--2)-й коэе. = (р-|-- 1)-му (что слБдуетъ и изъ р №). 

Итакъ, при 22 нечетномъ, въ средин® разложеня находятся 0ва равные 
коэффииента рядомь, больиме остальных. 

ГХ. Сумма всъьжь коэффищентовь разложешя (2-|- а)” вседа = 2". Въ 
самомъ дВлЪ, положивъ въ формул бинома 5 —а-==1, замфтимъ, что первая 
часть обратится въ 2”; а во второй части всф степени буквъ а и 2 обратятея 
въ 1, такъ-что въ этой части останется сумма коэофищентовъ; именно: 


Е и Пи 5... зат 


Примъчаще. Замфтивъ, что коэФФищенты, начиная со втораго, суть числа 
сочетанй изъ ж элементовъ порядковъ 1-го, 2-го,..., т-го, и перенеся 1 въ 
первую часть, можемъ предыдущее равенство написать въ видЪ: 


Он: ВОО, 


Это значить, что полное число сочетан!й изъ 9% элементовъ, порядковъ отъ 
1-го До зи-го, равно 2” —1. 
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Х. Разложен1е (1 —а)" получается изъ (&-- а)” подстановкою (— а) вм$- 

сто а; такимъ образомъ 
(аа) (аа т(-ада"- те 1) ата... (— а)" 
нате Ор о О 
Очевидно, всф члены съ четными степенями (— а) дадутъ знакъ -|-, съ не- 


четными же знакъ —; поэтому знаки разложен!я чередуются. Посл днему члену 
при 72 четномъ предшествуетъ (--), при т нечетномъ (—). Общий членъ будетъ 


—_ тт—1. .(т—&--1) а, 
Тьы = 1.2. . ий 


тд нужно брать знакъь -- при Ё четномъ, и — при  чечегномъ. Но если 
замфтимъ, что —@—=—1.а, откуда (— а)* =(—1)*.а^, и что это произведе- 
не само с0бою принимаетъ знакъ (-|-) при # четномъ и (—) при нечетномъ %, 
то, очевидно, цфлесообразнЪе дать общему члену видъ 


Бы В об Зы 
Та. о С" Г Е. дым 


подъ которымъ онъ самъ собою прянимаетъь надлежащй знакъ соотв тетвенно 
велкому частному значению Ё. — Шодобно этому и поелфднему члену = а” цфле- 
сообразнЪфе дать видъ: -- (—1)”.а”. 


Такъ, общий членъ разложеня (1 — 2)* будетъ 


.. .200—№ 
тЫ 


ХГ. Если въ ФормулЪ (©) положить х==а=1, то она даетъ 


0—1 —ж-|- т" ит т 2) , 


или, собравъ положительные члены въ одной части, а отриц. въ другой: 


и го т(т— 1)(т— 2)(т— 3) — 
1-- те парит И 


т, е. сумма коэффиидентовь нечетныль мъсть равна суммь коэффищентовъ 
четныхь мъсть. 


Примъчанае. Напивавъ посл днее равенство въ видф 
2 4 6 1 з 5 
И В а о а а : 


заключаемъ: если изъ 2 предметовъ составить сочетан!я всфхъ порядковъ отъ 
1-го до эт-го включительно, то число сочетанй, въ составъ которыхь вхо- 
дитъ нечетное число предметовъ, единицею больше числа сочетан!Й четнаго порядка. 
732. ПримзрРЪ. — Разаожить (71а — 3а6*)з. 
Положивъ 745 — и, 36 —%, имфемъ: 


Вия — лия 59% — 9 


(и — = и — 5-5 
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Подетавивъ вмфето ии © ихъ величины и выполнивъ вс вычиеленя, 
найдемъ: 
(7475 — 346") =1680741%5 — 36015а°58 -- 3087057 — 13230763 -- 2835465% 
— 243 а. 
733. Степень полинома. Практичесяй премъ для разложенйя стелени полинома 
заключается въ томъ, что въ выражен (а--6--с....)” разсматривають 0-[с-|-.... 
кавъ одну букву» п ло формул бинома разлагаютъ [а-|- (6-е -- ....)]". Въ разло- 
жеве войдутъ различныя степени (6--с--....); надъ этимъь выражешемъ опери- 
рують такимъ же точно образомъ, разсматривая (с-|-@--....) какъ одну букву; 
продолжая тавнмъ образомъ, получаютъ требуемое разложен!е. 
Отыщемь общ зленъ разложеня (а -ера-+....)”. Положивъ 
Б-Р е[а--....=4, имфемъ (а-РЫ-Реа--....)"=(@- =)” = (в--а. 


Обозначивъ этотъ общий членъ буквою Х, имфемъ: 


— т(т—\... тп, т лы 1.2.3... т ри 
а 1.2.3.1 И ВЕ 1.2....7.1.2....(т— г) ет 


Здфев 2"-" — (6-Ре-ра....)"" — (-Ру)"-" = (у-Р6)"-", полагая с а-|.... = 
Разложене (у--5)”`" содержить м —--1 чженовъ; назвавъ общай членъ его, 
содержащий а”, буквою У, можемъ этому члену, согласно (1), дать видъ 
1.2.3... .(т— и) 
1.2....7.1.9.... (ия) 
Подставивъ въ (1) на м%сто х”`” общий членъ У этого выражен1я, найдемъ 
1.2... ли. 1.2....(т — г) 
].2....^.1.2....(т— 7). 1.2...4”. 1.9....(т—т— и) 
или, сокративъ коэффищенть на 1.2... .(т—”): 
1.2.3... .т 
1.2....7. 1.2... 1”. 1.9... (тт — т) 
Выражен!е это представляеть всЪ ть члены искомаго разложен]я, которыя со- 
держать а’ и 5". Въ немъ у "= (е--а-е-+. у" — (2-0) “", 
полагая в=а--е--. 
Разложене (2-|- в)"- = имфеть ж—7—17”--1 членовь; назвавъ общ его 
членъ, тоть, передъ которымъ находится 7” членовъ, буквою /, получимъ 
1.2.3... (т—и— 7) 
12....м.1.2.3, 4. (ищЩиШЩи и) 
Замфнивъ во (2) выражеше у"-"" его общимъ членомъ 7, имфемъ 


х— 1.2... ит. 1.2....(т—г—и) се ато" ати 
2....т.1.2....^'.1.9....(тр— и ).1.2..4.7”. 1.9... (тии) 


или, по сокращен: 


№ == 


У —= 


т т-г-г/ 
К . 


Х— 


г р" ти . 


х = А ао, 


УГУ 
тр’ат-г-г-т". 


й = 


1.2.3... т 
1.2...67. 1.9". ний, В. (ти — 9") 


ато" с" ат-г-" —г!! 


ит. д. 
Если бы полиномъ ныЪль только 4 члена, то быль бы 2—4, и если обозначить 
т—т— 7" —»" буввою 7”, то общий членъ разложешя (а Ь--с-- 4)" былъ бы 
1.2.8... .т 
о Е АБ ИЕ О 


дв О или а 


Х — 


ИИ 7е! 
тр’ ат м 
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Уесловивщись произведене 1.2... .Ё принимать ==1, когда #—0, можемъ 
изь Х получить ве члены разложеня (а 6-1 с-- а)”, подставляя вмфето 
г, 7," Г" посляфдовательно вс% положительныя пфлыя чиела, удовлетворяющия усло- 
ню ии ии” = т. 

Для получен1я перваго члена, полагаемъ х—, и сл$д. “=” =” 0, велфд- 
стве чего вс произведения 1.2....7”’, 1.9... .7’и1.9... #” обралятся 
въ 1; найдемъ | 

? —_ 1.2.3....т 
1.2.3... .т.1.1.1 


Желая найти члены, солержапие а”\1, нужно положить г — т — 1 и сад. 
ин" х"=1. Приэтомъ получится столько членовъ, сколькими способами можно 
удовлетворить ур-вю 7’-- 7” -|- 7—1 цфлыми положительными числами, со включе- 
в1емъ нуля. Очевидно этому ур-в1ю удовлетворимъ, полагая поочередно каждое сла- 
таемое —1, и приэтомъ каждое изъ остальныхъ двухъ равнымъ 0. Такимъ образомъ 


х а"Ь0с00 — а”. 


1. При “= — 1 беремъ у’ =1 и 7—7” —=0, что дасть 
12... т 


— ж—1 110,70 — ж—1р. 
р ЕЯ Е 


2. При = т — 1 беремъ х”—=1 и’ = г” —=0, откуда, 
1.2....т 

Ва. ...(и—0.1.1.1 

3. Наконець, при ’— т — 1, взявъ г” —=1 и’-—/” —0, имфемъ 
1.2....т 

ЕН не ИЕН 

1.2....(т—1).1.1.1 

Желая найти члены, содержание а”-?, должны въ общемъ членф положить 


г—=т— 2, и слёд. "-"--7"=2. Послфднему ур-ю можно удовлетворить 
6 способами: 


0% -1 600140 — тат-1 с; 


ат 1 606041 — таж-14. 


Ги — и" — 0; 


Я" — иги" — 0. 
т" — 8 их" = 0. 


т — 1, Ри" — 0. 


якоюн 


и — и" — Ти’ = 0. 
6. ими" = 1ии=0. 
Такимъ образомъ найдемъ члены: 
Е = 1.2.3....т =. 


1.2 О О В дв 
2. Х—: 5 а ВЕ тает изя, 
1.2... .т т(т — 1) 
3. Х— т-9 $0048 — 7 -7 а”? да 
о о 
Ен 
Ё4. Хх= а а" 61140 — тт —1)а"-9 Фе. 
1.2....т 
5. Х = Е Е Е ат еИ — т(т—Т)а”- 36а. 
1.2 Г 
6. хХ= азс —т(т— Та" са. 


1.2....(т—2).1.1.1 


Ариеметичесвй треугольникъ Паскаля. 


734. Возвысивъ биномъь «--6 послфдовательно въ степени нулевую, первую, 
въ квадрать, въ кубъ, ...., въ ф-то степень, выцишемъ коэффищенты этихъ 
= разложенй въ горизон- 

тальныя строки. Полу- 


(ау 


1. 1 

р (@РЬ!| 1.1 чится таблипа, содержа- 

3. (&--5)*| 1.2.1 щая въ строкф нумера 

4. |(а--5}| 1.3.3.1 (2-1) коеффищенты раз- 

5. (а 5) [1.4.6.4.1 ложеня (0)-Йй степени 
Г1.5.10.10.5.1 бинома. 


№, 9 й Числа этой таблицы 
: м о т составляють ариемети- 
: о о ческй треуюльникь Пас- 
асы а аа ЗС а каля; они обладаютъ раз- 


1 2 3 р—+ ЗИЧН ы И 
@-- 1. бе отв Вы замфчалельным 
свойствами, изъ которыхъ 


(1) 
укажемъ наиболзе выдающияся. 


1. ПЕРВОЕ свойство: Число, находящееся въ т-й зоризонтальной строкь 
% въ К-й вертикальной колоннъ, равно 


(т — 1) (%— 2)... .(т— ВЕР 
оО: = 95 ОИ т | 


Въ самомъ дфлЬ, по самому построеню Паскалева треугольника, числа 71-й строки 
суть числа сочетай изъ т— 1 элементовъь вефхъ порядковь оть 1 до % — 1-го, 
причемъ въ #-Й колонн этой строки стоить число сочетанй #—1-го порядка; елфд. раз- 
РАЯ (%—1)(*— 2)... (тб п. 

1.2.3....(—0 


&—1 
сматриваемо число есть С т-—1 


: к 
Примъчаще. Когда > т, формула С„ не имфетъ смысла; но можно усло- 
| 
виться, что въ этомъ случа С„ — 0. 
ИП. Второе свойство. 264% взят вь Паскалевомь третольникь три числа 
А, В, Н, расположенныя такъ, ь 


А.В 
Н 


что А нахжодитея непосредственно влъво оть В, а Н непосредственно внизь оть В, 
то Н=А--В. 


Въ самомъ дЪяЪ, если Абу ‚ то В= О: И=С7"; номы знаемъ($721, 1), 


р? 
ТН С -- 01"; обл. И-А-В. 


что С ра = 


ПТ. Тлретьв свойство. Если взять дв% послъдовательныя колонны Паска- 
лева треуюльника 


т 
А ТТ 
В В, 

С С’ 
К К’ 
Е и 
. о 


то О=1-А-В--С-....-К-НГ, т. е. сумма в первыль чисель порядка р 
фавна п-му числу порядка р-Е1. 

Въ самомъ дфлЪ, по второму свойству имфемъ: 

=, ИЕК-К,...., @С=В’-ЬВ, В’=-НА; 
складывая и упрошая, находимъ 
И —1-РА-ЕВ....Е-Г. 

Примъчаще. Числа одной и той же колонны Паскалева треугольника ветр%ча- 
ются въ нёкоторыхъ вопросахъ анализа. Ихъ называютъь фаиурными числами. Числа 
п-|- 1-й колоны называются фуиурными числами п-лю поряджа. Такимъ образомъ 
числа 2-й колонны: 1, 9, 3,... . суть фигурныя числа 1-го порядка; ихъ назы- 
вають также натуральными. Числа 3-й колонны 1, 3, 6, 10.... т.е. фигурвыя 
числа 2-го порядка называють треузольными, такь какъ ихъ числа единиць можно 
расположить треугольниками: 


р . . ? р $ . 5 ит. д. 


Числа четвертой колонны 1, 4, 10,.... или 3-го порядка называють иира- 
мидальными, ибо они выражаютъ числа точекъ, которыя можно расположить въ тре- 
гранномъ углф на параллельныхь пхоскостяхъ. Числа пятой колонны или 4-го по- 
рядка называются треуюльно-треуюльными. 

735. Приложеще. Нолити число сочетанй с5 повторевями изъ т буквь р-ю 
порядка. 

а--ь се + 4--...... Для составлевя сочетанйй  множимъ 

а--ь {се - а-...... а-ое-... самого на себя нфеколь- 
а НЕ вое + РР О ко разъ, причемъ за МОНО принимаемъ 

И а ыы: только члены, находящуеся надъ членомъ 

ЧЕвеваь множителя и лфвфе его. Такимъ образомъ, 

я въ послфдовательныхь произведеняхъ по- 

— о и © ме лучимь сочетан!я съ повторенями 2-го, 
- аа -- 666 Е све | ааа... 3-го, и т. д. порядЕовъ. 


) 
- а6-|- вес | саа--... | Каждый столбець любаго произведе- 
| 
[ 
| 
) 


Соч. 2-го пор. 


—- аа6-|р асс Фаа--... шя содержитъ столько членовъ, сколько 
°- 6е | ааа ихь находится въ верхнемъ столбцф и въ 

—- ас - са столбцахъ съ лфвой стороны предыдущаго 
—аас | 64 произведен!я. Такимъ образомъ изъ способа 

-- аеа составленя произведен видно, что если 

а 1, «, В, 1,.... суть числа членовъ въ 

- ава столбцахъ какого-либо произведеня, то 

-- заа числа членовъ въ столбцахь слёдующаго 


3-го пор. 


Созч. 
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произведен1я будуть 1,1- а, 1-Ра--В, 1-о--В--9,....; а это есть рядъ чиселъ, 
выводимыхь изъ предылущаго по закону фигурныхъ чиселъ. Такъ для сочетав!й 2-го 
порядка послфдовательные столбцы содержать 1, 2, 3, ... . членовъ, или рядь 
фигурныхь чиселъь перваго порядка; для сочетанй по 3 столбцы содержать 1, 3, 6, 
10,.... чженовъ, или рядъ фигурныхь чиселъ втораго порядка. Вообще для соче- 
тай по р числа членовъ въ столбцахъ представляютъ рядъ фигурныхъ чисель р— 1-го 
порядка. Полное чнело сочетанй или членовъ всего произведен1я есть сумма ряда, 
доведеннаго до столькихъ столбцовъ, сколько дано буквъ. Поэтому, чтобы найти число 
сочетан!й изъ жж буквъ по р., нужно взять сумму т фитурныхъ чисель р — 1-го по- 
рядка, илн, по свойству Ш, т-ое фигурное число р-го порядка. Фитурныя числа 
-го порядка находятся въ (р-1)-мь столбиф, который начинается съ (р-|-1)-й 
строки. Начиная съ этой строки надо спуститься на т строкъ, получимъ (р-|-т)-ю 
строку, въ которой беремъ р-|- 1-й членъ. Этоть членъ будетъ ($ 734, Св. 1). 
(тр (тр 2)... т 
1.2.3....2 

Такимъ образомъ находимъ прежде доказанную формулу для числа сочетанй еъ по- 
вторен1ями. 


736. Примъчаще. Теортей соединен!Я занимались уже индШИсв1е математики; въ 
алгебр Баскары ланы праввльныя формулы для опред лен!я чиела различныхъ соеди- 
нен!Й. Ариеметичесвй треугольникъ быль извстень уже китайскимъ математикомъ 
ХГ етолЪ1я, а затЪмъ вновь найденъ былъ Паскалемъь въ ХУП столЪ и. Формула 
бинома дана Ньютономъ въ 1676 году. Она вырфзана на гробницф Ньютона въ 
Вестминстерскомъ аббатетв$. 


737. Задачи. 


1. Найти патый члень разложетя (25 — 26%) 8. 
2. Найти восьмой и деватый члены разложен!я (5 > 


3. Разложить (2 —%)6. 


. Найти шестой членъ разложеня (а-|- 65). 


4 
5. Найти коэффищенть при а63сз въ разложени (а РВ -- с)з. 
6. Найти средне члены разложен1я (5а — 25). 

т 


. Показать, что средь! членъ разложен1я (1-- 2)?" равенъ 


ее 
Е р й 


я | 1 \27-1 
8. Найти коэффищентъ при 2+1 въ разложен1и (= — =) . 
д 
9. Найти 7-Й членъ отъ начала, г-Йй членъ оть конца и средый членъ разложе- 
. 1\% 
ня (= — =) . 
2х 
10. Доказать, что разность между коэффищентами при 5”! и 1” въ разложении 


{1--=)"*' равна разности между коэффишентамя при 2”! и 2”! вь разложени 


(1-- =)". 


ОТД-ЪЪЬЛЪ ПЯТЫЙ. 
ТЕОРТЯ РЯДОВЪ И ЛОГАРИОМОВЪ. 


ГУГАЮ.А ЕАМ. 


Протресфя ариеметическая.—ОбщЙ членъ.—Сумма членовъ.—_ Вставка, среднихъ арив- 
метическихъ. — Безконечная прогрессля. — Опредфлен1е суммы одинаковыхъ степеней 
членовъ ариеметической прогресёи. — Задачи. 


738. Опредфлене, Ариометической прорессвей наз. рядъ чиселъ, изъ ко- 
торыхъ каждое получается изъ предыдущаго прибавлешемъ постояннаго, позо- 
жительнаго или отрицательнаго, количества, называемаго разностью протресеи. 
Очевидно, что когда разность положительна, члены будуть возрастать, и про- 
греся наз. возрастающею; когда разность отрицательна, члены идуть умень- 
шаясь, и прогресея наз. убывающею. Слове прогресйя обозначается знакомъ 


—:-; члены прогресыш отдфляются одинъ отъ другаго точкою. Такъ: 
Е есть прогресея возрастающая; разность ея —=3, 


—-5.2. —1.—4.-1.... есть прогр. убывающая; разность ея = — 3. 


Для полученя разности надо изъ какого-ниб. члена вычесть предшествующий. 
Вогда число членовъ прогресеш ограниченное, она наз. конечною; при не- 
ограниченномъ числ членовъ—безконечною. 


739. Важные три смежные члена арием. прогресе1и составляютъ непрерыв- 
ную ариеметическую пропоршю. Пусть кана прогресёя въ общемъ вид% 


—4.6.с.4.е.....,а разноеть ея 7. 
По опредфленю прогресеш: с —65—х и 4 — с ==, откуда 
4—е=е— 6: 
смежные члены 6,с,4 составаяютъ непрерывную ариеметическую пропорцпо. 


740. ТЕОРЕМА. Общий члень.—п-й членъ прогресеи называется общимъ 
членомъ. Пусть дана прогресея 


о ое, 
24 
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въ которой + есть я-й членъ, а разность=9. Но опред леню прогресс имфемъ: 
$ —а-- 8, е=6-6, а=е--8,. .. = д, 8—5--9, и=ё- 6. 
Складывая эти равенства, находимт: 
Бега... а-иаН-Неь . . о. НН; 
а отнявъ отъ обфихъ чаетей по 6-- с-- -.. .-Р5-Р& получаемъ: 
и—а-|- (® — 135. 

Итакъ: общей члень прозрессли равень первому, сложенному съ разностью, р 

помноженною на число предшествующихь членовь. 


ПримвРы: 1. Найти двадцатый члень прозресси. 
—1.3.—. 
Здёсь &=—17, 0=—4, ®=20. СлЪд. 
и—1- (20—1).(—4)=7-19.(—4)=— 69. 
2. Найти величину п-ю нечётнало числа. 


Нечетныя числа образуютъ арием. прогресошю, въ которой а —=1, 6=9; 
слВД. я-е нечетное число —1-|- (®—1). 2—2" —1. 


3. Пространства, проходимыя свободно-падающимь тлъломь въ первую, 
вторую,. . . . секунду, образують ариеметич. профр., первый члень ко- 


порой = 9, а разность =9. Найти пространство, пробтлаемое въ я-ю 
секунду? 

Это пространство — 59 + (#— 1)9= (2% —1). 5. 

741. Теорема. Во всякой конечной ариометической прозрессви 


сумма крайнихь членовь равна суммъ двухз друзихз, равноудаленныть 
отё крайних. 


Пусть имфемъ прогресйю объ ю членахъ: 
и О Е: ИХ а 


разность которой = 9; пусть, кромё того, членъ х имфеть передъ собою р чле- 
новъ, и пусть р членовъ сядуютъ за у. Шо формул общаго члена имфемъ: 


о 


Написавъ прогресйю въ обратномъ порядЕ$: 
Н.Е. Р.В. о.у. С... с. Ч. 6.6. а, 


замЪчаемъ, что ея разность будетъ (— 6); въ ней передъ членомъ у находится 
ф членовъ, и потому 
Уи р. (—5) (ен . (9) 
Складывая равенства (1) и (2), полузаемъ: 
+ у=а- и. 
Примъчане. Можно бы было членъ у выразить и изъ начальной про- 
гресси, принявЪъ въ ней у за первый членъ; въ такомъ случаБ члену и пред- 
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шествовало бы р членовъ, и потому и=у-- 5, откуда: у=и-— рб, выраже- 
ще, одинаковое съ (2). 

742. ТЕОРЕМА. Сумма членов» конечной ариометической прозрес- 
си равна полусуммь крайних, помноженной на число членовъ. 


Взявъ прогресйю —@.5.с.4. ...й.Ё.5.щ 06ъ ю членахъ, и 
назвавъ вя сумму буквою 5, имфемъ 
Ва -еа-. ... ВНЕ и...... (1) 
Написавъ слагаемыя въ обратномъ порядк®, имфемъ: 
Вина -ЕА. ... .-а-Неь-та..... (2) 
Складывая (1) съ (2), получаемъ: 
28 = (аи о (е--о-(а--.... 
.... {+9 @тэ)е+о + и-а). 
Во вторыхь, третьихъ и т. д. скобкахь имфемь суммы членовъ, равно- 


отетоящихъ отъ крайнихъ; по предыдущей теорем%, каждая такая сумма-—(а-Р и), 


слёд. вторая часть равенства содержить слагаемое (&-- м), повторенное я разъ, 
а потому 


25 —=(а--и).я”, откуда в=@ Е. *. 
Примъчане. Подставивъ вместо и выражене а-- (» — 1), можемъ этой 
формул дать видъ 
&— 2а--(и— 1.8. 


%. 
2 
ПримвРы: [. Найти сумму п первыхть натуральныхь чисель. Эти 
зиела образуютъ прогресою — 1.2.3... .(и—1).яю, въ которой пер- 


вый членъ —1, разность —=1, число членовъ —; а потому 
5 @-+».*, 
> 2 


П. Нобапи сумму первыть п нечетныть чисель. 
Выше мы видфли, что 9-0е нечетное число — 2 — 1; потому вопросъ при- 
водится къ нахождению сумны членовъ прогресеи 
—1.3.5... .(%— 1), 


въ которой первый членъ —1, разность =, послёдн!й членъ —2я — 1, число 
членовъ —. Такимъ образомъ 


ыы 
2 
Итакъ: сумма п первыхь нечетныхь чисель равна квадриту числа 
этихь чисель. 


Покажемъ, что обратно: если сумма членовь армеметической прозресеви 
равна квадрату числа этить членовь, каково бы оно ни было, то протресся 
есть рядь нечетныль чисель. 


24* 
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Въ сачомь 1$4%, каково бы ни было п, должно быть 
2и-- (® — 1)6 
2 


— 
- ®—, 


изи, располагая по степенямъ д: 
(2—9т?-| (6 — 29 =0. 
Такъ какъ полиномъ первой части долженъ быть тождественно равенъ 
нулю, то доажны имфть: 
—6—=0иб—3а—=0, откуда 6—2, 24=0; 
или: а—=1 и 6-2, т. в. рядъ будеть -— 1.3 5.7.... 


743. Вставка среднихъ ариеметичеснихь между двумя данными числами. 
Между двумя данными числами 4 и Ф ветавить тт среднихъ ариеметиче- 
вкихъ значить составить ариеметическую прогресыю объ %*-- 2 членахъ, кото- 
рой а иЪ были бы крайними членами. Очевидно, вопросъ приводится къ на- 
хождеНю разности б прогресыш. Такъ какъ члену 6 предшествуеть ж-- 1 
членовъ, то 
р —4 


6—и-- (и--1).9, откуда 8 == и 


— 
. 


Такимъ образомъ прогресыя будетъ 


$5—& $ —а 


5—4 
ыы :(“ о (« неа 1 (а оны — т, =. - 6. 
ПрРимЪРЪ. Между 5 и 32 вставить 8 среднижь ариометическихь. 
32—5 ; 
Разность будетъ о ми 3; слёд. имфемъ прогресс!ю: 
— 5 8.11.14.17.20.23.26.29. 32. 


744. ТЕОРЕМА. — Есф 6% прозресси — а.6.с.4....т.1.1щ 
между каждымз членомь и слъдующимь вставить одинаковое число т 
среднить ариеметическихь, то данные члены вмьъстлть сз вставленными 
составять одну сплошную протрессйо 


— @.4.8....Л5.о’. В"... М’ вна”. В... №". 4... о, ВИЧ... М. 
Въ самомъ дЬдЪ, ве частныя прогресея, такимъ образомъ составленныя 
—— @.а.В...^6; —— 6.0. 8'....№.6) д... в. В...) и 
послфдовательно имфють разности 
$—а 6—6 ав и—$ 
та’ тт’ тт’ Е ' 
но 6 а—=ес—6=4—6=.... .=и-— 6 по опредёленю прогресйи, 


сяк. воБ эти отдфльныя прогреесйи имфютъ одинаковую разность. А какъ, при- 
этомъ, поелфдей членъ одной служитъ первымъ членомъ слфдующей, то сово- 
купность воёхъ прогресый составляетъ одну сплошную прогрессю. 

745. ТЕОРЕМА.— Бо всякой безконечной возрастающей аривмети- 
ческой проресси члены приближаются къ -- сс, а в5 убывающей 
#° — ©. 


— 318 — 


1. Есля буквою * обозначимъ я-й членъ, то требуется доказать, что веетда 
можно найти такое цфлое число я, что и будеть больше веякаго произвольно 
взятаго количества М, т. е. что для и воегда можно найти цфлое значене, 


удовлетворяющее неравенству: а--5(®—1)>М. .. (1). Въ самомъ два, 
перенеся « во вторую часть и дфля на положит. число 6, имфемъ 
М М — 
п—1> м —. откуда ® 2 —“. 


М— 
Каково бы ни было М, всегда ы < можно выразить пфлымъ или дроб- 


М —&а 
нымъ числохъ; найдя цфлую часть Формулы 1-- п взявъ для ® 8106 


число, большее ея, тфмъ самымъ удовлетворимъ неравенетву (1). 


ПрРимМЗРЪ.— (5 какою мюста члены профессии — 5.8.11.... 
становятся больше 10000? 


м 5 


По предыдущему должно быть ® > 1-2 ‚ иля я > 3332 а. елЪд. 


члены становятся больше 10000, начиная съ 39а. 


2. Если прогреейя будеть убывающая, т.е. 5 < 0, то всегда можно найти 
въ прогресои такой членъ и, который былъ бы меньше произвольно взятой 
величины М, т. в, веетда можно найтя пЪлое число *, удовлетворяющее нера- 
венетву Ре }? <М. Въ самомъ двлё, неравенство даетъ (# —1)5<МЬ—а, 
откуда, раздбливъ на 6 и перемфнивъ смыель неравенства, имфемъ 


и 
и—1> = а отеюда >11 - =: 


Взявъ для ® цфлое чиело, большее 1 -|- т ‚ Уловлетворимъ неравенетву. 


746. Рьшеше нфноторыхъ задачъ, относящихся нъ ариеметическимъ про- 
грессямъ. 


Во веякой ариеметической прогревёт Фигурируеть 5 количеств а, и, 6, 
п, $, связанныхъь двумя уравненями: 


и=а-(п—1.5..... (1) ‚=@- 0” а (2) 


оо 


Слфдовательно, всегда можно найти два изъ этихъ количествъ, когда осталь- 

ныя три будуть каны; а потому можно предложить столько различныхъ задачъ, 
.5 2 

сколько существуеть сочетав!й изъ пяти элементовъ по два, т. е. С, иди 10 


задать. Эти сочетая суть: а, @6, ап, аз, иб, ит, из, ди, 68, пз; а сад. 
задачи таковы: 


Ланныя. Искомыя. 
1. адм и, $ 
2. и бт а, 8 
3. аи, в 6, 3 
4. ‚9 в, 3 
5. ‚5, п а, в 
6. ‚ип а, 5 


— 374 — 


7. за, ® и, 5 
8. зи 0 а, п 
9. за 5 и, ® 
10. защ 8, ®. 


Изь числа этихъ задачь только 8-я и 9-я приводать къ квадратному 
ур-н1ю, остальныя рёшаются ур-ми 1-й степени. 


747. ЗАЦАЧА [. Околько нужно взять членовь въ ариометической про- 
зрессди, которой 1-& члень есть 16, а разность 8, чтобы сумма членовь 
составила 18402 


Имфемъ ур-н!я 
и—16-- #—1). 8 и 1840—=О81 9". 
Исключая изъ этихъ ур-вй м, находамъ ур-не 


(1) 1840 = 2-16-98, вши Зи — 4600. 


Рьшая это ур-не, находимъ корни: *=—20, ®’——23. Заключаемъ, 
ч10 нужно взять 20 членовъ. Прогресся будетъ 


р 16.24.32.40.48.56.64.72.80.38.96.104.112.120.128.136.144.159.160.163. 


ОТРИЦАТЕЛЬНЫЙ КОРЕНЬ. — Подставивъ въ ур. (1) — ® вы%ето п, 
получимъ: 


оО ди оС Ор 
а бы вый А Ьа. 
2 


ур-ве, положительный корень котораго — 23. Заключаемъ, что, взявъ первымъ 
членомъ прогресен (—8) вмФето 16, разность сохранивъ ту-же, а чиело чле- 


новъ увеличивъ на 3, получимъ сумму, равную 1840. И дЪйствительно, сумма 
23 членовъ прогресеш 


— —8.0.8.16.24.... .168 


равна 1840, ибо эта прогресея сравнительно съ предъидущей имфеть три лиш- 
вихъ члена: — 8,0 и -|--8, дающихъ въ сумм 0, а остальные члены—тЬже, 
что и въ предъидущемь ряд. 


748. ЗАКАЧА П. —Изь А выъзжаеть куръерь и проъзжаеть въ первый 
5 < -1 
день 10 миль, а въ каждый сльъдуюций 790 мили больше. Спустя 8 дня, 


друюй курьер, ъдуний по тому же пути какь и первый, выъзжаеть изъ 
зорода В, расположенно передь зородомь А, въ 40 миляхь отъ повльдняю. 


й е а, 2 
Онь пропзжаеть вз первый день 7 миль, а въ каждый слъдуюций день Е 


мили боллье. Черезь сколько дней послль выъьзда, первало оба курьера встритятся? 


Рьшен1Е ШтурмА.— Пусть искомое чело дней будеть х. Путь, прой- 
денный 1-мъ курьеромъ, веть сумма членовъ арием. прогр., которой крайне 
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члены суть 10 и 10--*—*, т. 6. (20+ =). 5, или - Второй 
куръеръ находится въ дорогф, до ветрёчи съ первымъ, 2—3 дня, и про- 


Жзжаетъ нео =]. =—*, или ее миль. 


Ур-не задачи есть 


(0 99-е 79 9 400, вши (2) 5 — 1265 5530. 


Рьшивъ ур-ше, найдемъ: 2—5,72....,2“=19,27.... 

Но, приводя задачу къ ур-ю, мы предполагали, что х-— чиело цЪ%лое; 
ел. найденныя рфшевя не отв$чаютъ на предложенный вопросъ. Тфмъ ине ме- 
нфе, можно показать, что пфлыя части 5 и 19 корней означаютъ, что были 
двФ ветрчи, первая по истечещи 5, вторая 19-ти пней. 


Во-первыхъ замфтимъ, что если буквою х обозначить путь, сдфланный 
первымъ курьеромъ, и буквою В — пусть, пройденный вторымъ, увеличенный 
на 40 миль, полагая, что первый курьеръ находится въ пути цфлое число 5, 
а второй—цф10е число х — 3 дней, то имфемъ тождественно 


(3) 5 — 1252-- 552 =24(В—а). 
Это, очевидно, слфдуеть изъ того, что ур. (2) было выведено изъ (1) пе- 
ремфною знаковъ у всзхъ членовъ и умножешемъ ихъ на 24. 


Подетавимъ теперь въ 1-ую часть ур. (2) вмфето х сперва 5, потомъ 6; 
такъ какъ меньший корень 5,72. . . . содержится межку этими числами, то 
результатъ первой подстановки будетъ положительный, второй —отрицательный. 
Но въ силу тождества (3), разность В — « всегда имфетъ одинаковый знакъ 
съ триномомъ 52? — 1255-р 552; слд. въ концф пятаго дня «< В, а въ концъ 
шестаго В <. Итакъ, первая вотрёча, какъ и быно сказано, имфла мфето 
межку пятымъ и шестымъ днемъ. Подобнымъ образомъ докажемъ, что вторая 
встрфча изфла мото черезъ 19 дней. Возможность этой второй вотрчи легко 
понять, ибо второй курьеръ, увеличивая свою скорость болЪе перваго, ветр*- 
титъ его, будучи сначала перегнанъ первымъ. Это подтверждается изсл$дова- 
шемъ, въ конц® сколькихъ дней оба курьера имють одинаковую скорость: 
найдемъ число дней 13, содержащееся между 5 и 19. 

Можно, далфе, опредфлить дроби, которыя слфдуетъь придать къ числамъ 
5 и 19, для нахожденя точнаго времени встрфчъ, предполагая, что скорость 
курьеровь не измфняется въ течени ц®лаго дня. Опредфлимъ, напр., время 
второй вотрфчи. 

Чтобы найти промежутокъ, раздфяяюнщий курьеровъ по истечени 19 дней, 
достаточно, въ силу тождества (3), подставить въ первую часть ур. (2) 19 вм%- 


3 
ото 2 и раздВлить результатъ на 24. Найденъ (— =); знакъ (—) показываетъ, 


4 
что въ началЪ 19-го дня курьеръ В не догналъь еще курьера А Шо скорости 
Аи В въ течени 19 го дня суть 1-ти тей е =. ИЛИ г и 17; ол. 


если обозначимъ буквою у искомую часть дня, то для опредфленя у получимъ 
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ур-н1е Ч Ни, откуда у—0,3; сяъд. вторая ветрфча имфла место въ 
конц 19.3. 
749. ЗАДАЧА Ш. — Вь двужь ариометическихь проресаять 
—2.5,8.11.... и 3.1. .1.... 


заключающих, каждая, по 100 членовь, сколько находится обииихь членовь? 

Членъ порядка 2 въ первой прогресс есть 2-- 3(%—1), или 3—1; 
членъ порядка у во второй равенъ 3--4(у —1), или 4у — 1; чтобы эти члены 
были равны, необходимо, чтобы бышо 32—49. Вопросъ приводится къ нахож- 
деню цёлыхьъ положительныхь рфшенй, меньшихъ 100, удовлетворяющихъ 


неопредфленному ур-ню 32—49. Выводя изъ него 2, находамъ ху 


слфд. должно равняться ыфкоторому цфлому #, откуда у = 3%, и сяЪд. х = 4%. 
Но’какъ х должно быть не болфе 100, то Ё можеть получать только значеня: 
1,2,3,...,25. Заключаемъ, что 0бЪ прогресеи содержать 25 общихъ членовъ. 


750. ЗАДАЧА [У. — Найти условзе, необходимое и достаточное для 
7010, чтобы три данныя числа А,В,С были членами порядка т,р.,9 одной 
и той же ариеметической прорессви. 


Обозначая буквами х и у первый членъ и разность прогресеш, о которой 
говорится въ условия, необходимо и достаточно, чтобы ур-в!я 


А==--(® у, ВЕ фЬ—1у, б=2-+-@-—1у 
уковлетворялись одними и тфми же значенями хи у; другими словами, искомое 
условие есть результать исключешя хи у изъ этихъ трехъ ур-нй. Имфемъ 


А—В=(т-ру, В^С=(р—ау, 
а исключивъ у, найдемъ 
(\—В@#-—9=В—6)®— в), ии (р— дА--@—®)В-- (в —)6=0: 
это и есть искомое услове. 


751. ЗАДАЧА У. — Найти сумму одинаковыхь степеней членовь аривметичес- 
кой прозрессфи. 
Пусть вмфемъ прогрессю — @.Ъ.с.4....Ё.Ь, разность которой — 9, а число 


членовъ п-|-1, и пусть требуется найти сумму т-хъ степеней ея членовъ. — По свой- 
ству прогресен имФемт: 


—@-а, ера а=е-рд,...., А-а. 
Возвышан всё эти равенства въ %-|-1-ю стецень, по формул бинома Ньютона 
имемъ: 
1 — 
би (а 8)" ат (т 1476 Ее йе т р 2 дт-16 Ен — № пъ- 263 р... ды 
сие ва ни (т а. - _ тие | Ре 1) въ за... роты 
те бет (ть 1)" (т то 1 в 163 (т т а — —? т-108-|-..... бин 
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+1 (® -- $)" 1—т+ - (т -|- 1 у”в-- ЕО 192|- Е риада- р -- фт+1 


Складывая эти равенства, замфчая при этомъ, что члены 6+1, сф+1, 47+1,..,, 
ф7т+1 обиие обфимъ чаетямъ, взаимно уничтожаются, н полагая для краткости 


ат... = а... а; 
ат | т Виа. ..; @--Ь-е+., .-Е=8, найдемъ 


ант -[- 118.3. кои, Я се Зи а. .--ея-и)8.З-Нивенн (1) 


Выражая отсюда 5„, находимъ: 


5 + — д" т ыы — 525 хе (т—1)(т— 2) 


"и. — `^т—2 2.3.4 = 


Помош!ю этой формулы можно найти 8„, если будуть извфетны суммы Би, 
би... .. 81. Прилагая эту формулу, нужно помнить, что число членовъ второй 
части равно т-- 2. 


ааа... В в ..(9) 


3, есть сумма членовъ самой прогресси и выражене ея извфетно. Зная В, и 
полагая т — 2, найдемъ 5. Зная В, и 8, и полагая тж=-3, найдемъ Вз, и т. д. 


Сумма одинаковыхь степеней натуральнию ряда. — Положивъь а=1,8 —=1, 
-?=я-РЬ, обратимъ нашу прогресстю въ рядъ первыхъ я-|- 1 налуральныхь чиселъ: 


—-1.2.8....0.@ 1. Въ этомъ радф будетъ: 


ео. и ; _8»- и г ‚Ня; 


Формула (2) приметь видъ 


В (ит см т(т— 1) т(т — 1)(т— 2) 


п 
С СТ ИИС ТЕ О Е 
1. Положивъ ж==1, и замфтивъ, что рядъ будетъь имфть 3 члена, получимъ: 
а 
8 = и ое 5.5%. Но 8,—10--20-|-30--.....Ниб—а-а-Е1-|..... 1; сл. 
(п 1—1 п (0-1 —(м-И (уе т-о (Ню 
= бт р == 5 а А 


результатв, на@денный нами въ 8 742. 


2. Положивъь т=—-2, находимъ: 


3. 
В: = в Сы —з .‚ Бо. Подставляя величины, найденныя для 5 и 9, 
получимъ: ь 
В В В В 
тв. 3 — 3 О 3 


__ (м + Пи — пи” о -- 2) _ @-- 1) _ 2и(п--1)(®--2) —Зи®-- 1) __ 
2 2. 6 в 
п(п-[ 1)(2%-- 1} 

6 


Такова формула суммы квадратовъ первыхъ ® налуральныхь чиселъ, 
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3. Положивъ т — 3, найдемъ: 
® 


1) — 
8: — Е: Е 5 85 — 8: — т 8. - Подставляя выражен я, найденныя для 8,5, ‚Зо, 


получим: 


ао п(п-|-1)(2® --1) _ жж" _ п 
= 4 Е 4 2-2 4 


4 


— вне) пи-уи--)-—этб-1)_ (Осии) 
и 4 = 4 


_ броне _— оно] жиз 
= "5: 4 4 


4 
Ул аа Е 


Такимь образомъ: сумма кубовь п первыть натуральныхь чисель равна квадрату сум- 
мы тиъхь же чисель 


4. Подобнымъ образомъ нашли бы 


8. — п (п -|- 1)(3п —- 1) (Зи Зи — 1) 
„= | 


аи ...( 
8 Е) 2 НЕ 
Па Зе ое льеой ООН: 
12 
ит. д. 
ий 

752. Предфлъ т — Положивъ въ равенств% (1) а=1, 6—1, ==, имфемъ 
п-т -- 08. Е 5, нове» 


Если бы перенесли всё члены, исключая втораго, въ первую часть, то нашли-бы 
въ ней полиномъ %-|- 1-й степени относительно и, такъ-что сумма 8» 7-хъ степеней 
первыхь я чисель есть цфлая фувкщя т-р 1-й степени относительно ®, разематри- 
ваемаго, кавъ перемфнное. Такимъ образомъ, полиномы З»_1, Зи, ...- СУТЬ фуН- 
щи отъ ® степенн 2-й, т — 1-й,.... Слёд., раздфливъь 0бЪ части послфдняго 
равенства на 7+1, замфтимъ, что всф дроби 


8» —1 Виа Виз 


—- —- — ооо 


пт . п 2 рт 


обратятся въ ноль при я — 00, ибо степень числителя отн. ® каждой изъ нихъ ниже 
степени знаменателя. 


Значить, въ предл, при и — ОО, равенство дастъ 


в . 8 1 
1—(т-|- 1). йт ВЕ откуда Иж ее 
; ._ 8 1 
Напр., по этой теорем имЪемъ: #27 ма йт — =, ит. д. 
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753. Приложеще Г. — Вычислеще кучь ядеръ. Въ настоящее время въ артиллер!и 
употребляются ядра двухь родовъ: сферичесвля— для гладвихъ орудй, и цилиндро— 
коническ!я— для. нарфзныхь. 1% и друйя скзадывають въ арсеналахъ въ кучи раз- 
личныхь формь; займеися вычисленемъ числа, ядеръ, захлючающихся въ такихъ кучахъ. 
Т. Опредълить число ядеръ пирамидальной кучи съ квадратнымь основащемъ. — 
Сферичесвйя ядра въ этого рода кучахъ складывають слёдующимъ образомъ. На землф 
владуть ядра рядами, образующими квадратный слой, въ каждой сторон вотораго ® 
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ядеръ; на немъ помфщаютъ въ промежуткахъ между адрами другой квадратный слой, 
содержаший 7% —1 ядеръ въ каждой своей сторон$; п т. д. до верхняго слоя, въ ко- 
торомъ находится одно ядро. Такимъ образомъ число ядеръ въ кучЪ будетъ = 


и ®-1--®—2...... 29-19, 
т. е. сумм квадратовъ и первыхъ натуральныхъ чисель, или, по формул (В): 
ее РООЖЬЬ 


ель ен # = (@). 


Успченная квадратная пирамида. — Если съ этой вучн снять нфсколько ядеръ, 
взявъ сперва верхнее ядро, затфмъ ядра (4) сл8дующаго слоя и т. д., то если енято 
будеть р слоевъ, получитси квадратная усфченная пирамида, въ основан которой 72 
ядеръ, & въ верхнемъ слоф (р-- 1)3. Число снатыхъ ядеръ получится изъ (<), гдЪ 
надо и замфнить буквою р. Чиело ядеръ оставшихся 


х. — "@- Е 0-1) Ре ое 0 Е Ее г Е) (2-Е. 


Положивъь р=0, найдемъ формулу (<). 


П. Найти число ядеръ пирамиды съ треуюльнымь основащемь. — Основантемъ 
кучи служить равностороный ДА; въ промежутки его положены ядра, образующая дру- 
той равностороный ДЛ, котораго каждая сторона содержитъь однимъ ядромь менфе; 
и т. д.; наконець, верхвйй слой состонтъ изъ одного ядра. 

Пусть ниж слой содержитъь въ каждой сторон % ядеръ; онъ будетъ состоять 
изъ И радовъ, изъ которыхъ въ нервомъ будеть 1 ядро, во второмъ 2, въ третьемъ 


3,.... о) ВЪ Я-мъ ® ядеръ. ОлФд. число вобхь ядеръ нижняго слоя —=1--2-- 
р. 
8....-Н», иди, по формул (А), ет, или за“ Полагая въ этой 
формул ® поелфдовательно равнымъ 1, 2, 8,...., я, найдемъ: 
число ядеръ 1-го слоя — . т 
р => 5 
2 2 
» з 2-го » р» 5 
8 32 
» » 3-10} эта 
р 
„ 2 110 я з+ 9; слфд. число всфхь ядеръ кучи 
1 
== (1+ 2+ 8+ а те (РЕ ее 


или, но формуламь (А) и (В): 


у=1 те, т эре я 0@--э), 
тай 2 ШИР 6 > 6 


. › (В). 


Усюченная треуюльная куча. Снявъ рф слоевъ сверху, нолучимъ усфченную тре- 
угольную пирамиду, содержащую въ верхнемъ ребрф (р-- 1) ядро. По формул (В) 
вайдем»в число ядеръ въ ней 

у, — (@ — 2) [2 ри — 3) ® Е 0-2). 
6 


Ш. Намии число ядеръ кучи с5 прямоуюлнымь основатемъ. Пусть меньшая 
сторона основашя содержить я ядеръ, большая и-Р ур. Замфтииъ, что число ядеръ 
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въ измфрешяхь слоевъ будеть всегда уменьшалься на 1, прн переход отъ однаго 
слоя въ другому. СлЬд. разность между числами шаровъ въ двухь сторонахъ каждаго 
слоя всегда будетъ р. ВерхвйЙЙ слой состоить изъ одного ряда, иифющахто р-|-1 ядро. 
Число ядеръ нижнаяго слоя будетъ 
71 (® -{ р), НП п? -|- ри. 
Полагая ® послфдовательно равнымъ 1, 2, 3, .... . . . #, найдемь 
числа ядеръ во всЪхь слояхь: 


Р-р. 1 
2а--р.2 
р. 3 
Черт. 108. (®— 1) -- 2(и— 1) 
р.п 
слфд. чисхо вофхъ ядеръ кучи 
2—(12--28--3-..... Нити) -ра-е?-+з..... -Ни—1)-Е»), пли 
" _ и о@®-- 1) п" -- 1) _ —"(®-- и 1) . 
— р = + 2. | (9). 


Обыкновенно дають число ядеръ сторонъ основан!я; пусть г р=т; формула 
приметь видъ: 
(я -- 1)(3т —п-{ 1) 
2 — — О. 
6 

ТУ. Куча цилиндро-коническихь ядеръ. Въ основан1и кучи находится прямоуголь- 
нивь, въ одноя сторон котораго (меньшей) ® ядеръ, въ другой р. Въ виду формы 
ядеръ, надъ этимъ основашемъ можно расположить прямоугольный слой съ р ядрами 
Въ одной строкф, (и —1) въ другой, и т. д. Число О ядеръ, будеть: 


Ор и — Пиф... . -р.2-р.1=6. Ре РУ. 


754. Приложеще 11. Опредълене объема шара и ею частей. а 
шаровой слой, котораго одно основане пусть совпадаеть съ большимъ вругомъ; такой 
слой мы получимъ, взявъ на дуг$ АВ квадранта, точку Р, опустивъ изъ нея перпендн- 
вуляръ РР’ на радусъ ОА и заставивъ фигуру ОВРР” 
сдфлать полный оборотъ около ОА, какъ оси. Раз- 
дфлимь ОР’—й на произвольное число ® равныхь 
частей, изъ точекъ дфленя проведемъ перпенди- 
куляры къ ОА до встрфчи съ дугою, и на каждомъ 
изъ нихъ и на отрфзкахъ постронмъ прамоуголь- 
ники: получимъь рядъ описанныхь и радъ вписан- 
ныхь прямоугольниковъ. При обращеви фигуры 
около ОА, первые образуютъ тфло, состоящее изъ и 
цилиндров$, объемъ котораго будеть больше объема 
№ слоя; вторые составять тфно, которато объемъ мень- 

Черт. 109. ше слоя. 

Для вычисления объемовъ обонхъ т®ль, описанваго и вписаннаго, обозначимъ 

рад1усь шара буквою В, рамусы основан! описанныхь цилиндровъ будуть 


ве (1), уе. Ме... Ме]. 


ыы = 
Радусы основавй вписанныхъ цилиндровъь будутъ: 


Ме уе, уе. 2-е 


Объемъ описаннаго тЗла будетъ: 


ме [в виа СИ. 


п 


или, въ виду того, что число слагаемыхъ есть п: 
12 22 32 пог . п — 1} 
\М— = В — п. АЕ АЕ аа 
03 
Для объема вписаннаго тфла такимъ же образомъ найдемъ: 


(ев чьевсУр. 


$ С? С з 
или 46 — к Вй—*. 1-2 ны аль Е з 


- 73. 


В | 
Отсюда ваходимь: М — # — о #3, слЪд. при неограниченномъ увеличен1и ® раз- 


ность между обоими объемами м. б. сдфлана безконечно малою; & потому на осн. 
Теоремы Т, 8 194, заключаемъ, что объемъ слоя есть общй РАНЕ церемнныхъ \ 
и 40. Итавъ, назвавъ объемъ слоя буквою Ц, имфемъ 


ОЕ, {48% =. ЕРЕВЕ - Е ы. 


3 


Тавъ какъ первый членъ ^В?И есть величина постоянная, то задача сводится 


. ар... т 1 
къ опредфленю бл [ о —=] я—205, который, какъ извЪетно, 
1 
равенъ з 
1 72 
р — 82 — — Из — Е 
Итавъ: ОЕяВА— 5 = == (В з пе А 


При помощи этой формулы можно опредфлить п объемъ такого слоя, котораго 
ни одно изъ основаюй не есть большой кругъ. Въ самомъ дфл%, если изъ центра 
опуетимъ перпендикуляры № и #’ на основан!я такого слоя, то, полагая >}, 


можемь разсматривать данный слой 0’ какъь разность двухъ слоевъ перваго рода; 
поэтому 


= [® — 5 ии «в — ; в" ] и", 


что легко привести (введя рад1усы основаЙ и высоту слоя) къ обыкновенной фор- 
мулв объема слоя. 


Если въ формулЪ (1) положимъ 2 — В, найдемъ объмъ полушара 0” == ®Вз, 


а отеюда объемъ цфлаго шара «83. 

Вычтя изъ объема полушара объемъ слоя (1), найдемь объемъ сферическаго 
сегмента: ква п .... (2). Отсюда получимъ обыкновенно да- 
ваемую въ геомегр!и формулу объема сегмента, если введемъ его высоту Н —=В — 1; 


Н ` 
отсюда й —В—Н, а подставивъ во (2), найдемъ &На ( В— з) - 
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Для вычисления объема шаровато сектора, разсматриваемъ его какъ сумму се- 
тмента и конуса; назвавъ высоту сегмента буквою Н, находимъ для высоты конуса 
В—Н, а для радуса его основашя \/ В — (В — Н)?; такъ что объемъ севтора 

Н п 7 - . @ 
будеть — =( В— %) Н-- 3 [8*— в—н): (в —Н), или, по упрощенйи, 3 "АЭН. 


Такимъ образомъ формула (1) рфшаетъ впохнф вопрось о вычислени объемовъ 
шара и его частей. " | 


755. Задачи. 1. Найти послёдв;й членъ и сумму членовъ въ прогрессяхъ: 


1.1, 1. 1, 2.....(200 чл); — 63. 58.583 ..... (8 член.); — 2. (2т -- 4м).....(14 чл). 
2. Найти разность и сумму членовъ прогресс, въ которыхъ даны: 1) @а— 169, 
и—8, и=24; 29) @4=17, и=— 3,5, 1-36; 3) 4—2; и— 20 -|- 13, 
® — 35. 
$. Вставить: 1) 7 среднихь между 7 и—9; 2) 15 среднихь между 36а и 447. 
4. Даны: $3—9640, 6——20; и—15; найти я. 
5. Даны: @—91, 6—=—9, $—120; найти ®. 
6. Раздфлить 85 на части, составляющйя арием. прогр., въ которой было-бы 


4 в 
@а=— 7; 8 == 3. Опредфлить число членовъ и посл$дн!й членъ. 
® 


1 
7. а Е 
8. а—=2, 5; 6—0, 3; $— 1020. Найти я? 


=4, $ —7475. Найти и и я. 


9. Сколько членовъ нужно взять въ прогресешн — 5. 9. 13. . . чтобы ихъ 
сумма равнялась 12877. 
10. Найти сумму я первыхъ четныхъ чиселъ. 


11. Найти стороны прямоугольнаго треугольника, если извфстно, что они соста- 
вляють ариемет. прогр., которой разность — 25. 


12. Найти ариеметическую прогр., въ которой сколько бы ни взять членовъ, 
всегда ихъ сумма равна утроенному квадрату числа этихъ членовъ. 


13. Углы выпувлатго многоугольника составляють ариеметическую прогрессю, 
которой разность —=40, а наибольший уголь — 1729. Найти число сторонъ. 


14. Углы прямоугольнато /\ образуютъ ариеметич. прогрессю; периметръ Л ра- 
венъ 24 футамъ. Найти сторовы. 


15. Углы многоугольника объ я сторонахъ образуютъ ариемет. прогр., которой 
первый членъ =—0; найти разность. Приложить къ случаямъ: ®=3; и=4; п=9; 
ип— 15. 


16. При какомъ услови сумма хвухъ кавихь угодно членовъ ариеметической 
прогреси составляеть членъ этой же самой прогресс1и? 


17. Вставить между 1 и 31 столько среднихъь арием., чтобы ихъ сумма была 
вчетверо больше суммы двухъ наибольшихь изъ нихъ. 


18. Показать, что квадраты выраженй 12—25 —1, 2-1, м -- 2-Е 0с0- 
ставляютъ ариеметическую прогресею. 


р 1 1 1 
19. Если @2, 62, с? образують арием. прогреесю, топ —— 


Бе’ ера’ а-ть 


также образуютъ арием. прогресею. 
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20. Найти сумму п первыхь членовъ каждаго изъ ся$дующихь рядовъ: 


а) й—1 п—2 п— 3 
р э р) ь р з - В - * 


Ъ) (4-5), (2-9) (@—5},.... 
а—6 3а—2 5а—36 

а 5’ афь ' ав’ ‘`` °" 
@ пара. ... 

е) 2-5 8-. 
о ов ЕН 
о. 


21. Изъ нечетныхъ чиселъ образуютъ группы 
113, 5 [ 7, 9, 11 | 13, 15, 17, 19|.... 


такъ, что группа я-ая содержать я членовъ; вычистить сумму чиселъ п-й группы. 


22. Найти такую прогрессю, чтобы сумма 7 членовъ, начиная отъ перваго, рав- 
нялась бы (п-- 1) разъ взятой половин члена, на которомъ останавливаются? 


Е. . 8% —1 2 
23. п-й членъ арием. прогрессти равенъ Е найти первый членъ, раз- 


ность и сумму первыхъ % членовъ. 


24. Если въ арием. прогрессйи 10-Й членъ есть среднее пропорцональное между 
4-мъ и 15-мъ, то 12-й чл. есть ср. проп. между 9-мъ и 16-мъ. 


25. Даны члены М и М порядковъ 7-го и 9-го арием. прогресби; вычислить 
членъ Р порядка р-го. Примфръ: 3-й чл. —-—-1; 7-й —1; найти двадцатый чденъ? 

26. Найти ариеметич. прогресаю, въ которой 7 и 5 были бы соотвфтетвенно 
5-мъ и 7-мъ членомъ. 


27. ти п суть членъ порядковъ (р-Р 4)-го и (р— 9)-го арием. прогр.; найти 
ф-й и 4-й члены. 


28. Если 5, ба, 8з,...., 9» СУТЬ суммы ® первыхъ членовъ я ариеметиче- 
скихъ прогресей, начинающихся съ 1, и имфющихъ соотв$тственно разности 1, 2, 
3, ... ›П) то доказать, что эти суммы также составляють ариеметич. прогрес- 


2 ь : 1 
ею, и что сумма этой прогресаи — У 1? (п 1). 


29. Пусть. 51, В, 5, ..... Вр означають суммы р прогрессой, имфющихт, 
каждая, п членовъ; пусть ихъ первые члены суть: 1, 9, 3, ...., 1; а разности: 
1, 3, 5, ...., (№—\). 


Доказать, что В. -.... 8, = Е (пр — 1). 


30. Найти ариом. прогрессю, которой сумма членовъ выражается формулою 
Зи? |-4п, каково бы ни было число ® членовъ? 


81. Ариемет. прогр. такова, что отношевн!е суммы ® первыхъ членовъ къ суммВ 
елфлующихь 2и членовъ независить отъ и. 
Найти отношен1е разности въ первому члену. 


32. Даны: первый членъ @ и разность “ прогрессти арием.; зная, что эта раз- 
ность 7, число х членовъ и сумма ихъ составляють сами ариеметич. прогреею, вы- 
числить # и разность этой новой прогреси. Изел5ковахь. 


— 384 — 
‘ 38. Крайше члены одной прогресеи суть @ н 6; крайне члены другой суть 
@ и 9’; первая имфеть ® членовъ. Каково должно быть число членовъ второй, чтобы 
чденъ порядка рф первой равнялся члену порядка а второй? 


34. Опредфлить коэффищевты рн д ур-ыя 2-- 022--9=0 такъ, чтобы корни 
составляли ариеметич. прогресею. 

35. При какомъ значени 9% корни ур-вя 2— (3% -- 5)? -|- (т 1—0 ео- 
ставляютъ ариеметическую прогрессю. Вычислить соотвфтствующйе корни. 


36. На прямой намфчено я равноотстоящихь точекь А, В, С, ),....; раз- 
стояне между крайними точками —@. Двнжущаяся точка выходить изъ А и, дойдя 
до В, возвращается въ А; затфыъ изъ А доститаетъ до С п снова возвращается въ А, 
и т. д., проходя дважды разстояне отъ А до каждой изъ остальныхъ точекъ. Найти 
длину всего пройденнаго пути? 


37. Два курьера, выфзжая одновременно изъ двухъ м$сть, отетоящихъ другъ 
отъ друга на 1190 версть, Фдуть на встрЪчу другъ другу. Первый профзжаетъ въ 
первый день 20 верстъ, во второй 30, въ трей 40 и т. д.; второй курьеръ въ пер- 
вый день профзжаеть 90 в., во второй 82, въ трей 74 ит. д. Черезь сколько дней 
они встр®тятся? 


38. Два тфла М и М’ выходять одновременно изъ точекь А и В, разстоян!е 
между которыми — 75 метр. и движутся оть А къ В, причемъь первое догоняетъ 
второе. М пробфгаетъь въ первую минуту 1 м., во вторую 3, въ третью 5 ит. д. 
въ арием. прогресс. М’ пробфгаеть въ первую минуту 3 м., во вторую 4, въ третью 
бит. д. (въ арием. прогр.). Черезь сколько минуть они встрФтатся? 


39. Мехеорологь замфтиль, что отъ 8-го до 19-го Шюня термометрь ежедневно 


1 | 
поднимался на 5 традуса, и что ариеметическая средина этихъ 12 показанй термо- 


3 } 
метра, составляла, 18 градусовъ. Сколько градусовъ показывалъ термометръ 8 3юня? 


40. По новфйшимъ изсл$дованямъ относительно внутренней теплоты земли ока- 
зывается, что при углублени на каждые 100 фут. температура возрастаетъ на 190. 
Если на поверхности земли температура — 10%С, то какова она на глубинЪ 1000 ф., 
10000 ф., 1 мили (24000 ф.), и какова въ центр земли, полагая, что сказанный 
законъ ве измфняется до самаго центра земли, и зная, что радтусъ земли — 858 
милямъ. Затфмъ указать, на какой глубин температура достигаеть киа н!я воды 
(1007), плавлевя свинца (3346), плавлен1я желфза (12005). 


41. Кубичесый сосудъ, наполненный водою, обращенъ поверхностью своей къ небу. 
Температура воздуха равна 30° въ первый день, и въ каждый слфдующЕй день уве- 
личиваетея на 19. Положимъ, что при температур въ 15% въ одинъ день испаряетси 
одинъ дюймъ (въ глубину), и при другихъ температурахь въ такой же пропорщик. 
Каждый вечеръ идуть дожди, въ первый вечеръ выпало на 3 дюйма, & въ каждый 
схфдуюцщий вечеръ глубина выпадающаго дождя убывала въ ариеметической прогрес- 
: 1 з 
сш, разность которой равна 0 Количества воды, выпавшаго въ 1-й день. Въ концъ 
41 дня нашли, что сосудъ опорожнился. Какова его вместимость? 


41. Корабль со 175 пассажирами имфль запасъ воды, достаточный для окончан!я 
путешеств!я. Спустя 80 дней, вслфдств!е скорбута, ежедневно умирало по 3 человЪка. 
Вел детв!е бури путешеств1е продлилось зишнихъ 3 недфли. Когда корабль достигъ 
гавани, весь запасъ воды не быль истощенъ. Кажъ долго продолжалось путешествие? 


ава 
43. Отець дарить каждому изъ своихъ сыновей въ день его рожден]я столько 
ЕНИГЪ, СКОЛЬКО СЫНУ ЛФть. Л%та 5-ти сыновей составляють ариеметич. прогресстю, 
разноеть которой — 3. Каковы были ихъ лёта, когда у нихъ составилась бибщотека 
въ 875 томовъ? 


44. Вывести формулу площади треугольника, раздфливъ его высоту на равныя 
части, проведя чрезъ точки дфлен1я параллели основаню и построивъ на каждой 


параллели и на каждомъ основании прямоугольники, содержанцеся между двумя по- 
слфдовательными параллелями. 


45. Подобнымъ же образомъ вычислить объемъ пирамиды. Параллели замфнятея 
здЪеь параллельными плоскостями, & прямоугольники — призмами. 


ТУГАВА 2>Е/. 


Прогресея геометрическая. — Общ членъ. — Вставка среднихъ геометрическихъ. — 
Сумма членовъ конечной прогрессш. — Леммы о степеняхь и корняхъ. — Суммиро- 
ван1е безконечныхь геометрическихь прогрессй. — Задази. 


756. Опредфлеше. — Геометрической прозрессей наз. рядъ чисель, изъ 
которыхъ каждое равно предыдущему, умноженному на постоянное количество, 
называемое знаменателемь протфесси. №дгда абсолютная величина членовъ 
идеть увеличиваяеь, прогресыя называется возрастающею; если же абсолютная 
величина чденовъ идеть убывая, прогресейя наз. убывалощею. Очевидно, въ воз- 
растающей прогресйи абсолютная величина знаменателя больше 1, въ убываю- 
щей она меньше единицы. Для полученя знаменателя прогресфи надо какой 
нибудь членъ раздёлить на предыдущ. Слово прогресейя обозначается зна- 


комъ --; между членами прогресыи ставятъ знакъ : . Такъ 

52:6: 18 :54:.... воть возрастающая прогр. съ знаменателемъ 3; 
а р феи : 1 
1: 9:5: со: в убывающая прогрееся съ знаменателемъ = 


Общий вихъ геометрической прогресми будетъ 
а оное 
знаменатель обыкновенно обозначаютъ буквою 4. 

Каждые три смежные члена прогресели составляютъ непрерывную кратную 
пропорщю. Въ самомъ дБ, по опредфлено геометрической прогресйи: с = 849 
и 4—4, откуда, раздфливъ первое равенство на второе, имфемъь с: 4—0: с. 

757. ТЕОРЕМА. Общи (я-й) членъ.— Пусть въ прогресйи (1) $ 756 членъ 
и будетъ я-й; ло опредфленю прогрессом, имфемъ; 

$ — а4, —04, 9=090,...., =, им. 

Церемножая почленно эти (и —1) равенствь и сокращая 06% части на’ 

Б.с. .. .(, найдемъ 


и — 9"! 
Т. @. каждый члень протрессёи равенъ первому, помноженному на знамена- 
теля прорессви в5 степени числа предшествующихль членовъ. 
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Такъ, найдемъ, что 9-й чл. прогреси -::- 1:3:9:27: .... будеть 
= 8 0.3. "3 
—1Х 3$, или 4374. Восьмой члень 1-3: > :.... равенъ 3х (5 = 555 


758. ЗАДАЧА. Найти услове, при которомь три данныя числа А, В. С 
представляють члены порядковь т. п, р одной и той же чвометрической 
проресси? 

Обозначивъ первый членъ этой прогресеи буквою 2, а знаменателя бук- 
вою у, имфемъ ур-вя 

да В: О, 

Три ур-н1я вообще не могутъ быть удовлетворены однфми и тии же зна- 
чешями хи 9; поэтому, чтобы найти искомое услове. нужно выразить, что 
существуетъь общее этимъ ур-мъ рёшеве, т. е. исключить х и у. Для исклю- 
ченя 2 дфлимъ позленно первое ур. на второе, а второе на третье: 


А __ т-® В _ п-р 
в-7 з =. . 


Возвышая первое изъ этихъ ур-нНЙ въ степень я —2, а второе въ степень 
т — я, имфемъ: 


( — "= тп), (В "= тп) , 


я-р \т-—” 
откуда (=) — (<) ‚ или А"-РХ В? (т 1; 
это и есть требуемое уеловте. 

759. Вставка среднихъ геометрическихь между двумя данными числами. 


Вставить т среднить зеомерическить или пропориональныхь между двумя 
данными числами а и 6 значить найти и такихъ чиселъ, которыя между с0- 
бою и съ данными составляли бы геометрическую прогресйю. Пусть 9 будетъ 
неизвфетный знаменатель этой прогресеш; послЪднему члену 2 предшествуетъ 
т -1-1 членъ, а потому 


р — ад”! откхда и — ВИ 
ме. 9 э УД у — а |] 


Такимъ образомъ искомая прогреселя т 


71-1 ф р и р 
а\/—: 2 ее. 
[. г. 


ПрРимзРЪ. Ветавить 3 среднихъ геометрич. между 4 и 64. Знаменатель 


4 Г. = 
9 —= т —\У16 = 2; искомые ередне члены суть: 4 Х2, 4х 2 и 4Х 2%, 
или 8, 1би 32. 


760. ТЕОРЕМА. — Если между посльдовалтельными членами, чеоме- 
трической прозрессёи вставить одинаковое число среднихь, то полу- 
ченныя частныя прогресс составят» одну сплошную прозрессю. 


Пусть данная прогреейя будеть т ав: 6: си: и, п 
пусть между каждыми двумя послфдовательными членами вставлено 9% среднахъ 
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геометрическихъ; отдфльныя прогреейи = а:&: в и Л: В: 
Е 
ютъ соотвЪтетвенно знаменателей ° 


т! Г. т-+1 с г 
У УЕ. - > М: 
Ь 


с 6 . 
№0 Ср. = =, тдф 9-—знаменатель данной прогресеи; саФд, 


всЪ эти прогресйи инфютъ общаго знаменателя; и какъ посяЪдейЙ членъ одной 
служить первымъ членомъ слфдующей, то вс прогреесфя въ совокупности 00- 
ставляютъ одну сплошную прогресею. 


761. ТЕОРЕМА. — Во всякой зеометрической прозрессии произведе- 
нае крайнихь членовь равно произведению двуть друзихтз, равно удален- 
ных5 отз крайних. 


Пусть въ прогресс = а: ту - ги 
члену х предшеетвуетъь и за членомъ у слфдуетъ р членовъ; въ такомъ случа: 
Х— а4?. -,.. (1). Въ прогресйи, начинающейся членомъ у и кончающейся 

24 : 
членомъ м, имфемь и—94?, откуда а . . - (2). Перемножене (1) и 
(2) даеть ху== аи, что ит. ц. 

762. Сумма членовъ конечной геометрической прогресби. 

Пусть дава прогресмя 1 а: фсе: а:.. гиг, содержа- 
щая ю членовъ, съ знаменателемъ 4; сумму членовъ назовемъ 5. По свойству 
геом. прогр. имфемъ 


о па р к т и: 
Складывая почленно эти равенства, находимъ: 
ера... еРи=(а-Но-Не-. .. 9. 
Первая часть этого равенства есть сумма 5 безъ перваго члена а, т. в. 


5-—-@а, выражен!е въ скобкахъ есть сумма членовъ безъ послдняго, т. е. 5—1; 
слЪи. равенству можно дать видъ 


В —а=(8 —и)4, ии $—&а=59— и; 
рёшивъ это ур. относительно 5, найдемъ 


ыы ® . Е * . . ® . . ы 
т а | (1) 


Т. в. чтобы найти сумму членовь зеометрической проресеи, нужно: посльд- 
И члень умножить на знаменателя, изъ произведеня вычесть первый членъ, 
и раздилиить остатокь на разность между знаменателемь и единицей. 


Если въ Формулж (1) замбнать и его величиною а29”', то 5 приметъ видъь 
Их о са 

В (2) 

Въ этой ФормЪ справедливость Формулы очевидна; въ самомъ дВлЪ, по закону 


чаетнаго отт дАлешя 5” — а” на х—а, имфемъ 
35* 
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* 
—1 
ФЕ а 98 -- с о а-- 1, 
а умноживъ обф части на а, найдемъ въ первой части Формулу (2), а во вто- 
рой: а-|- аа-- - : - - |-а9" 3-44" *-- а4"'; но эта сумма ееть ничто иное 


какъ сумма членовъ самой прогресаи. 
Друюй прлемь. Называя суммую членовъ прогресби буквою 8, имфемъ 


Заре, оо ЫРы, Ас ь 
Умноживъ об части этого равенства на 9, находимъ: 
59 =оа-- 9 а... . ами... ..: (4) 
Но, по опредфленю прогресби, 56—04, =... ., #=14, и=4; 
сл д. (3) можно написать въ видЪ: 
Б=а а м+... ми... -.... 65) 


Вычитая (5) изъ (4) замфчаемъ, что вс члены уничтожаются, за исклю- 
ченемъ члена ма въ (4) иа въ (5); такъ что 


59—5=и4—а, или 5(9—1)=иа—а, 


ид — @ 
откуда 8 = о . 

ПримфРы: [. Найти сумму 6 членовь прощесси, которой первый 
члень —1, а посльдный 100000? 


Знаменатель 9 опредфляется изъ ур-вя 700000 —7 . 94°, откуда а = 10; 
и. АТ. ЕТ 10000 Ш 99 
сд. 5—а = = 1 —=7 = —=7. 1717717. 


П. Найти сумму 10 первыхь членовь зеометрической прозрессфи, кото- 


р . 1 1 
рой первый члень—=—, а знаменатель --? 


р э 
1 \10 
нее, бо = г 
==‘ 1 › ии, помноживъ зислителя и знам. ва (—10'°): 
а. 
1 1009—1 _ 
= °1 1—0 = . 1, 111 111 111= 0,555 555 5555. 


Безконечныя геометрическя прогресеи. 


763. Изучене безкоцечныхь геометрическихь прогрессй требуетъ предва- 
рительнаго показательства слфдующихь теорем о степенях; къ нимъ при- 
соединяемъ и соотвётственныя теоремы о корняхъ. 


764. Лемма [.— Послъдовательныя цълыя положительныя сте- 
пени положительнало числа, большалю 1, возрастают» с5 увеличенлемъ 
показателя и мозуть быть сдъланы больше всякой данной величины. 

Цусть будеть а> 1; емыель неравенства не измфнится оть умноженя 
неравенства на положительное число; такимъ образомъ посядовательно найдемт: 

ра, “> а, и > а, ит. ц., вообще а" > а”; 
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откуда видно, что степени въ самомъ ДВлф возрастаютъ. съ увеличенемъ пока- 
зателя. Но если доказано, что количество идетъ возрастая, то отсюда еще нельзя 
заключить, что оно можеть быть сдфлано какъ угодно большимъ: это еще 
должно быть доказано. Очевидно, будетъь доказано, что а” м. 6. сдфлано какъ 
угодно большимь, если докажемъ, что для показателя и всегда можно найти 
такую „величину, при которой будеть д” > К, гАБ К — заданное количество. 
Пусть @ превышаеть единицу на @, т. е. а—1=0. Такь какь а>1, то 
унножеше на а поведеть къ увеличеню, и получится рядъ неравенствъ 

а—1—а 

@' —а>а 

а—шра 


а"! =. ат? >я 


а" — а" > а, 
откуда, складывая, найдемъ 
а" —Т>а-и--“--... аа, ии а" —1 > та, 
откуда о риа. 
Очевидно отсюда, что а” будеть больше К, если будетъ 
1-Е та > К, 
откуда т > ве 


но очевидно, что каково бы ни было х, воегда можно найти пля т такое знва- 


. К—1 
чене, которое будетъ больше = 


ПрРимВРЪ. — При какомъ значеши % количество (1,001)” будетъ больше 
1000? 


1000 —1 
При т > ть 
765. ЛЕммА П. Посльдовательныя чльлыя положительныя сте- 
пени числа а, менышоло 1, идуть уменьшаясь съ увеличемемь показа- 
теля и моуутзь быть сдъланы какз узюдно близкими кз нулю. 
Въ самомъ дл, изъ неравенства а<1, получаемъ: а<а, @<а?, 


.... 9” < а", Т. е. степени становятся тфыъ меньше, чё мъ показатель боль- 


› т. е. при в > 999000. 


1 
ше. Затиъ, число меньшев 1 можно представить въ видЪ® тра} Желая опре- 


1+ 


ДЪлить степень, въ которую нужно возвысить чтобы эта стенень была 


ре 

1--«? 
меньше заданнаго числа д, полагаемъ 

1 

(1 - 

а по предыдущей лемм®, это неравенство всегда м. б. удовлетворено. 


52 < 8, откуда (1-- а)" > х 


766. Леммл Ш. Корни уълалю положительноло порядка изз числа 
больииио 1 уменьшаются сз возрастанаемь показателя и монутз быть 


— 390 — 


сдъланы какз уюдно близкими кз 1, оставаясь, однако же, вседа боль- 
ими 1, и никозда не дълаясь равными ей или меньшими ея. 


Пусть а> 1; надо доказать, что 
1. а: аа, у, .. "а". 
2. "Ув не можеть быть ни ==, ни <1. 
3. Разность "/а — 1 м. 6. сдёлана < всякой, какъ угодно малой, величины. 


Для доказательства первой части теоремы приведемъ корни ”"\/а и “/а къ 
общему показателю; найдень: "/д = "ржа, и Па "Ут, Шо пер- 
вой лены, а”! > а", а сд. п "Идя > "ая иди "а > "а. 

Затфмъ, положивъ "/а —1 и возвысивъ обЪ части въ и-ую степень, на- 
шли-бы а=1, что противно условю «>1. Допустивъ, что < 1, нашли 
бы такимъ же образонъ: а<1, что опять противорчимь условно. Итакъ, 
"/&>1. 

Докажемъ теперь, что для т веегда можно найти такое значен!е, при кото- 
ромъ "/а будеть какъ угодно мало разниться отъ 1. Обозначивъ буквою 6 очень 
малое положительное число, будемъ имфть биномъ 1 -- 8 весьма мало разнящ ся 
отъ 1, но все таки большй ея. Въ леммв | мы доказали, что воегда можно 
найти таков значен!е для 7, при которомъ будеть (1-|-5)”> К, тдВ К какъ 
угодно велико; сл$д. какую бы величину ни имфло а, всегда можно дать т 
значене, при которожъ будеть (1-- 2)" > а, откуда 1 6>'У@. бъ пругой 
стороны доказано, что "/а>1, такъ-что "/а заключается между двумя кочиче- 
ствами 1 и 1+0, разность между которыми 6 м. 6. какъ угодно мала; а по- 
тому и разность "/@ —1 тЬмъ боле м. б. едблана какъ угодно малою. 


767. ЛЕммл ГУ. Корни итълало положилтельнало порядка изз числа 
менышало 1 увеличиваются сз увеличещемь показателя, оставаясь всв- 
10а <1, кз которой они мозутзь быть сдфъланы какз уюдно близкими. 


Для доказательства, Что "'/а > '/Уа, приведемь эти корни къ общему по- 
казателю; найдемь: "\/а ИИ”, та "ам, Но а < 1, ва. а" > 
а"+1 (лем. П), а потому "ат или "Уд больше "ата или "а: т.е. 
корни увеличиваются съ увеличешемъ показателя. — ЗатЪмъ, допустивъ, что 
'/а =1, нашли бы, что а=1; допустивъ, что "/а > 1, нашаи-бы, что @> 1: 
тоть и другой выводъ противорфчитъь условю а<1. — Но, оставаясь всегда 
<1, "Иа м. 6. сдёланъ какь угодно близким къ 1. Въ самомь дфлЪ, озна- 
чивъ буквою 6 какъ угодно малое положит. количество, будемъ имфть: 1 — 8<1. 
Поэтому можно выбрать ддя т такое значене, при которомъ, въ силу леммы 
П, будеть (1 —6)" <а, откуда 1—6<"/а, или 1 —"/а <, какь бы ни 
было мало. 

768. ТЕОРЕМА. ВБз безконечно возрастающей чеометрической про- 


зрессёи абсолютная величина членовз приближается къ со, а в5 убы- 
вающей— кз 0. 
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Буцемъ разематривать абсолютныя величины членовь прогресыи, (уесловив- 
шись обозначать абсол. значене количества х знакомъ [2|): 


з 


рей Ар 


Пусть [9] будеть >1. Въ вилу леммы Г, съ приближешемь и къ со и 
[4"| праближается къ со, поэтому для и всегда можеть быть найдено такое 


1:99: 49 :@Ф:.. 


значен!е, при которомъ будетъ [9"| > [=], гдф А какъ угодно большое число; 
а изъ этого неравенства: [44”] > [А], т. е. съ приближенемъь ю къ осо, абоо- 
лютная величина членовъ прогресёи праближается къ со. 

Если теперь 4 будетъ положительно, то и 4” будетъ положительно, слфд. 
при а> 0 вс чнены прогресеи положительны, а потому величина ихъ приб- 
лижается къ --со; при а< 0, они отрицательны п приближаются къ — 00. 

Пусть, затфмъ, будетъ [9] <1; на основан леммы П, при возрастания и 
до сс, [4"] приближается къ 0, поэтому всегда можно дать ® такое значене, 


что будеть [1 <[=}, ГД х какъ угодно мало; а отеюда [49| <%, т. е. 


[а4']› съ приближенемъ ® къ со, приближаетея къ 0. 

Если, теперь, 9 > 0, тои 4” >0, елВд.: вели а>0, то члены прогрес@и 
приближаются къ 0, оставаясь положительными; при & < (0 они приближаются 
къ 0, будучи отрицательны. 


769. Теотрвма. Сумма членовз возрастающей профессии, при 
неораниченномь возрастанёи числа членов, приближается кз 00, 


“ В [22 
а убывающей— кз постоянной величинть Та. 


24 —а 
Для суммы ю членовъ мы имфемъ Формулу =“ которую можно 


предетавить въ видЪ 


а" а 
и РА: е ео ини (1) 

Г. 9>1. — Первый членъ, какъ оункщя я, изм няетсея съ изм невшемъ 
числа членовъ, второй же, не содержа я, есть количество постоянное; измфнене 
суммы зависить, поэтому, отъ перваго члена. Мы доказали, что въ возрастающей 
прогресои съ положительнымъ знаменателемъ, величина ад”, съ приближешемъ 
® къ со, приближается къ -|- со при @>0, и къ — со пиа< 0; а потому 
и первый членъ, знаменатель котораго конеченъ и положителенъ, а вифстф съ 
тАмъ и $, приближается къ со при а>0, и къ — со пи а<0. 


а д 
П. Еели 4<1, то при ® — со количество а0", а сл. и ты имфетъ пре- 
дВломь 0, а слЪд. сумма $ иметь предёломъ = ИЛИ а - Итакъ, 
при 9<1, 
. а 
Иш $ = те 


т. в. предьль суммы членовь безконечно — убывающей протрессзи равны пер- 
вому члену, дъленному на 1 безь знаменателя прозресвви. 
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Это предложене можно доказать обратнымъ способомъ, разд ливъ @ на 1—9: 
частное будеть имфть неограниченное число членовъ, ибо одночленъ не длится 
безъ остатка на многочленъ, а члены его будуть слфдовать закону геометричес- 
кой прогресси. Въ самомъ дл: г 


в 
| а-- аа-- аа? -|- а93-|- .... 
р 
ое Е 
94° 


Ш. Пусть у=--1. Взявъ конечную (объ  членахъ) прогрессю, имфемъ: 
"—1 0 
5 =, положивъ 9 = | 1, найдемъ 8 — ть 
Для раскрыт1я неопред®ленности, зам чаемъ, что 


"—1=(а—1 (ета... 9%, вид. 


с — аира... аи. 
— т ; 


отсюда видно, что неопредфленность — кажущаяся и зависить отъ присутетйя 
въ числ. и знамен. общаго множителя 4—1, обращающагося въ 0 приа=1. - 
Сокративъ на 4—1, и положивъ потомъ а==1, получимъ: 


З==4(1--1--1--... Оо. 


Этотъ результать можно было предвидёть; въ самомъ` флЪ, при а =1 


сумма а-- 94 -|- а9*-|-....--а4”-! обращается въ ара-ра--.... а, 


ИЛИ ВЪ ая. 


Если теперь положить ®— оо, то будеть: 5=а. оо, т. е. В=-Н со 
при @> 0, и БЗ—= — © пиа<0. 


1У. 4 — отрицательное. — Если въ равенствф 
44" — а 
а-- 99 -- а4*--....- = 
перем нить 4 на — 9, отъ чего только нечетныя степени 9 перемфнятъ знакъ, 
то получится выражеше для суммы прогресфи съ отрицательнымъ знаменателемъ: 


| Е а" — а 
а — аа -{- а — з-д ее 
Заключаемъ, что: 


1) При 9 большемъ 1, по абеолютной величин®, и при я = оо чиенъ 
ЕЕ ыы 
т САД. ий В — 00. 


2) При 4<1, по абсолютной везичян*, и при ®= оо, будеть а4“== 0, 
и елёД. в = а 


1-4 
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3) При 4—1, по абе. вел., 8 = --, и елЪ. в равно или 0 (при 


ата 
2 


четномъ числЪ членовъ), или а (при нечетномъ чиелЪ членовъ). Въ этомъ елу- 
чаф прогресйя представляетъ рядь колеблющейся, 
770. Ршене нфкоторыхъ задачъ, относящихся нъ геометрическииь ‘про- 
гресстямъ. 
Такъ какъ между пятью количествами а, и, п, 4, $ Фигурирующими во 
всякой геометрич. прогресеи, существуеть только 2 различныхъ соотношеня 
—а4 
и— ад"... .. (1) А че 0) 
4—1 
то, вакъ скоро даны 3 изъ этихъ количествъ, остальныя опредфлятся изъ ука- 
занныхъ ур-нй. Вакъ и въ случа ариеметической прогресойи, можно предло- 
жить здесь 10 задачъ, изъ которыхъ рфшимъ только 2 слёдующия: 


ЗАДАЧА 1.— Вычислить а и и по даннымь $, дип. 
Исключая и изъ ур-н! (1) и (2), находимъ: 
9—1 


—_ @(4*—1) 
ОЕ откуда “=БХ ит} 
подставляя эту величину въ ур. (2), получаемъ: 
— ВЫ . 0-1 ь 


ЗАДАЧА П.— Вычислить 4 и $, зная а, и, п. 
Изъ (1) находимъ: 


Ре 
9 — @ ) 
подстановка во (2) даетъ: 
%®—1}— 
и —_—@ ь з 
- а цв —а” Ча 
®—1 И п-—1 РР —" а 


ЗАКАЧА Ш.— Найти женератрису данной перлодической дроби. 


1. Пусть чистая перодическая дробь {=—0,3737....; ее можно пред- 
ставить въ видъ 


8 37 
об К 100 К 1обз +. и 


С4Ъд. Г есть предфлъ суммы членовъ безконечно-убывающей геометрической 


г 1 
прогревйи, которой 9=-— и а—=8Т. Потому 


100 100 
37. 87 
— 100 _ 100 _ 37. 
1 ов, 
100 100 


результать, извёстный изъ ариеметики. 
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2. Возьмемь сифшанную перодическую дробь /— 0,32(745). Ее можно на- 
писать въ Фори$ 


__ 32 745 745 745 
= 100—106 х 1000 Е 100 х 10603 Г 160 х 10003 2 


32 745 1 1 
— то 100 х Е 1000 Ел гообз | гое ] 


Рядъ въ скобкахь есть сумма членовъ безконечно-убывающей геометрич. 


прогр., въ которой а=—1, =: рядъ этоть равенъ, слФдовательно, 
Е ©. а потом 
т — 999 у 
1000 
‚— 32 + 745 _ __32х 999 -|- 745 
— 100 ' 100 х 999 `` 1000 х 999 


Замфнивъ въ числитель 999 разностью 1000—1, находимъ 


р 32000 — 32 -|- 745 _ 32745 — 32 
ыы 100х 999 — 99900 ? 


откуда прямо слФдуеть извфетное изъ ариометики правило. 


ЗАЦАЧА [\№. Часовая и минутная стрълки показывають полдень. Бь 
которомь часу встрьтятся они снова? 


Примемъ за единицу времени часъ, а за 1 длины окружность циеврблата. 
Черезъ часъ минутная стрЬлка возвратится къ цифхрё ХИ, а часовая пройдетъ 


1 1 
15 цихерблата; слЪд. минутная стрЪлва должна пройти эту 15 циферблата, но 
въ это время часовая, движущаяся въ 12 разъ медленнфе минутной, пройдетъ 


1 
г отЪ 15 циферблата, или 5 его. СлЪд. минутная стрФлка должна пройти 


эту послВднюю долю циоерблата, но въ течеши этого времени часовая прой- 


1 
деть ещеть; ИТ. Д. Итакъ, минутпая стр$лка, чтобы догнать часовую, должна 


1 1 1 Не 
оть полудня пройти путь: рта 8 |. .-.-.-, представаяющися 
подъ видомъ безконечно-убывающей геом. прогресйи, первый члевъ кото- 


1 С 1 

рой —1, а знаменатель 12° Предёль этой суммы есть — 1, ИИ с. 
Такъ какъ минутная стрфлка единицу пута (цихерблатъ) проходить въ 1 чаеъ, 

12 12 3 
то -- этого пути пройдеть въ 1% Х = =1* 54 21° =. 

11 о 11 

ЗАДАЧА У. Соединяя средины сторонъ кзадрата, получають вписан- 
ный квадрать; вь этоть квадрать, соединяя средины ею сторонь, вписыва- 
ють новый квадрать, в т. 9. Предпололая, что эта опералия продолжается 
неофаниченное число разъ, найти предъль суммы площа?ей всъхь этиль 
квадратов». 


< 
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Пусть сторона даннаго квадрата будеть а; площади послФдовательныхь 
а? а? а? 


квадратовъ будуть: а”, и к Сумма ихъ будетъ 
МЕ | 
Виа о 
Предъль суммы прогресаи въ скобках — — ь. =; сид. В — 24°. 
1— — 
2 


ЗАЦАЧА \'1[.— Число 195 раздълить на 3 части, которыя составляли 
бы зеометрическую профессвю, которой третий члень быль бы больше пер- 
ва1о на 120. 


Пусть первый членъ будеть 2х, а знаменатель прогресйи 4; имфемъ 
два ур-н1я 
2-24 -Р 21? = 195, 24° — #=1290, 
которыя можно представить въ вид® 
2(1--а-|- 91°) =195, #7 —1)=120. 
Разджливъ первое на второе, исключимъ х, и получимъ квадратное урав- 


нене 59° — 89 —21=0, откуда: 4’=3, ("= — =. Подетавля вмфето (/ въ 


ур. 2(4° — 1) =120 сперва 3, потомь — ©, найдемъ: 21—15, 2’=145. 
Искомыя рфшеня будутъ: 
= 15 : 45: 135; 2: 125: — 115 :--245. 
771. Задачи, —1. Найти послфдн!й членъ и сумму членовъ прогресс!й; 


а) =: 56 : 28 :14:.... (12 чл.); Ба: 2: акад СПО 


213 
$7878 
е) -- т: тзи : т .... (7 ча.); В Е а: а-я): (--).... (8 ча.) 


за: 5... @ 9) == .... (8 ча.) 


в а: Е. : (1041.; в) = Бернд: Кей: о... (в ча.) 


2. Указать порядокъ члена, превосходящаго 1000, въ прогресеи 
= 1: 1,01 : 1,012 : 1,013: ..., 


3. Указать порядокъ ‘члена прогресаи = 2 } 2 : в в ‚ Еоторый, 
"4 16 64 
навфрное больше 10. 
ых 11 11} 
4. Указать порядокъ члена въ ряду 1: т5: (55) :...., Ваврное 


меньшаго 0,001. 


5. Вставить: а) между 3$ п в три среднихъ геометрическихъ; Ъ) между 18 
и 13199 пать среднихъ геометрическихъ. 

6. Четвертый членъ геом. прогр. есть 9, седьмой — 15; найти прогресе1ю? 

7. Даны члены М и М порядковъ т и ® въ нфкоторой геометрической прогрес- 


} п-т ур® 
и. Показать, что членъ Р порядка р равенъ Хе ' 
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, 8. Если А и В суть члены порядковь рф ир-— нфкоторой геометрич. 
прогресс и, то показать, что 


Е 2, В {в 
р-ый членъ — /АВ, а #-ый чл. = А\/( ) . 

9. Найти предфль суммы каждой изъ слфхующихь безконечно-убывающихь 
прогрессй: 

РО о м. а т. 

Тв . р а 

10. Углы прямоугольнаго треугольника составляють геометрическую прогресею; 
вычислить ихъ съ точностью до 1”. 

11. Показать, что если въ.геометрич. прог. вычесть каждый членъ изъ преды- 
дущаго, то полученныя разности составять также геометрич. прогресс!ю. 

12. Доказать, что въ геом. пр. сумма нечетнато числа членовъ всегда дЪлитъ 
сумму ихъ квадратовъ. 


`13. Сумма членовъ безконечно-убывающей г. п. вдвое больше суммы ея первыхь 


п 
: 1 
Я членовъ; показать, что знаменатель — \/ 5 . 


14. Если а, $, са . . . . суть п 1 кожичествъ, составляющихь г. п., 
то показать, что обратныя количествь 08—65, 9—6, . . . ‹. составляютъь 
также г. п., и что ихъ сумиа — 

1 а2 — $2" 
ых (ев, 

15. Показать, что если среднее арием. между а и $ вдвое больше средняго 
геометрич. между этими же числами, то 


а __2 РУЗ. 
в оз 
16. Показать, что если второй членъ арием. прогр. есть среднее пропорц. между 


нервымъ и четвертымъ, то шестой будетъ среднимъ пропоршональнымь между четвер- 
тымъ и девятымъ. 


17. Если 5, означаеть сумму ® первыхъ членовъ г. п., то показать, что 


__ а4 (*— 1) па | 
$ 8-83 -Е #19: 922$ 8, = (4—1) 9-1 


18. Показать, что въ безконечно-убывающей г. п. каждый членъ всегда нахо- 
дитея въ постоянномъ отношени къ сумм% вофхъ слфдующихъ членовъ.—Каковъ дол- 


женъ быть знаменатель, чтобы каждый членъ равнялся р разь взятой сумм веЪхъ 
сядующихь? 


19. р геометрическпхь прогрессй имфютъ общаго знамен. 9. Первые члены ихъ 
находатея въ ариеметической прогресс а, 32а, За, . . . ‚а. Если въ каждой 
изъ р денныхь прогресс назовемъ сумы первыхъ р членовъ соотвфтственно буквами 
81, 5, В, °.. ‚Эр, то доказать, что 


О 


2 9—1 ^ 
20. р безконечно-убывающихь г. п. пмфють первыми членами 1; & знаме- 
нателями соотвфтетвенно: 4, 4%, 98, ...., 9Р. Если би, бе, бз, + +. * Вр СУТЬ 


предфль суммъ членовъ этихъ прогресс, то доказать, что 


ЕЯ 1_ 9-94). 
таг” г "= — 1—9 
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21. Если 8, означаетъь предЪль суммы членовъ безконечно-убывающей г. п. съ 
знаменателемъ 9, а 8, предфль суммы квадратовь членовъ той же прогресеш, то: 
(1 - 9) = 151 —9). | 

29. Пусть 8=1--9-- @-- 93 ...... 

и 8в=1 а -.....- 
будуть суммы членовъ двухъ безконечно-убывающихь прогрессй. Показать, что пре- 


вл орммы 1 -- 94 -- 94-943. . - - равевь 


23. Если положить 


85 к 
В; —1 


И и. Не 
8—1- >. Рав Ре безк., 9=1— Е -16— = до безк., 


то 8 —=975'. 


24. Пусть а, 9, и $, означаютъ соотвфтственно-первый членъ, знаменателя и 
предфль суммы безконечно-убывающей г. п; 5'9, 4 и 5” первый членъ, знам., ин 
предфль суммы второй прогресси; 5” 4, ди 5" первый членъ, знам. и предфль суммы 


1 
третьей; и т. д. Полагая, что 9« 5» доказать: 


19) что количества а, 5'4, 5”а, 5", . . . образуютъ убывающую геометрич, 
прогр.; 2%) вычислить предфль суммы членовь этой прогресби, полагая что она 
безконечна. 


25. Соединяють средины А’, В’, С’ сторонъ треугольника АВС; затёмь средины 
сторонъ треуг-ка А’В’С’, ит. д. до безконечности. Доказать, что предфлъ суммы пло- 


а тдф $8 пло- 


щадей всфхъ этихъ треугольниковъ (включая и данный) равенъ Е 


щадь даннаго Л\-ка. 
26. Та-же задача, замфняя треугольникъ параллелограммомъ площади 972. 


27. Въ кругъ рамуса В, внисывають квадратъ; въ этотъ квадрать вписываютъь 
кругъ, въ который снова вписываютъ квадратъ и т. д. до безконечности. Найти 
предфль суммы площадей вофхь этихъ квадратовъ. 


28. Таже задача, замФняя круги шарами, а квадраты кубами. 


29. Въ шаръь радуса В вписываютъ равнобочный цилиндръ, въ этотъ цилиндръ 
вписывають шаръ и т. д. Найти: 1) предфль суммы поверхностей всЪхъ шаровъ; 
2) предфль суммы ихъ объемовъ. 


30. Данъ Д\; етроятъ второй Л, имфющш сторонами медлалы перваго; и т. д. 
до безконечности. Найти предфль суммы площадей всфхъ этихь треугольниковъ. 


31. Въ прямоугольномъ Л АВС опускають высоту АО на гинотенузу ВС; 
затфмъ проводять перпендикулярь ОЕ на АС, затфмъ ЕК на ВС, ит. д. безъ 
конца. Найти предЪлъ длины ломаной АРЕЕ...? Указать построен1е этого предфла? 


32. Въ правильный ^ АВС (сторона —=а) вписывають квругъ, къ которому 
проводятъ касательную А’В’ параллельно АВ. Въ Д СА’’ вписывають второй кругъ 
ит. д. безъ конца. Найти предфлхъ суммы площадей всфхъ круговъ, т. о. построенныхь. 


33. Данъ прямой круглый конусъ, которато сфчене по оси представляетъ пра. 
вильный Л со стороною —4а. Въ конусъ вписываютъ шаръ, къ которому проводятъ 
касательную плоск. параллельно основан конуса; въ полученный малый конусъ 
снова вписываютъь шаръ, и т. д. безъ конца. Найти пред$ль суммы объемовъ вс№хъ 
этихъ шаровъ? 
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34. Въ правильный /\ вписывають кругъ; въ этотъ кругь внисывають правиль- 
ный /\, въ который снова вписываютъ кругь, пт, д. до безконечности. Найти: 
1) предфль суммы сторонъ всфхъ полученныхь треугольниковъ; 2) предфлъ суммы 
радуеовъ, веЗхъ круговъ: 3) предёль суммы площадей всфхъ круговъ; 4) пред. суммы 
площадей всфхъ треуг-въ; 5) обернувъ каждый Л окохо одной изъ его выеотф, найти 
предфлъ суммы всзхъ полученныхъ объемовъ. 


. 35. Даны два равные полукруга, извнф касаюпцеся другъ къ другу. Къ нимъ 
проводать общую касательную и вписываютъ первый кругъ, касательный къ этой 
прямой и къ даннымъ»кругамъ; зат$мъ второй кругъ, касательный въ этому кругу ип 
кь обоимъ данныиъ, н т. д. Найти сумму радусовъ всфхъ этихъ круговъ. 


Вывести отсюда тождество 


1 1 1 1 
15 РЗ Рза Гав Е 


\ 


гдф число дробей безконечно. 


36. Построить тоеугольникъ АВС, зная его высоту АО —1, и зная, что эта 
высота, стороны АВ, АС, ее заключаюцля, и третья сторона ВС образуютъ, въ 
сказанномъ порядЕФ, геометрическую протресе!ю. 


37. Найти три числа въ г. п., зная ихъ сумиу 126 и произведене 13824. 


38. Найти четыре числа, составляюпия г. п., зная ихъ сумму 40 и сумму ихъ 
квалратовъ 820. 


39. Найти четыре числа, образующя г. п., зная, что ихф сумма —=30, а отно- 
: 3 
шен!е суммы двухъ среднихь къ послфднему равно а" 


40. Доказать, что корни возвратнаго ур-н1я 
2 — 623-0422 —65--1=0 
могуть составлять г. п. При какомъ соотношени между @ и $ это иметь мфсто? 


41. Три цфлыя числа образують г. п.; если второе увеличить на 8, прогресея 
слфлается ариометическою; но если посл этого увеличить посл$дейй членъ на 64, 
прогресстя снова сдфхается геометрическою. Найтн эти чиела? 

42. Доказать тождество 

ат у4т+ — [42741 — 249%-112 |- 243% — а 2 = 2" 


+ [уз"+1 = 2у"-108 — 2у?- 378 — .. те Зуд? 2, 


ТУТАВА хо ЕА/ТГ. 


О рякахъ вообще; опредфлен!я. — Суммироване конечных рядовъ. — Суммированйе 
безконечныхь рядовъ.—-О сходимости рядовъ.--Перемножене рядовъ.— Задачи. 


9772. Опредбленя. Рядомь называется рядъ количествъ, изъ которыхъ каждое 
получается изъ предшествующаго по одному н тому же закону. Тавъ, ариеметическал 
прогресезя есть рядъ, завонъ котораго состоитъ въ томъ, что каждое количество со- 
ставляется изъ предшествующаго приложешемь къ нему постоянчаго количества. 
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Геометрическая прогресс1я есть рядъ, законъ котораго состоитъ въ томъ, что каждый 
членъ образуется изъ предшествующаго умножен!емъ на постоянное количество. 

Количества, составляюцщйя рядъ, называются членами ряда; ихъ обозначають въ 
общемъ вид® такъ: ан, 5, 3,. . . ‚1, . . Членъ, которому предшествуетт, 
%®—1 членовъ, т. е. п ый членъ, и„, называется обшимь членомь ряда. Давая въ 
алгебраическомъ выражени общаго члена и, буквЪ п зпачевя 1, 2, 3, 
лучимъ послфдовательно вс члены ряда, начиная съ перваго. 

Сумму я членовъ ряда обозначаютъ буквою Эт. е. 


Зои Р-Н... Ра, 

Рядт называется конечнымь, если онъ состоитъ изъ конечнаго числа членовъ; п 
безконечнымеь, если число членовъ безконечно. Если сумма я членовъ ряда, по мёрЪ 
приближевн!я % въ ОО, стремится къ опредфленному конечному предфлу 5, то безко- 
нечный рядъ называется сходяшикмея, а $ его суммою; если же сумма 5,, по м5рЪ 
приближеня 7 къ ОО, сама приближается къ безконечности, то безконечный радъ наз. 
фастодяиммся; само собою разумФется, что о сумм$ такого ряда не можеть быть и 
р%чи. Можетъ, наконецъ, случиться, что по мфрЪ приближен!я я къ оо, сумма ряда 
не возрастаеть до ОО, но и не стремится ни въ какому опред$левному пред$лу; 
таве рялы называють яолусходяииьмися или колеблющимися; ихъ причисляють къ 
расходящимся. 

Тавъ, мы видЪли, что безконечная геометрическая прогрезея, которой знаме- 
натоль д есть положительная илн отрицательная правильная дробь (—1<9а<-[ 1), 


по- 


в : 
имфетъ конечную п опред$ленную сумму т ; такая прогресея представляетт,, 
2—9 


поэтому, примфръ сходяиимося ряда. Если же знаменатель безк. геом. прогресейи, по 
абсолютной величинф, больше 1, т. е. если 9>--1, или 9< —1, то сумма про- 
гресси будетъь равна == ОО, и сл. прогресс1я представляеть въ этомъ случаЪ ряду 
фрасходяиийся. При а=--1, прогресбя также есть рядъ расходяцийся. Наконецъ, 
если 4=—1, то прогресая беретъ видъ 
а: а: а: -@а:.... 

Сумиа ея въ этомъ случаЪ равна или 0, или а, смотря по тому, беремъ ли четное, 
или нечетное число членовъ; такъ что, по мёрф приближен1я ® къ ОО, сумма чле- 
новъ не стремится ни къ какому опред$ленному пред$лу; однимъ словомъ, при 9—1, 
протресся есть рядъ колеблюцийся. 

Одинъ изъ важнЪйшихь вопросовъ, представляющихея въ теори рядовъ, отно- 
сится къ суммированю рядовъ. Суммировать рядь значить найти сумму его членовъ, 
не вычиеляя въ отдфльности каждаго члена. Для р шен!я этого вопроса не существуетъ 
общихь правилъ, и самая задача возможна лишь въ исключительныхь случаяхъ. 
Въ предшествующихь тлавахь мы имфли примфры суммировав1я членовъ ариемети- 
ческой и геометрической прогресси и одинаковыхъ степеней членовъ первой. При- 
водимъ еще нфеколько примфровъ. 

773. Сумнироваше конечныхъ рядовъ.-—Жогда рядъ разлагается на, прогрёсси, 
то формулы суммы прогресай и дадутъ возможность суммировать рядъ. 

Примтрт Т.— Найти сумму п членовь ряда 

6-66 -[ 666 [6666 |- 66666 -- . 


1-й членъ = 6х1 


2й „ =6х10--6 
3 ‚„ =6х10- 6х 10-6 
4 „ = 6х 10-6 х 10 6х 10-16 


ое. 
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я-й членъь — 6х 10" 1 6х 10" 6х 10"... .- 6х 10-66 


Суммируя вертикальные стоабды, какъ геометрическя прогресси, находимъ 


__ 6(10"—1) , 6(10"-1—1) , 6(10*2— 1) 6(10—1) 
т 5 а с 
— 6 а ь—1 *—8 == 6% 
= 6—0 | 10-1 10...10] о 
_ 60 р 6% 
— (0—1 п 
Ряды ГЕОМЕТРИЧЕСКТЕ. — Пусть даны числа ах, В, 7.6, &.... Вычтя 


каждое число изъ слфдующаго за нимъ, получимъ числа 
В —<, з— В, 6—1 :=-—68,.... 


называемыя первыми разностями данныхъ чиселъ. Обозначая эти разности буквами 
В, т, 9,...-.. вычтемь каждое число изъ слФдующато за вимъ; найдемъ 


у’ — В, 6—7, "—0,. & 
Числа эти называются вторыми разностями данныхь чисель х, В, у... .. 0603- 
начая эти новыя разности буквами +”, 6”, ="... . составииъ третьи разности: 


М, =... 
и т. д. Если первыя разности В —а, 7—В,. ... 7остоянны, то говорятъ, что 
числа <, В, 1... . . образують прозрессйо первало порядка: таковы прогрес&и арие- 


мегическя. Если только вторыя разности дфлаются постоянными, прогрес@я вазы- 
вается—вт7ороло порядка. Вообще, прозресцей т-ю порядка называють рядъ чисель, 
которыхъь т-ыя разности постоянны. 

Напр., числа 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84 образують прогрессю 3-го порядка, 
потому что третьи разности постоянны. Въ самомъ дфлф: 


Первыя разности суть. ... 3, 6, 10, 15, 21, 28; 
вторыя разности... ........ ..3, 4, 5, 6, 7; 
третьи разности ..........- О О Е 


Геометрическимь рядомь называютъ рядъ чиселъ, получаемыхъ оть почленнаго 
перемножен!я геометрической прогресси на прогрессю опредфленнаго порядка. 


Примзръ П.—Суммировать ® членовь ряда 
5—=1--2а-{ 3 4а3-|- 54А--. ...- та... .... (1) 
Это есть рядъ геометричесыЙ, полученный отъ почленнаго перемножен!я геоме- 
ческой прогресем 1, а, а, аз,... на прогрессю 1-го порядка 1, 2, 3, 4,.. 


Помноживъ обЪф части равенства (1) на а, имфемъ 


а5 —=а-|- 242 | Заз -|- 44-5 --....-- (п — Па -- па*.... (2) 


Вычтя изъ (2) равенство (1), имфемъ: 


(&а—18=—[П- а ее... а -Рпа”, 


а" —1 
— 1)8 = ча — 
или (а ) К УЕ ба 
откуда Ре ее 
ь паб @— 1 | о 
Приложеще.—Положивь 4— —1 въ предложенномъ ряд, имфемъ 


8=1—2--3—4--5— зе 


Формула (3) прямо даетъ 


причемъ верхн!й знакъ относится къ случаю я нечетнаго, НИЖНИЙ КЪ случаю я четнаго. 


Примзрт ПГ. Суммировить рядь (и членовъ): 


8 —=1-- 34-1 баз -|- 10--.... + 5 (и а"-1. 
Умноживъ 06% части на @ и вычтя предложенный рядъ, имфемъ 
(а--1)8=5 (а -1- 1)" — [1-Е 2а | За? -|- да... па"-].... (1) 
Положивъь 5’—=1-|- 2“ -|- 342 -|-443-1-....--па”-1, по предыдущему имфемъ 
п  __ 
9. к Замфнивъ въ (1) 5’ его величиною, находимъ 
Е (6-1) 
(а—1)83=^ еп м о 
го (а— 1)’ 
откуда, 
в — п(п-|- 1)а” 2па” уе 2("—1). 
Пт 2—0  2@а—1% Г 2а—1} 
Приложене.—ТПоложивъ а ——1, получимъ 
ИВО ОЕ = @-1, 


и формула суммы даеть для этого ряда, 


. 8 —= р ЕЛЕ 
4 4 8 

Изъ приведенныхь примфровъ видно, что всегда можно найти сумму даннаго 
числа членовъ геометричеекаго ряда порядка т, полагая, что знаменатель геометри- 
ческой прогресси есть а”. 

Если вс члены положительны, достаточно вычесть сумму 8 этого ряда изъ про- 
изведен!я а”. В; остатокъ (а” — 1)5 будеть содержать новый гоометричесвй рядъ 5’ 
порядка т%— 1. Вычтя эту сумму 8’ изъ произведешя @’5’, получимъ остатокъ 
(а’— 1)5', который будетъ содержать новый геометричесый рядъ 5” порядка т— 2. 
Продолжаютъ такимъ образомъ до тфхъ поръ, нока дойдутъ до геом. ряда, котораго 
разности постоянны, т. е. до геометрической прогрессли въ собственномъ смысл, 
сумма которой изв$стна. Это дастъ возможность опред$лить сумму Я” ряда первато 
порядка, а слФд. сумму 5’ втораго порядка п, наконецъ, 5. 

Приводимъ еще прим$ры суммировавя н%которыхъ рядовъ. 


ПримфрЪъ а п членовь ряда 


1 1 
а яв +’ 
Замфтивт, что и-ый членъ м. 6. предотавленъ въ вид% 
1 1 1 
а 
полагаемъ въ этомъ равенств$ я —1, 2, 3,...., 2; такимъ образомъ вс члены 


разложимь на разности, и дадимъ ряду видь: 


— 40? — 


Замфзая, что второй членъ каждой разности уничтожается съ первымъ члепомъ 
слфдующей, найдемъ, что останутся только крайн!е члены; а потому 


1 
иг 
Прлимзръ У.— Найти сумму п членовь ряда 
1 1 1 1 
о а” ОЕ 


Понытаемся разложить обний членъ на 2 члена, употребляя для этого способъ 
пеойред$ленныхь хоэффашентовъ; для этого полагаемъ тождество 


1 _ А В 
я" -Е2) ‘тат и 0@- 2) 
въ которомъ А и В независять отъ я. Освободивъ отъ знаменателя, получаемъ тож- 
дество 1==(и-- 2)А -- ЯВ, иля 


1 1 

(А В)и- (2А —1)=0, откуда: А=5 и в=—> Сл%х. 

1 __1 оф т 1 . | 

п(т -- 1)(%--2) 3 па) 2 (ие?) 

Полагая здфеь послфдовательно ® —1,9,3,...., п, предетавимъ каждый членъ 
въ формЪ разностн и дадимъ ряду видъ: 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
| -- С И ел РК Е Ее м ть 
ое а ва о ее. 


откуда, какъ п въ предндущемъь примфр%, пифемъ: 


= Но = | 


Примфръ УГ. — Суммировать ® членовь 


1 1 1 1 
НЕЕ НИЕ ОЕ ВЕ ЗИ ОА о а 
141 Г Е 
ха 1 1 = Е 1 | 
Обний членъ я — а 5) Е | ны _ . Полагая поелфдователь- 
11 1 
но #--1,2,3,....,9, даднмъ нервому члену видъ 5[--= 5 второму вилъ 
т [+ т третье п о : и Сумма ряда б 
21а 4 ь МЕ Е — ее 
1 1 1 1 1 1 1 ‚1 1 1 1 
Я саней 
2 (1 в Е 5) = Е, п т 
В а И 1 1 
и [( 1 +5 ый 3 м Ни). к. = 
1 1 
Члены, начиная съ 3 0 >, взаимно уничтожаются; такъ-что 
У: м. 
2 Г п-т п? 


ПримиРх УП. — Дана арчеметическая профресыя съ разностью т. 


——а.Ъ.е. а й.Ё.Е 


й 1 1 1 1 1 1 
1. Найти сумму и ре - РЕ -..---- р - тр Или х 2 
Им\емъь ` 
1 1_Ь—а_т 
12 6 4 
1 1 с—6 7 
ое 06 Те 


1 1 1 
Складывая эти равенства, находимъ: — — т= "р, откуда, 
[72 й 


[т 2: 
а  тиа 1 
Эта формула даетъ простое средство суммирования ряда примфра, ТУ; стоитъ толь- 


ко положить а=—1, ^=1, [- я-НТ, и тотчаеъ паходимъ 
1 


8—=1——. 
п-- 1 
2. Найти сумма г -|- к: Не и или, короче ха 2 
у И Ы ЛЕГ Де 
ИмЪемтъ: 
1 бе ба 
9 16 а ^ абс 
11 9—в № 
фе с’ 94а `` 9504 
та 
о и мя тя 
Складывая, найдемъ: г :: ЕРЕЗлУ т -, ОТК 
о - о 


1_1 ( 1 1 
Пе за НН 
По этой формул легко суммировать рядъ примфра У; положивъ а=1, =, 
&-:т-| 1, 7-п-[- 29, тотчасъ пмфемъ: 


Я 


Такимт же образом получимъ 
И 
абса` Зтабе АГ 
8. Можно вывеети аналогияныя формулы для суммы произведен! послЪдователь- 


ныхт. членовъ ариомстической прогресби. 
Назьвая а, членъ, предшествующий @, п / — слфлующиг за {/, пмфемъ: 


ит. д. 


$ —1,—5” ‚, откуда умножая на а: 96 — аа — 2га 


е—а=\% , Е $ „в: 6—9 = 
— =, > „в: 041 — бе— 290 
Е, у ‚п ИО. 


2 
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Сложене даетъ: Й, — аа, = 975, откуда 


< —_ — а. 
9 
Такъ, взявъ рядъ натуральныхь чиселъ: 1—-2-!-8--....- 41+, и положивъ 
9, ==0, @= 1, = и, Ц = и-1, х=1, получимъ 
в ЕО ОО: 
В 2.1 2 


Такимъ же образомт: 


с — 4 =37; по умножени на 25: 66 — аа — Зтар 


а—1—3* ; »„ 5 „ №: ма — ве = 8 
1—1 = 37: в ре . М: ШИ И. 
И — , 
СложивЪ, получимъ: Ха — Е — кий 
ть 
Такъ, чтобть суммировать 
8—1.2--2.8-48.4--...... (#1), 
полатаемъ а —0, @=1. 6—2, и. 1==8--1, = - 2, г-=1, и находимъ 


з—"@®- 1)@&-{ 2) 
в —- > З >: 


ЛЕ, — абс 


а отсюда 
47 


Такимъ же образомъ найдемъ: хабе —= 
—=1.2.3--2.3.4--3.4.5-.... пи 2) = = 


774. Суннироване безконечныхь рядовъ. — Если удастся сумму ® первыхъ 
членовъ безконечнаго ряда представить въ видЪ функщи отъь *, то вопрос% о сумми- 
рованйи ряда булеть приведевъ къ вопросу о нахожлеви предфла сказанной фуякии 
при ®— оо. 

Такъ, если взять безконечный рялъ 


1 1 1 эй 
ре О ЕЕНОСЫ РЕ АДИЕИЬЖА Е РЕН 
о Вы зае т 


: 1 
то, какъ указано въ примЪрЪ ГУ, сумма » первыхъ его членовъ равна 1 Е Е 1: 


положивъ здфеь ® — оо, находимъ въ результат$ 1. Заключаемъ, что предфль суммы 
членовъ даннаго ряда есть конечная величнна 1. Отсюда видно, что данный рядъ 
есть сходячёйся. 

Но такой методъ суммированя безконечныхь рядовъ примфнимъ лишь въ рЪд- 
кихъ случаяхъ;» выспый анализъ показываетъ, что обыкновенно легче’ дать формулу 
суммы для всего безконечнато ряда, чфмъ для его первыхъ я членовъ. Но какъ скоро 
данъ безконечный рядъ и поставленъ вопросъ о его суммироваши, то предварительно 
долженъ быть разрЪшенъ вопросъ о томъ, существуетъ-ли искомая сумма, что бы не 
пришлось потратить время н трудь на опредфлене такой величины, которая нем. 6. 
опред$лена; иначе говоря, нужно предварительно изслфдовать — сходячийея данный 
рядъ, или растодяиийся. 


775. Услове сходимости. — Дал тото. чтобы рядъ быль сходяиимся, необходи- 
м0, чтобы чаены ©10, начиная съ нькоторато мъста, болье или менъе удаленнало 
отз начала ряда, стремились къ нулю. 


` 
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Въ самомъ дёлЪ, если ряде ии. ни-ни. -Н.... ееть схо- 
дящ ея, то онъ имфеть конечную сумму 5. Въ такомъ случаЪ, назвавъ черезъ 5» _1 
и 8, суммы первыхь я —1 н ® членовъ, зам$чаемъ, что по мфрф приближеня п 
ЕЪ СО, 06% суммы стремятся къ предфлу 5, т. е. 

Вы 8. = %, Ни 8,1 =5, 
откуда, вычитая, находимъ: Не 5,- ПН 5, 1=0; или, вакъ разность предфловъ 
равна предЪлу разности перемфнныхъ, то Нм (3, —5,1)=0; но В, — и =и,, 
сл$д. въ сходящемея рядЪ 
Ша (и,) =0. 

Иначе: если въ ряду положительныхъ членовъ члены, хотя и уменьшаются, но 
не стремятся къ нулю, такой рядъ никогда не можеть быть сходящимея. Въ самомъ 
дфлЪ, если всЪ члены будутъ больше нЪкоторой конечной величины г, то 


на -Р в -- в 5 55% рете-е-НЕ- она 

Вторая часть, содержа безконечное число конечныхь слагаемыхъ, безконечно 
велика; тёмъ болЪфе, свойство это приваллежить хЬвой части, которая больше правой; 
слфд. рядъ и Ра --...... расходится. 

Итавъ необходимое услове сходимости ряда состоитъ въ томъ, чтобы члены его 
неограниченно уменьшались, приближаясь въ нулю. Но одного этого условйя, по край- 
ней мЪр%, для рядовъ съ положительными членами, еще недостаточно. Въ самомъ 
ДЪлф, есть таве ряды, члены которыхь хотя и приближаются къ нулю, но сумма 
рада не имфетъ не и Это можно видфть изъ сл6дующихъ примфровъ. 


ег ет 
уз Уз. Уз 


—0. Не смотря на это данный рядъ— 


1. Члены ряда - +. стремятся въ нулю, 


ь : 1 1 
ибо при п — со, На и, == Ши (---)=- =: - 
Ув’ ус 
расходянийся; въ самомъ дЪлЪ, назвавъ т п членовъ его черезь 5„, имфемъ 
1 1 1 


В. = ре ева 
= лу’ и а тя 
+. е. „> т или 8, > Ув ‚ откуда, при ® = оо, а Ни 3, = 00: значить, 
и 


рядъ— расходянййся. 
2. Для другаго примфра возьмемъ такъ называемый зармоническй рядъ, члены 
котораго суть обратныя величины чиселъ натуральнаго ряда: 
1,1 1 1 И 


-- 1 — — С. —_—_- — ое 
тр ма т о 
. 1 1 
Чиелы его стремятся въ нулю, ибо Ши ( ы т 55 — 0; иоднако, это—рядъ расхо- 
длиайся. Въ самомъ дфлЪ, если взять я членовъ за #-мъ, то сумма, - = —- = -... 


1 1 1 
Е 5: больше р взятой я разъ, т. е. больше 5" Сафд. если сгруппировать 


члены ряда такъ: р 


(Неа нентн не +еН 


то видно, что эта сумма больше 
1 1 1 1 
т ее. а. Зе 


но послфдняя сумма — оо, слфд. и гармонич. радъ — безспорно расходящйся. 


1 1 
ги 
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И тавъ, одвого прибзиженя зленовъ въ нулю недостаточно дая сходимости ряда. 
Отсюда—-необходимость указан1я призваковъ, но которымъ можно бы было отличаль 
сходящцеея ряды оть расходящихся. Укажемъ простЪйшие изъ этихъ признаковъ, раз- 
личая случап: 1) радовъ, члены которыхь имфютъ оданаковый знакъ: 2) рядовъ, 
У которыхъ знаин членовъ мФняются 


Признаки еходимости знакопостоянныхъ рядовъ. 


776. Теорема О’А лАМБЕРА.—1. Если в5 ряду поломспзпельныхь членовь 


Ту 16, ИЗ, И Чада, Иня, 


ы ` 


5 возрастанемь п чаень м) приближается во нулю, а втношени "и А со предьлу а, 
леныщему 1, по рядь будеть сходяшёйся. - 

Въ самомъ дфлф, представимъ себ правильную дробь 49, которая заключалась 
бы между и 1 («<4< 1. По условю, отношене те приближается къ такому 


я 
предЪлу ©, Еоторый меньше 4; во это возможно не иначе, какъ только тогда, когда 


т. 

съ нфкотораго мфста ряда отношеве = сдфлается н будеть оставаться 34. Зна- 
ъ 

чить, съ этого мфста будуть справедливы неравенства 


142 1 а+3 е 
> 4 $4, 


а И л+2 аз 


й 
+1 


< 4, (в 


Умножая об части каждаго неравенства на положительнаго знаменателя, мы 
этимъ не изм$нимъ смыела неравенетвъ И найдеуъ 


+2 < Ч. Нант, И дз < 9. Чт+2, И <1. НЫ 
замфняя во второмъ неравенствЪ и„,›, большею величиною 4и,.1, въ третьемъ и„.з 
большимъ количествомъ 42. и„.1, - -- - мы не нарушимъ смыела неравенствъ, и найдемъ 
Чи < 1. На -13 И +3 4“ +13 Ну < 93 О ОНА 


Сложивъ этп неравенства и прибавляя къ обфимъ частамъ и„.!, имфемь 
| ‚ РЕ 
16-1 -- И „+9 -- Ир 3 -- Иа -- .... с и +1 (1 ОН 9? 57 аз-- В АС ). 
Первая часть есть сумма ряда, сзБдующая за п-мь членомъ и называеман остат- 


комз ряда; обозначимьъ ее чрезъ 7„; безкопечный ралдъ въ скобкахъ есть сумма чле- 
новъ безконечно-убывающей геометрич. прогресёи (ибо 9-1), равная копечной 


1 
величин$ ТЩ— п ТАБ образомъ позучаемъ 
4 


Ир 
х. < . 
во 1—4 
Сумма 5 даннаго ряда состонтъ изъ 5,-|-7,„, гд$ и 5, есть конечная величина, 


вакъ сумма вонезнаго числа конечныхъ слагаемыхъ. Значить 


`е. е. сумма даннаго ряда меньше конечной положительной величипы, а потому сама 
тесть величина конечная, а данный рядъ-—сходящийся. 
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1 1 


П. Есль в. ряду положительныхь членов отношете ‚ съ возраспиийемь п, 


ъ 
приблиэюиется къ предълу «>> 1, то рядь есть расходяшийся. 


Въ самомъ дфлЪ, вообразимь между х и 1 нфкоторую неправильную дробь 4, 


т.е. х>9_>> 1. По услов!ю, отношене = приближаетен къ такому предфлу «, 
® 


который больше 4; но чтобы это было возможно, необходимо, чтобы съ нфкотораго 
мЪета ряда сказанное отношен!е сдфлалось и оставалось больше 9. Съ’ этого 
мфста, слфд., возникнуть отношен!я, большШя 4, а потому будутъ имфть м%сто не- 
равенства 


1. 1+3 Ч + 
— 29, 2 94) Ч на 
ит 11 +2 % +3 
Изъ нихъ ныземь 
1+2 >49. И, 413 +3 > 4. Ино Ч 4 >14. Ча... 
а отсюда 
Ино >а. 11413 16-3 > ув > Ч 11-1 > 13 О 
Складывая и иридавая въ обфимъ частямъ и„.!, имфемъ 
а не Риз. ..... > а-нНа--еф-е-...... ) 


Обозначивъ сумму первыхъ я членовь ряда чрезъ 8,, и придавъ къ обЪимъ 
частямъ это количество, получимъ 


Ва ина Рина 8, и, 1-е --..... .) 
Первая часть представляетъ сумму всего рада; затЪмъ, 4>1, и слёд. 1-9 -- 
е-...... — Оо; неравенство означаетъь, такимъ образомъ, что данный рядъ— 
расходящийся. 


Примфняя эту теорему, должно: составить отношен!е общаго члена къ предыдущему 
и найти предфлъ этого отношен1я при я — со. Если окажется, что этотъ предфль < 1, 


В 1 
заключаемъ, что данный рядъ есть сходящйся; если предфль —^* при ®==оо бу- 
ъ 
; . (р 
детъ >> 1, рядъ будетъ расходяшийся. Если же окажется, что На [== ЕЁ 
т, п—=20 


наши теоремы ничего не рёшаютъ отноептельно сходнмости ряда, пбо нервь доказа- 
тельства— въ томъ, что съ опред$леннаго м$ста, отношеш1е %,.1 : и, должно оставаться 
меньше или больше 1; это предположен1е уже не находить себф м%ста, когда ска- 
занное отношен1е имфеть предфломъ самую 1, п потому въ посл$днемь случаб радъ 
м. б. какъ сходящимея, такъ и расходящимея. Вопросъь р$фшается въ этомъ случаЪ 
другими признаками. | 


777. Примзры. Г. Изсльдовать въ отношении сходимости рядь 


Е 22 23 р 
:. тт ато СТАЕ Ир 
95 которомь предполелается х > 0. Имфемъ 
м дт-+1 
и, =: —_, а > м 
В, 8 р У О 
ЕТ. ЕН р 

сад. Ша п ш —_—; но при веякомъ конечномъ х дробь —-— обращается 


в 1 п 1 
въ 0 при в Заключаемъ, что рядъ сходится при всякомъ опредфленномь конеч- 
номъ х. Но не лишнее — прамо удостовриться въ сходимости ряда, ибо еъ нерваго 
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вагляда можеть показатьсл, что прн нфсколько значительной величинф 5, напр. при 
500 
х— 10, рядъ—вакъ будто бы расходянййся, ибо имфемъ: 1-10 5 50-2 — ее 
Но хотя вначалБ члены ряда идутъ возрастая, все-таки позднфе наступить схо- 
димость, вакъ въ этомъ можно убфдиться сл$дующимъ раземотр$н!емъ. Въ 8 361, 
ч. Г, мы имфли: 
2 2 


Е у) | 


Ра 
Произвольное цфлое ноложительное число & выберемь такъ, чтобы У =, пли 
&`> 42, ин разложимъ рядъ на двЪф частн: 


с 2? т 1 


о: а т 
| На _ 3+1 ак 


ое С В 


Первая часть есть конечный рядъ и пифеть конечную сумму; вторая часть меньше 


тг и 


«и 


т. е. меньше суммы геометрит. прогреесш, представляющей восходаяная степени нра- 


Е 
вильной дроби и СлЪд. данный рядъ съ м$фета & >> 1? сходится сильнфе сходящейся 


теометрической прогресыи, & слЪд. есть безспорно сходяпийся рядъ. 
П. Въ радф 


1--1.1- 1.2. 42--1.2. 343--1.2.3.4.21-...... 
и 1 т” 


9! Я 
нифемъ =“ =(в-- 1). Предфть этого произведенйя, при я =оо, безконечень при 
" 


всякомъ значенш 5, отличномъ оть нуля; если же х=-0, рядъ не существуеть (иб 
приводится къ 1). СлБд. если рядъ существуетъ, то онъ всегда — расходящ сл. 
ТП. Въ ряд 


вый ' т. } т 1 т. == а 

т Е 
ь "Е ь о ЕТ 

Па (. т 7») = Ша \/; = = == 


Т’Аламберовой теоремою вопросъ о сходимости ряда не рфшается; но если замфтимъ, 
что члены даннаго рала соотвфтетвенно больше (пачиная со 2-го) членовъ гармони- 


ческаго ряда, завфломо раеходящагоея, то ВАСЗОдИЖОСтЬ даннаго ряда становится 
вн$ всякаго сомнфная. 


ТУ. Въ рад 
г, 5 3} ы 
а бары и 
1 : Б ЕЕ 3 ' ши рт) : 
И п 1 
74$ #0, ее Е —; е4%д. предфль этого отношеня при 
1` я я 1 1 
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®==оо, равенъ 2. Заключаемъ, что пря 22-1 рядъ-—расходящшея, при д 1 -— 
сходятся; при = — сомнфве. Но, замфтивъ, что въ послФднемъ случа рядь 
Обращается въ гармоничесьй, заключаемъ, что и при =1 опь расходящийся. 


778. Въ послёднихь двухъ примфрахъ для рфшешя вопроса о сходимости въ 
сомнительномъ случа, приходилось прибЪгать къ сравнен1ю даннаго ряда съ другимъ, 
сходимость или расходимость котораго уже извфстна. 


При сравнен1н лвухъ рядовъ, въ которыхъ члены положительны, можно пользо- 
валься слБдующею теоремою. 


Пусть вс члены ряда 
иран... 


положительны и ндутъ, постепенно уменьшаясь; въ такомъ случаЪ, очевидно, имфемъ 
соотношен1я 


и =, 

2. — 2и5 

4; < из -- Зи 

8; 2; и 1-9 -|-- Зи 
Тонева. ..... | 26 


ит, д. 
Складывая, имфемъ 


т; |- За -- Ч Е Виз | 166 1-9 рн, ща... .)- 4... Ч) 
Еели первоначальный рядь и |] и: --.... сходитеа, то сумма его ко- 


нечна, а слфд. правая часть (1) есть также величина конечная; слфд., лвая и по- 


давно конечна, а потому производный радъ и -- 2-4. --.... сходитеи, если 
сходится первоначальный. 


1 
Раздфливъ (1) на 2 и придавъ къ обфимъ частямъ 51» дадимъ неравенству 
@) ВИДЪ: 


1 1 , 
аа и... о. >25 НУ (м = из -- 4, -|- Зи. .). 


Если производный рядъ расходится, то, каБъ члены его положительны, сумма 
его будеть —0о, т$мъ болфе будетъ безконечна сумма первоная. ряда, т. е. если 
производный рядь — расходяпайся, то п вачальный таковъ же. 


ДалЪфе, очевидно, имфютъ м$сто неравенства 
и = и 
2, > -- 
Ч аа 
Виз > из -|- чо Ро -- [из 


ит. д. 
откуда сложен1емъ паходимъ: 
и Е 2-4 | Виз Рю щ-.... 


Изъ этого неравенства заключаемъ: 1) если начальный радъ расходится, то тфмъ 


болфе расходится производный, и 2) если производный сходитея, то сходится и 
начальный. 


Результатомъ соединеня этихъ четырехъ предложевй является: 
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"ГЕОРЕМА Коши. „Два безконечные рада 


зи вещ... но Ш 8... 


сходятел или расходятся одновременно. 


Такимъ образомъ о сходимости нян расходимости начальнаго рада можно судить 
но сходимости или раесходимости проинзводнаго. 


7719. Однимъ изъ замфчательныхь приложевй этой теоремы является изсл$до- 
ван1е сходимости ряда 


1 1 
нае ое 
т р а” РЕ (и--1)* 
: в \ 1 ы 
Въ данномъ случаЪ, отношен!е „41: и, = (=) = ———-\; предбль 
п--1 1 
и. 

его, при ® —=00, есть 1 : сомнфв!е относительно сходимостн ряда. Производный 
рядъ будетъ: 

ту -- Эн. Е 4, 88 --. А-В АСК | 8-Е 16... 

Н-а-® ея ени-.... 
Но это есть геометрическая прогресея съ знаменателемъ 21-й; для сходимости 


91 
ея необходимо, чтобы знаменатель быль < 1, т. ©. чтобы 27 или РО <, т. е. 


й> 1; во вефхь другихь случаяхъ прогресейя расходится. По теорем$ Коши, и дан- 
ный рядь будеть сходящимся при #>>1, п расходящимся при # = 1. Отсюда, напр., 
прямо видно, что изъ четырехъ рядовъ; 


В ия Е (4) 


два первые — сходяниесл, посдЪдн!е два— расходящеся, между тфмъ какъ для всЪхъ 
Ши (иги) =1. и 

СомнЪв!е, оставляемое теоремою д’Аламбера, можно иногда разрфшать при по- 
мощи слБдующей теоремы. 


780. ТЕОРЕМА Дюгамвля. — Рядь Зи ии Рина... 

‚о Ё—- 

члены котораю постепенно уменьшаются, будеть сходяшийся, если рядь = 
о а--...-№-.... сдодяиыйся, и, начиная 65 нъкоторазо члена, 
оч, 


с 1:1 
отношеше —* «< 
и т, 
Наобороть, первый рядъ будеть росходяиййся, если второй расходится, 1 


(он Ф 
отношене —1 +1 > си+Ь. 


ия ть 
1 +1 
Въ самомъь лфлф, если рядъ 5’ сходитея, то изъ неравенства а о 
® в 
находимъ 
1 А ". 
1 бит И <=; 
ы ъ 8 1-1 7» 
отсюда 


1-1 „= 
Ио 5 бе › Низ < биз ° 2 
2 1-1 п+3 


1, +2 ы Ми: р Нь ы И 3 а И.о .- Иъ 
Н , = 5 -- < - ; =: -- т Е оса 
ри 1 7» © +3 6,2 Фи 
СаЪдовательно 
Иж 
а © та 
-- чз -|. .. < РР (ол и виз | 3 = ), 
ъ 


& это значить, что остатокъ В, перваго ряда меньше произведеня остатка В’, вто- 
и я т / Е Я 7 ры 

ратго на“. Если рядъ 5’ сходян!йея, то В’, стремится къ нулю, & потому изъ 
в 


послфдняго неравенства заключаемь, что и В, стремптея къ нулю, и что слФд. рядъ 
8 — сходянийся,. 


2 
Если рядъ 5’ расходянийея, то услове ти > : поведетъь къ неравенствамтъ, 
п п 
и оть вышенаписаниыхь смысломъ; такпыъ образомъ, найдемъ, что 


В, >В,. = . Но если 5'—рядъ расходянийся, то остатокъ В/, ве стремится въ нулю, 
ъ 


а потому и К, не стремится къ пулю; слфд. $ есть строка расходящаяся. Напр., 
для рада 


3.5 1.3.5. = 1) 
1 - а - 
+ ее. 3 ты + + 2.4.6 нЕ 
а 
ь 2п--1 И 
найдем, что ит т ме и с1%. при д — ОО даетъь 1. Но, срав- 
о а 


нивая этотъ рядъ сь гармоническимъ, завфдомо расходящимея, для котораго стно- 


й в--1 28-1 2 
шен1е соотвфтетвующихь членовъ есть — -, находимъ: В: —;- да ‚ & потому 
1-2 28-2 “п--2 


заключаемъ, что взатый рядъ — расходящийся. 


Ряды знакоперемфнные. 


781. Теорема, Кода знаки членовь чередуются (-4-, —, |, —,....) то 
рядь будеть сходяиайел, ели съ нькотораю мьста члены © пеопредъленно умень- 
знаются, приблиэкалеь пъ нумо, т. е. если (ть и, =0 при ®—00. 

Вь самомъ дЪфлЪ, пусть съ опредфленнато мфота и-=й, каждый членъ больше 
слфлующаго за нимъ, т. е. 

ик > Е > Ира > Иры ° 
и кромВ того Нт и,—0. Обозначимь буквами В, В, В.,.... величивы; 
В, = 
В; — ив — (Ин — Мин) 
Вик (Ин Мы) — цы) 
Замфчая, что всЪ разности въ скобкахъ положительны, имфемъ 
В >> В; В еее. (1) 
Съ другой стороны, положивъ 
Км (и фи) 
В: — (и — ща) - (Ино — Чььз) 
В = (и т чт) - (из р Чу) + (ина 2 9+3) 


ок 


ре 


имЗемъ: № < В ЗВ. еее... (2) 
Наконець, для неопредфленно возрастающаго т ` 

№ (Ви -— Вар) > Ш от =0. ель + + (8) 

Итакъ, если съ мфета Ё (съ котораго члены идутъ убывая) брать суммы нечет- 

наго числа членовъ, и суммы четнаго числа членовъ, то изъ (3) прямо сл$дуеть, что 

эти суммы Ви: п В›„ приближаются въ нёкоторому общему предфлу В; причемъ 

суммы В.„_1 приближаются въ нему, постепенно уменьшаясь, суммы Во„ постепенно 

увезличиваяеь. Зал$мъ, оби ихъ предфлъь В, во-первыхъ, положителенъ, какъ ие- 

посредетненно ясно изъ неравенствъ (2), а во-вторыхъ, будучи, въ силу неравен- 

ства (3), меньше каждой изъ величинъ В,, В:, В; ‚ онъ представляетъь опре- 


Вы 


дфленную конечную величину. Велфдстве ур-а В На Виа =Ши Ви: 


Б-р ев --.... 


а слфд. при данныхь условяхъ рядъ и‚-— 1, -Р.... еходящеял, а потому схо- 
дится и первоначальный рядъ 


о аа. -Н СИИ -- С Ох ина на -ма-Н-..), 


и теорема доказана. 


Такъ, напр., рядъ ЕВ ы- 5 — а -- Е .... сходящ ся, а сумма его со- 
держится между слфлующими, болфе и болфе сближающимися числами 
1 
Ги 1- р 
1 1 1 1 1 
И в ть 
1 1 1 1 1 1 1 
а ты и 
ит. д. 


782. ТЕорвыл.— Дая сходимости ряда, въ которомь знаки членовь мпияютсл 
70 какому у1юдно закону, достаточно, чтобы рядь оставался сходящимся по пере- 


мн всъль знаковь на -|-. 


Въ самомъ дфаЪ, абсолютная величина суммы втораго ряда, очевидно, больше, 
нежели первато, такъ какъ во второмъ всЪ члены положительны, а въ данномъ н$- 
которые изъ этихъ зленовъ отрицательны. Но, по условно, сумма втораго ряда ко- 
нечна, сл$д. и сумма даннаго конечна, т. е. данный рядъ — сходящися. 

ОлЁд. о сходимости даннаго ряда можно судить, примЪняя къ производному ряду 
вышенайденные признакн сходимости дзя радовъ съ положительными членами, 


783. Условная и безусловная сходимость. — Нерфдьо приходится вотрфчаться 
съ такого рода мнЪ=вемъ, что предложен!е, имфющее силу для всяколо вонечнаго 
числа ведичинЪъ, должно оставаться вЪрнымъ и въ томъ случаф, когда чнело вели- 
чинъ дфлается безконечнымь. Первый, доказательно уб%дивиий въ несправедливости 
такого припцина, быль „Тежень-Дирикае (въ 1837 г.). Онъ ноказальъ, что предложен!е 
о нензы$няемхостн суммы отъь перем$ны мфетъ слатаемыхь, вообще, нев®рно для без- 
Бонечнаго чнела слатаемыхъ. Примфръ его быль слёлующий. Возьмемъ рядъ 


1 1 1 1 1 1, 
— н= еее (1) 


а 

— 

| 
> 

ыы 

© 
н- 
>. 
= 


н сгрупппруехь его члены по четыре: 


на Вне 


Че Ра) + 

(=—3 41—22 ' 4—1 4 

глф общая труппа ость ®-ая. Такимъ образомъ сумма о равна сумм значевй, при- 
нимаемыхь 7-ою группою, если въ ней давать я всЪ дфлыя значеная отъ 1 до Со, т. е. 


ху 1 | 1 1 
—х г Е ое Е а. в 0 4: < 
й (ив 4—2 Т 4% 1 =) 69) 


Зат$мъ въ сумм$ (1) переставимъ члены такъ, чтобы за двумя положительными слф- 
довалъ отрицательный; получимъ рялъ 


1 1 1 1 1 1 1 у 1 
= | = ры О АЕ" 
а а а в 
и сгруппируемъ его члены по три: 
1 1 1 1 у 1 1 1 1 
ее а 


р (ы-5+ ен Ь-)+ о 


гдф общая группа есть я-вя. Сумму 5 можно сокращенно представить въ видф 


1 1 1 
—“ - 5 и вЫ? ее ее риса > 
И Шт . — (р) 


Наконець, сгруппировавъ члены ряда (1) по два, не измфняя ихъ порядка, 
получимъ 


аа о 


глф общая группа, есть ч-ая. Эту сумму можно представить въ вид% 


Вычитане даетъ: 


1_ То =) ( 1 | 1 ое. 1 11 1 1 , 
41—83 4—1 9 41—33 41—9 ' 4—1 47! =5(——=): 


Если въ этомъ тождествЪ положить послфдовательно ®=—1, 9, 3,... 
жить результаты и перейти къ предфлу п — ОС, то получится 


В 1 1 1 ый 1 1 1 1 
а си 4% —1 = а“ 4% —2 а 4ъ--Т а 
1 1 1 
и 


3 
или 3—6 — 2” откуда и т. е. суммы с и $ различны. 


. 7%, ело- 


Отсюда вытекаеть необходимость различать два рода сходящихся рящовъ: ряды 
условно-сходяищеся, котла сумма ихъ зависить отъ порядка членовь, и безусловно- 
стодямиеся, если сумма остается всегда одиваковою, какъ ни переставлять члентт. 
А отсюда задача объ опредфлени признаковъ безусловной сходимости. 


Пусть будеть С„ сумма н$Фкотораго я-членнато ряда: 


По Ра. еее. ‚ (1) 


— 414 — 


п пусть предфль С, при и=—00 будеть опредфленная конечная величина О, слд. 


` О ще-а Рю -Раа- ееееьые + (2) 


т. е. имфетел рядъ еходящйся. Узнать, будетъ-ли новый безконечный рядъ 


Фо а еее еее: (3) 

’ отличающийся отъ первахо только перестановкою членовъ, пмфть ту же сумму 0. 
Возьмемъ въ новомъ ряду р первыхъ членовъ п положимъ 

. Ура ЕН +. 5 "Неа овен (4) 

Можно взать р настолько больиимъ, чтобы всф я членов суммы Ч, содержа- 


лиеь въ сумм® У’. „Кром того, пусть въ У} будеть еще р— я членовт, совокуп- 
ность которыхъ 


р 1 
чае и,-Н®-[- $ 
будетъ имфть индексы 4, 7, 3,.... болыше в— 1. Поэтому 
Ур— Он, -.... 


а слЪд. при неограниченном возрастаниг и и р 


Ви У,— б= На (и, -р....). 
Чтобы рядъь м --%--.... пмфль сумму С, должно быть: М У,=О, 
а слЪд. должно быть 
В (ще, Р-Р. --.)=0.......,... - (6) 


Это п есть признакъ безусловной сходимости ряда (2). 


Можно найти другую форму такимь нутемъ. Если радъ (2) съ опредфлепнаго 
мфета содержить только положительные члены, то можно 2 взять на столько боль- 
шимъ, чтобы въ ур-и 


а -на-Ё Ах 
справа находяниеся члены всф были положительны; сумма ии а--.... есть 
такъ называемый остатокь ряда пи имфеть предфлоэмь нуль, ибо при *—0О лЪвая 
часть обращается въ С —На С, т. ©. въ ноль. 


Далфе, что касается суммы и--",--...-, число членовъ которой-=р--п, & 
каждый индексь >п— 1, то какъ всф члены положительны, имфемъ 
Оки, ей <На ие ро 
лфх. при п пр приближающихся кЪ со: 
Шт (мы, Ри... )=0; 
слфд. при взятомъ предположеши рядъ сходится безусловно. 


Когда первоначальный рядъ содержитъ члены, часто положительные, частю 
отрицательные, и нФть такого м$ета, начиная съ хотораго шли бы члены одинако- 
ваго знака, къ такому ряду приведенныя заключен1я неприложимы, и сходимость 
въ этомъ случаЪ возможна только условная. 


Но въ частномъ предположени, что рядъ остается сходлящимея, если вмфето его 
членовъ взять ихъ абеолютныя значешя, можно далфе вестп изелфловаше. Означая 
абсолютныя велечины членовт скобками, пусть рядъ 


вый -НВы-- ..-. 


булетъ сходящйся. По предыдущему 


Па {и -Не--ы-Н--- 10, 


т. е. абсолютное значене суммы „р и,-|-..-. м. 6. сдблано какъ угодно малымъ. 
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` 
Ра 


Отсюда же прямо сл$дуетъ, что и,-|-и,.... также имфеть предфломъ нуль, а слжд. 
рядъ безусловно сходится. Отсюда 


784. ТкотРЕМА ШЕЙБНЕРА. — Фезконечный рядь сжодитея безусловно, еслу 
сохраняеть слодимость и тотда, козда всъ члены ео замънимь члъ абсолютными 
значенями. 


1 
Этимъ объясняетея, почему рядъ = Е вЫ .... оказался лишь 


условно сходящимся; въ самомъ дфлВ, рядъ изъ абсолютныхь значенй его членовъ— 
расходящийся. 


785. Перемножене рядовъ.— Теоркмл.— Если имтемь два сжодяиаеся ряда 


СЕН... Уи -ы-На-.... 
энакопостоянные, или знахоперемънные. но въ послъднемь случа уииче, что оба. 


или, покрайией ларь, одинъ, напр. С, остается сходящимся посль замъны — на |; 
по доказать, что произведенме СУ выражается безконечнымь рядомъ 


ии... и. 
члены котораго сославляются по сльдующему закону: $ 

4 — 1% 

169 == 4% + 16 

Чо оо чат, 

вообще = - и 

71. е. что п-ый члень произведеня равенъ суммь произведен первыхь п членовь ряда 
0 на первые п чченовь ряда У, взятыть вь обратномь порядкъ. 


Доказать, что СУ выражается безконечнымь рядомъь и -- и. -|-...- значить 
доказать, что ОУ есть предфль, къ которому приближается сумма  членовъ: 


Уи ар... 
при неограниченномъ возрастани я. Для этого составимъ развость между суммою М, 
п произведенемъ двухъ суммъ 


Прыщи... и У ео -Е. --% 


И? % —1 
тлф р--94—", причемъ: если я четное, то 7—9 5, ® при п ночетномь р—-———. 
1 т 
а = - не - Ве$ члены произведеня СУ, содержатся въ сумм® \,, ибо въ про- 


изведенит ОУ, пндекеы при м иф не больше р и 4. Вынеея въ \,„ за скобки 
т, №, .--\,„ МожЖемъ эту сумму представить въ вид® 


ны. ыы. - < ®) 
_ но |. - ее ре ре ге) 


ы Ни хе ара и 
Чиа НН. дн. иым. 
Составивъ произведене П, У, и вынеся также за, скобки 4, %%,.... ни\жемт: 
Ср У (а Н.Н) (а Р-Р -ь.... 
че... -%9. 


Внычтя это пропзведене изъ У, находим: 
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М, — Ор беа Н.Н -иа Н Но -Н: Рура 
ТО Н.Е 9) -| ро (1 НН... 5). ке. 
При увеличен!и я до безконечности, неограниченно возрастаютъ и ри 9. Такъ 

ханъ рядъ У сходящййся, то его обнай членъ +, и суммы в... ... --°,„, 
ба -К- Е сь-ьь:--- стремятся къ нулю; а суммы первыхъ членовъ: +; -|- 9, -|- 
-----Н®ь---., 1 будуть конечны. Подетавивъ вмфето первыхъь суммъ положи- 
тельную безконечно-малую величину х, большую каждой изъ нихъ, а вторыя суммы 
замфвявъ положительною величиною А, также большею каждой изъ нихъ, найдемъ, 
что вторая часть посл$дняго равенства будеть меньше 


{ 
а (та 5. Е ьСь -- и) -- Абв: --. Ре НН и,). 
Но рядъ О еходящйся и, пб условю, не теряетъ сходимости и посл замфны 
его членовъ ихь абсолютными величинами, то сумма и; -|- м» -|-....--м,, будучи 


меньше суммы абсолютныхъ значенй своихъ членовь, будеть меньше нфжотораго хо- 
нечнаго положительнаго количестяа В, а остатовъ этого ряда и, + 4, ©дф- 
лается менфе нфкоторой положит. безконечно-малой В. Итакъ, при хдостаточно-боль- 
шомъ 9% будеть 
\, —С,\. < Вх-|- АВ, 
т. е. наша разность м. 6. слФлана кавъ угодно малою; а потому въ предфлф, при 
®— 00, На (М, — ЧУ) =0, или М = 0У. 
786. Задачи. 


Суммировать конечные ряды объ я членахъ: 
1. —123, 123 123, 123 123 123, 123 123 1923 123,...... 


2. —1-+ 442 -- Эа -|- 1698 -- 258 +...... —- я2а9"-Я, 
3. — 15а 12а 22а3-|- 85 Р...... +538 — ти, 
4. —1-- 9а-- 25 -- 4903--...... | (2 — 1)3ам-1. 
5. —1-- За 27аз-| ваз 125... о ийа-1, 
6. —1- 27а-- 12542 34343--...... (2 — 1)3а"-1. 
ы 1 2 3 4 т 
‘ Но Роа Е Е = ре 
8. —1. 22-2. 32--3.4...... --(®— 1). 2. (п—1 ча.) 
а аттг, ар аз аи 
9. и. 5 ь. и а до аа ми ч } 
|, -- [77 - 59% а 693 = ЕЕ 54” (и -|-1 чл.) 
10. С б й Е 
- Суммировать безвонечный рядь 5 -| Е о 


11.—Суммировать безконечное число безконечныхь прогресс: 
1 
ыы 1 1 


ВН 
р 1 1 
- ре И ков 
нм 1 
п В А 
он 
1 1 1 


Тан Кири такни г” 


хо безконечности. 


— ЗМ — 


Опред$лить сходимость рядовъ: 


12. г-н ре РЕ, р. РЭ а 


ГД ри х — положительныя конечныя количества, 


р ее. мя 

14. ео а: п ра | ее а Я 
"т: | на 3 

15. =. НА о ан 


16. — (ао а-я... 
. — 12-29. те: а 


1 1 
в + = +: 
ЕЕ 1--у4 
19. Первые члены нЪкотораго рада суть 1, 7 п 19; во забыть законъ ряда; 
ызвЪетно только, что общий членъ и, есть цфлая квадратная функщя отъ п. Возета- 
новить рядъ и доказать, что сумма первыхъ я членовъ его равна #3. 


Расипространене формулы бинома Ньютона для всякаго дЪйствитсльнаго показателя. — 
Остатокъ биномйальнаго ряда. — Приложеня. — Задачи. 


787. Формула возвышен!я бинома въ степень, доказаиная для показателя цфлаго 
положительнаго, можеть быть распространена на какой угодно показатель. Замфтивъ, 
что (а--5)" достаточио разсматривать только при неравныхь 4 и, потому-что при 
4-6 эта степень приводится къ одночлену 27а”, преобразуемъ ее вынесешемь & 


г й  \-" ф\" 
за скобки въ бином8 @-- 0; найдемъ (@-- 0)" =[а (1-2) =а"(1+-.) —- 


4 


ь : 
а"(1--2)", полагая в =. Вопросъ приводится такимъ образомъ къ разложеню 


(1-|-=)”. 
Когда показатель 7% — число цфлое и положительное, мы имфли прй всякомъь х 
конечный рядъ 


И =1 тд -- } э(т— 1), 21 ее ых 
1 == 


те“ то. НА 


и ее - ты ЕО, в.а, 


содержащ! т--1 членовъ. Коэффищенты при стененяхъ х представляли числа сочс- 


21 


‚ тавй изъ т элементовъ по 1, 0 2,..., п Ё,.... Условившиеь обозначать эти 
числа буквою т съ имдексами 1, 2, 3,...., т. е. 
т _. эи(т — 1) В т 
| ==“) ; 3 = (и). ; т. —(т);, вообще 
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ИИ — (и)... . . . (1) 
можемъ короче написать разложене въ форм: 
(21-е бпыя- (тд... -Р@вдый--..- < в)". .... (2) 


Спрашивается: если 72% не есть цфлое положительное чнело, то можно-ли пред- 
ставить (1--х)” въ видф ряда, расположеннаго по восходящимъ степенямъ буквы #, 
съ коэффишентамн завова, выражаемаго формулою (1)? 


Здфсь прежде всего замфчаемъ, что коэффищентъ 


о ЕО ра . 
ыай Зв 


при 7 пцфломъ положительномъ можеть обратиться въ нуль, велфдстве чего рядъ (2) 
булетъь законченный. Но если 2 — чнеле отрицательное или дробное, то число членовъ 
ряда будетъ безконечно. ДЪйствительно, при 7% отрицательномъ множители 7%, 7% — 1, 
т%—2,.... числителя выражен!я (т); будутъ идтн увеличнваяеь по абсолютной ве- 
личин%, и потому ни одивъ коэффищенть ряда не можеть сдфлаться нулемъ. Когда 
т— дробь, то и вс множители ж—1, т—2,.... будуть дроби, и ве могутъ 
обратиться въ ноль: рядъ бином1альныхь коэффищентовъ будетъ безконеченъ. Сл$д., 
если только возможно разхожене въ рядъ закона (2) бинома (1-|- <)”, гдЪ т ве есть 
цфлое положительное число, то такой рядъ долженъ быть безконечный. Это замчан!е 
заставляетъь формулировать нашу задазу окончательно такъ: безконечный рядъ, распо- 
ложенный по восходящимь степенямъ буквы 2, съ коэффищентами закона (1), при м 
ве цфломъ п положительномъ, т. е. рядъ 


Тин х-Р тд тзаЗ--...... о ИЗ 2. 
можетъ-ли представлять разложен!е степени бинома (1--=)”? Для рфшевЁя вопроса 
вужно найти сумму этого ряда; если окажется, что эта сумма —(1- 2)", вопросъ 
будеть р$Ьшенъ въ утвердительномъ смыслЪ; еслн окажется, что сумма не равна 
(1-- =)", —въ отрицательномъ смысл5. Но о суминровав!н безконечнаго рада рЪзь 
можеть быть только тогда, когда мы напередъ знаемъ, что это-рядъ сходящся; по- 
этому прежде всего необходимо опредфзить, при какихъ условяхъ рядъ (3) будеть 
сходящнися. Но изъ предыдущаго мы знаемъ, что (3) будетъ безусловно сходящимся 
рядомъ, если сходится радъ, составленный изъ абсохютныхъ значев!й его членовъ. 
Итакъ, нужно взять пред5лъ отношен1я т„,12”*+!: 7,2” при я==ОС. ИмЗемъ: 


: „о т—фт р т-|-1 
10 {тн : тья"{ = Вт 1 .&— На {— ит” =}. 


При п—00, при вефхъ конечныхь значеняхь 28 и 2, второй членъ обращается 
въ ноль, м ©уёд, 


Пи пьян : тд" =. 

Заключаемъ, что рядъ будетъ сходящимся, когда абсолютная величина —х 6у- 
деть < 1, т. е. когда —1<х<--1, или, короче, когда 22°<.1; если же абеолют- 
ная величина количества (—5) будеть >1, рядъ — расходящиеся. При &—==1— 
сомнфн{е; р5шев1я вопроса въ этомъ случа$ мы касаться не будемъ, въ виду ег: 
сложности. Итакъ, полагая —1<5<-Р1, найдемъ сумму ряда (3). Обозначивъ эту 
сумму чрезъ 5„, гдф значекъ т показываетъ, что эта сумма зависить оть т, нифемт 

: 
Зи 1-Е ит ты ть. ..... 


ПНеремфнивъ 7% на другое дЪЙствительное количество р, получимъ: 


Яр=1- рад рад раз. Зак 
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Такъ какъ оба эти ряда сходятся безусловно при 211, то можно приложить 
къ нимъ теорему о перемножен!и рядовъ; найдемъ: 


Яр 1-Н(ии д (тт ро) Нат то... 
АЕ тора ира) -- . Бо ож: а (4) 


Докажемь, что коэффищенты его составлены пзъ т-|-р по такому же закону, 
какъ коэффищенты рядовъ В» и Бр составлены изъ % п р. Во-цервыхъ, такъ какъ 
т — т и М ==р, то тр =т-- р. ЗатЪиъ: 


тои р" Р-н тр 1 _ ЕЕ тР Ее 


р ПО-ЕИтЕр— 1) в ррт-р— 1), 
1.2 1. 
а это есть ничто иное какъ (т-|- 2)». 
Чтобы доказать, что 
тнт Ето -Е. Ср рота +2, =(т®--р),. ар (5) 
допустимъ, что равенетво (5) вфрно, и докажемъ, что слфдующй коэффященть есть . 
(т р)-1. Но этотъ слфдуюний коэффишенть есть 
тат На-На тир, 


Чтобы онъ быль равенъ (ж- 1),.1, нужно, чтобы онъ в произведене 


предыдущаго коэффищента, по допущен!ю, равнато (т-- р)„, на р --_—. Состав- 


ляемъ это произведене: 
тр—п 
ти тв три тирьа в 8) 


: т —п 
Члены этого произведеня имфютъ видъ тр ии 


Рай п-|-1 


‚ & это выражене 


можно представить въ форм 


т —й о —п 
т . „р .—_; 
Ра т-1 -” Ра и 1 } 
эн —й р 
ие (у Эт но предетави? яв (11-й) = ; 
НО Е вл; 3т0 равенство можно представить въ вид 7% (т-—й т, (й--1); 


а на основаи этого равенства имфемь 
Я ВОВЕ т) Ш, (и—#№--1). 
Са$д. 


т р—) = #1 
1% р а —=тр о т р — =. 
НР ьй° п-- 1 ВР тн, п ь--] 1 дл В. у -- 1 


Полагая здЪеь послфдовалельно #1 —0, 1,2, 8, ...., п, получимъ вс члены 
произведен (6): 
1 
97.7 . — 
Ри - 1» и! 


% 2 
-- ”, ил Е ть ‹ 1 


И 8 
ЗЕ ть ри в 1 -Ё 273 рь-2 › вт 
за в|1 24 


и—2 


-- вене + оз. 1 


— 400 — 


и —1 


я, аз. аи ‚ Ро в! 


2 У 
7-1 2. 1 Е тв, - ит 


1 
-- тв - в! О 


Суммируя по длаговалямъ, имфемъ: 


Вал Ни р» -- тр, -- УВ 77-1 2 -- 7.71 + Та, 1; 
а это есть ни что иное, какъ (№-- о: 


Итакъ, допустивъ, что коэффищевть при 2” есть (%--2)„, мы доказали, что 
слфдующ!й коэффищенть есть (ж--2)„.1. Но неноесредственнымь вычнеленемь мы 
убфдилиеь, что трет коэффищентъ —= (т -- 2): сл., по доБазанному, четвертый — 
(т- р)з, пятый (т-Р р); ит. д. Такимъ образомъ, ур-вще (4) принимаетъ видъ 

Зр=1- (т р) -- (® - ры (п -|- ра... (тв -Е в)... . 
то-есть 

т т т р—1 т т (т 2 
НЯАЕЕ. о ИНБИНРОь бНИбе Оби), 

Вторая часть представллетъ рядъ, составленный но тому же закону, какъ рады 
3” и 5», ©ъ тою разницею, что выфсто 7 или р находится т -|- р; сл. рядъ этотъ 
мы можемъ обозначить тфмъ же знакомъ 5, но съ указалелемь т-- р. Сл. 

$3.98 —5 


Зи Эр — Вир еее вене () 


Положивь 7 —р, нмфемъ: 
За ба =. Или [5,8 = 8. 


Помноживъ обЪ частн на б„ и примфннвъ въ произведеню 5›„.5„ формулу (7). 
вифемъ 


[5 сы 5 3т 


Продолжая такимъ же образомъ, позучиыъ для какого угодно цфлато числа Ё: 
в 
РЕЯ 


9 
Если теперь 22 есть положитезьная дробь — —, тд 4 и г цБлыя положи- 


тельныя числа, то мы можемъ произвольное ц$лое Ё взять равнымъ знаменателю г. 
и получимъ 
< 
[64] =%+ 
г 


Тавъ какъ д есть цфлое положительное число, то 5, представляетъ, какъ извфетно. 
конечный рядъ, сумма котораго равна (1-2); а. 


[41 =@ + =); 


извлекая изъ обфихь частей корень порядка г, нмЪемъ 


этимъ и доказано, что (1-1 42)” разлагается въ безконечный рядъ того же закона. 
кавъ и при цфломъ показател$. 
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Если въ равенств (7) положимъ, что 2% есть `число отрицательное, цфлое или: 


дробное, и что р=- 9", то равенетво это дастъ 
З» .8 т — ===. 
Но  —1: слёд. и 9».9„==1, откуда 
1 
Зы а_° 


Здесь —т_>0, а для этого случая доказаль, что 8„=(1- 2)”; ел. 


% 1 Я 
"—=п-=з=а =)”: 


этимъ формула бинома доказана для отрицательнаго показателя. 

Итакъ, мы доказали справедлавость формулы для всякато соизмфримаго показа- 
теля. Чтобы распространить это ур. на несоизмфримое эп *), пусть будетъ в. — со- 
изм#римое число, безконечно къ нему близкое, и « безконечво-малая разность т— в. 
Формула (7) даетъ: 

Ви — Ви, = Би . Ба. 
Но „-— число соизмфрнмое, ел%д. Зи =(1-- =)“; затБмъ, формула (3) даетъ 
а еее. 
&—1)(и— 8 
—1-е {= ЕН ( о —2) аа } и 


ыы 
Рядъ въ а потому что отношен1е каждаго члена къ пре- 
дыдущему въ предфлф даеть — 2, что по абсолютной величивв <\1; елФд. сумма 
этого ряда есть нфкоторая конечная величина А; & потому 


—=1-Н=А, и 8„=(@а- я) (а -аА). 
По мфр% приближен1я в къ т, х приближается къ 0, слфд. 1 =А — къ 1, а 
вторая часть къ (1--2)”; а кажъ эта часть всегда = 5„», то 


| —=(1- 2)". 
Итакъ, при всякомъ дЪйствительномъ 2%: 
Ст и... 
1.2.3 

причемъ, когда % — цфлое положительное число, х можетъ быть какою угодно дВй- 
отвительною величиною; если же т не есть цфлое положит. число, то должно 
быть — 1<5< 1. 

Примьъчане. 1. Идея вышеизложеннаго доказательства общности формулы бинома 
Ньютона принадлежитъь Эйлеру; а усоверщенствованное доказательство — Ко. 

Примъчице 9. Теоркыл.— Одна и таже функия разлолается въ сходяшёйся 
320%, расположенный то иълымъ положительнымь степенямь перемьиноло, единствен- 
зымь способомъ.—Въ самомъ дЪлф, пусть, если возможно, будутъ два различныя раз- 
дожен1я одной и той же функши. 


а, -- ва -- аа... а”... и Роя... -.. 
сходяпияея то и другое при всфхъ значешяхъь л, меньшихъ Х, по абс. зпачен!ю. 
Тахъ какъ, по усл., оба эти разложен1я должны имфть раввые предфлы для всякаго 
2<.Х, то для этихъ значений перем®ннаго должно быть 


(и— 6) (а — В )д--. я (а — В). д, 


24% =, — разность остатковъ рядовъ, которая, какъ и эти остатки, д. б. безконечно 


* 


*) Опредфлен!е степени съ несоизмфримымъ показателемъ см. далфе, $ 792, 
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малою при *—0о ‚ при всяком» х< Х. Какъ бы велико ви было значене, взятое 
дая п, всегда можно взять х настолько малымъ, чтобы совокупность членовъ 
(а —В)5--....--(@,—6,)=” была вакъ угодно мала, а отеюда слфдуеть, что 
а; — равно разности двухъ безк. малыхъ. Слфд., какъ а, — 6 не завнеитъь ни отъ 
п, нн отъ д, то оно строго равно нулю (на основан1и очевидной нетины: постоянное, 
о которомъ можно доказать, что оно менфе всякой данной величины, есть ноль; ко- 
роче: постоянная безконечно-малая есть ничто иное какъ ноль). Такимъ образомъ 
@ —=% и равенство приводится къ 


2[(а, — в) — В)... (а, — в = 
но чтобы первая часть была безконечно мала при всакомъ <. Х, необходимо, чтобы 
скобки были безк. малы, откуда, по предыдущему, заключаемъ, что а, — 6 = 0, т. е. 
а, —=6.. Продолжая такимъ образомъ, убфдимся, что всЪ коэффищенты равны каждый 
каждому. 

Примьчаще 8.—Эту теорему (служащую основанемъ способа неопредфл. коэф-въ 
для безконечныхъь строкъ) можно иримФнать къ разложеню функшй въ безконечные 
степенные ряды, но только въ такомъ случаЪ, когда напередъ м. б. доказано, что 
функщя способна разлагалься въ сходящся степенвой рядъ: въ противномъ случаЪ 
способъ этоть можетъ привести къ невЪрнымъ результатамъ, такъ какъ въ немъ не 
обращается вниман!я на остатокъ ряда. Кром того, по этому способу трухво быва- 
еть №йти общую формулу для членовь ряда. Въ виду этого какъ для бинома, такъ 
и для другихъ функщЙ у насъ указаны друме, болфе строме, млемы разложен1я 
въ ряды. 

.788. Остатокъ биномтальнаго ряда. Разложимъ бином1альный рядъ на две 
части, изъ которыхъ первая пусть содержитъ первые Ё чхеновъ, а вторая, которую 
мы назовемъ остаткомъ ряда и обозначимъ чрезъ В,, остальные члены. 

Итакъ, положимъ: 


(Ех) — пят таз Ртуть... (0 


гдф остатокъ Вх будеть 
Ве та-же. 


дЪеь 
т(т— 1). (т — ин 
Е 
т(т — 1). ‚ (т—#--1)(т—®) т—®. 
И а р ТЕ 
т(т—1)....(т—Ю. (т (т.п, 
ты 3... ре =” @еберо ит” 


Вынеся во всфхъ членахъ за скобки т, 2^, получимъ: 
—& (т — &)(т—#—1) : 
В. —= К ЗЕ 52 -..} ЕЕ 2 


Различаемъ сл$дуюцие случаи. 


1 случай: 2ю — иълое положительное число. — Понятно, что въ этомь случа% 
& < т, радъ будетъ конечный объ (т-Г 1) членахъ, и если: 


1. 2>>0, то сумма въ скобкахъ (2) будеть больше нуля. Съ другой стороны. 
если во множителяхь числителей коэффитентовь отбросимъ вычитаемыя, & во мно- 
жителяхъь зваменателей вторые члены, то всЪ ООН, увеличатся, и ряль 
въ скобкахъ будетъь меньше 


т т? т 
=: — м — 28-1... .. 
1 -- К &- 2% | 23 -- з 
. тих . 
_". е. конечной геометрической прогресейи, которой знаменатель =-, а послёдый 
т т— 
 зленъ (5-2) $ потому сумма ея — 
Их П-Е+1 
1— ( -) 
| 
т 
1: 
К 
Такнмъ образомъ остатокъ В;, заключаясь между О и : 
пх жт-К-+1 
г. 
я . Ра , 
Ь 
-авенъ произведенно послФдняго выражен1я на нфкоторую положительную правильную 
:робь р; т. е. * 
их ®-+1 
ча. 
(1) Вы р. жай. Ио 03 р<1. 
ее 
Г 


2. «<0. Н$которые члены будуть положительные, друге отрицательные; и если 
-вловимея абсолютную величину количества 2 обозначать знакомъ [2], то сумма въ 
вобкахъ (2) будеть содержаться между 


Ач} ое} 
тавъ-что легко заключить, что въ этомъ слуза$ 


1— а ы 
. Г . 
(П) Вр. а о т 15-1, 


их 
гы [| 
7. е. р есть положит или отрицат. правильная дробь. 


Формулы (Г) н (П) можно соединить въ одну, одинаковаго вида съ послфдней, 
`амфтивъ только, что при х > 0 должно быть и р>> 0. 


тх 
Въ частномъ случа, когда = есть правильная дробь, будетъ и 
ил Ь-Е+1 
| 


произведене этой правильной дроби на дробь р<_1 дасть также правильную дробь; 
чазвавъ нослфднюю буквою в’, получим для этого случая болфе простую формулу: 


, * 
(ПП Кь= ‘———, пд 1-1. 


Я здфев также при х_> 0 будетъ р’? 0. 


2-й случай: т — дробное положилтельное число. — Биномальный рядъ будетъ 
Зезконечный и сходннийся пря —1<х<-- 1; тоже самое относится и къ ряду (2). 
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Возьмемъ произвольное цфлое положительное число # >> т, и раземотримъ опять два, 
случая — положительваго и отрицат. х, именно: х —-- &, #=—&. 
Въ первомъ случа рядъ _ будетъ 
&— р — т) - 1 
и, ее... а 
Вт (и 2)%-+ 2) 


во второмъ: 
к—т , (Е — т)(& —т--1 
В 1 ва (Ру 2) 


1+ 


Такъ какъ факторы 
Е—т ЕШЩтЬЕ Што 
К-1’ Е ’ ВЗ 
суть положительныя правильныя дроби, & также < 1, то въ обонхъ рядахъ каждый 
зленъ больше ве отсюда легко заключить, что сумма ряда (3) гаключается 


.- 


между 1и1— ён потому положительна; также непосредственно видно, что 


т 


и сумма (4) положительна. Затмъ, очевидно, что сумма перваго менфе суммы вто- 


раго, а эта послфдняя меньше 1-8 -| #2 8... .— в Вобразивъ между 
ё и 1 еще правильную дробь (& << 1), имфемъ 
1 1 
1—& < 1— = 


: 1 
сумма каждаго изъ рядовъ (3) и (4) содержится межлу О и т # 1п0ЭТОму ту и дру- 


тую можно представить подъ общимъ видомъ и тдз р положит. прав. дробъ. 
—.6. 


Итакъ, для остатка имёмъ фориулу 


р ть 


(У) В 


] —Е 
въ которой: [1] <ё<1, &>т, 0<р< 1, и [1] означаетъ абсолютную величияу г. 


3-й случай: т — отрицательное число; пусть т=—». Рядъ (2) при &>0 
будетъ 
&--а, , ета, 
= Е 58 —. о рн {5 
1 (1-2) 
а при < 0: 
ва, ее : 
Ё [5 оны “Ма во аль (6: 
ТЕР ара 1 
Въ виду того, что Е при неограниченномъ возрастани @ приближается 
а - 
Е-Ра уз 
къ пред%лу =] ибо Ша - Е — Ит —\ =] и какъ &<1, то можно 
+ а 
для Ё выбрать на столько большое значеще, чтобы 
о 
На 


гдф = прав. дробь, лежащая между & и 1. Въ самомъ да*, предыдущее неравенствя 
даетъ 


т это требованзе всегда м. 6. выполнено. Какъ скоро для Ё выбрано такого рода 
значене, то тфмъ въ большей мфр% справедливы будутъ неравенства 


ЕЕ ре я: 
В 
тли 
т ие, .Ё «<: ®--А--2 ое 
ка ° &-З ое 
олфдовательно 
Се -А- р а, Не-а ира 
@-- 0е-) вез) 
Суммы рядовъ (5) и (6) будуть, слЪд., положительны н менфе 
пера... . 


п потому могутт быть представлены подъ общимъ вихомъ р. и для остатка им*- 
и —` 2 


мъ выражене 


‚__ [7%] —е 
лв [2] <:<1, № ЕЕ 0<р< 1. 


Это изслфдоване можно резюмировать такъ: 


Если та не есть иълое положительное число и х<1, то остатокь Ньыюто- 
нова ряда выражается общею формулою 


| 
В.Р 9, 
| —= 
тд [2|<:<1, 0%<,р<1; 
примемь слъдуеть брать: Е т, есмь т положительно, п Ё > т вель т 
отрицательно. 
189. Примзры. — Примфняя формулу бинома, найдемъ: 
з 
ы 3 8 1 3 
1. 1—2)? = 1- а а =. ..- . 
т а 
1 
я 1 1 1.8 1.3.5 
а: = 1 ум о ЗкаЕ . 
а ое 
Л | 
Е 3, 1.3.20 _ 1.3.5.46 1.3.0.7. 48 
9 д 8 — 41 - А ео а Ц 
Е ы { рая ааа ба Гоа бб") 
ит. п. 


790. Приложеня формулы бинома Ньютона. — Укажемъ нЪкоторыя приложен!я 
формулы бинома. 


Т. Извлечеме корней.—Пусть дребуется извлечь корень порядка? изъ ифлаго чис- 
ла М. Разобьемъ М па, двф части такъ, чтобы первая а” представляла точную 7-овую 
степень и была бы возможно больше по сравнен1ю съ другою частью $, которую въ 
этихь видахъ можно браль п отрицательною. Веегда, можно взять 0’>6. Получимъ: 
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1 
ИЕ а ® ы. 
ЧЕ +) = +5) —а(1--2)", полагая Е 


[72 
Примфняя формулу бинома, найдемъ 
г/у — я _ и х ве 
(+ ан 
1 
Напр. Ут29 = УЧо5-а = 5(1 + 18) 8 — 
1 4. 2 4 \? 2.5 /4 \3 
5 в) 13.6. Е вр Ва | 
о, м-в -...... 
16 > 
ом ==5Н 5 що = 5,0533333333 
яв —= = . -. = м = 0,0005688889_ (= 
| 5,0527644444 
из = г - 25 1 = аа и, = 0,0000101136 (--) 
в 5, 0527745580 
8 4 64 
в = — о 48 = — = 5 Е 
и 15 155 8= 8: 1006 «= 0,0000002158 (—) 


5,052774342° — ит.д. 


Вслфдств!е чередован!я знаковъ искомый корень всегда заключается между двумя 
смежными звачен1ями. 


И. Рюшеше уравненя ах?--5х--с—0, когда коэффищенть а весьма маль. — 
Взявъ формулу корней, можемъ ей дать видъ 
1 


ее ы(а г 


25а 954 г 24а 2а\ ъ 


Когда корни уравнен1я дЪйствительные неравные, мы имфемъь 62 — 4ас >> 0, от- 
{ 
куда а < 1; но при а— весьма маломъ дробь эта будетъ весьма мала и получится 


быстро-сходяцийся радъ; а именно 


|, 1 /4ас 1/4ас\*? 1/4ас\3 
авы) (в) вв) =}. 
ПТ. Раскрытие неопредъленностей. — Приводимъ примЪры. 
т эт 


бь? . 0 
1. Дробь а гд$ т и н— ваюмя угодно числа, обращается въ у ири 


&-@а. Полагаемь х=—а-- № и разлагаемъ числителя и знаменателя по восходящимъ 
степенямъ #; зат$мъ полагаемъ д —0; так. обр. паходимъ: 


т в" ь\” 
п а 
и и «(1+ аа о) | 
т(т — 1). № 
®-К.. «+ 1.2 а" 
ый а о 


а 1.1 а? 
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й | 
Вс члены числителя н знаменателя содержать множителя --; сокративъ на —- 
4 а 
и положивъ й —0 (чтобы имфть величину дроби при 2 — а), находимъ, что веф члены 
И 
чиелителя и знаменателя, кром$ первыхъ, исчезаютъ, и получается те" ". 


2. Дробь У? —Уа -У—а 


уз 


= @ обращается ВЪ < при 1— а. Положивъ а—ж--й, 
даемъ ей видъь 
Е АО ана аВь 
Уй Уза--ь Ув Мать 


сдфлавь приведен1е и раздфливъ числит. и знам. на У, имфемъ 


+1 


| 1 
что при #й—0 обращается въ —. 
2а 

ТУ. Элементарный метод Тоффруа для вывода рядовъ, служалилиеь къ вычи- 
слению п, 

1. Взявъ окружность радлуса В, —1, проведемъ въ точкф Е касательную, затмъ 
на окружности возьмемъ иЪкоторую дугу АВ и проведемъ раллусы ОА, ОВ, продол- 
жене которыхьъ пусть встр$чаеть касательную въ точкахъ С и О. Сраввимъ хорду 
АВ съ дугою АВ. Опустивъ изъ центра перпендикуляръ ОТ, ва АВ, возьмемъ отно- 
щенте площадей треугольвиковь ОАВ и ОСП, имфющихъ обнай уголъ: 


ЛОАВ _ ОАХ ОВ ВХ ва АВ 1 
доср—осх ор срх ОЕ ср 0бховх от, 


Замфвивъ ОТ единицей, и ОР линшей ОС, мы уфеньшимъ вторую часть, и потому 


АВ 1 2 АВ 1 
сь> 06 `` (1): Ст другой стороны сь < 00‘ (2). Довазательство нера- 
1 1 1 
венства (2) сводится къ доказательству, что 0 9. -бт< 05’ или 06—01 < 05 , 
или 56<55: но, проведя АМ параллельно СО (пусть У есть точка нересфчен!я 
ОА _ ОМ 
АМ съ ОТ, а точка М съ ОВ), имфемъ: 06205’ а какъ ОА, и ОМ<ОУ< ОТ, 
о Е а этимъ неравенство (2) доказано. ИтаЕъ 
06—00: р ь 
1 
оо < 05’ ’`@) 


Если положимъ, что АВ стремится къ нулю, то и СЛ будеть приближаться къ 
. АВ 1 
нулю, и въ предфлЬ: Шиа съ -=0р?› ибо ОС и ОЛ сливаются въ пред$л$. 
Если на касательной возьмемъ часть ЕР —1 и соединимь Р съ 0, то дуга 


п . 
ЕН . Для вычисления этой дуги, раздфлимъ ЕР на я равныхъ частей и точки 


дфленя №, 0, С соединимь съ центромъ. Эти прямыя далуть на окружности вер-, 
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п 
шины неправильной ломаной, которой периметръ бухетъ приближаться къ = по м%р% 


увеличен1я я. Пусть будеть АВ одна изъ сторонъ этой ломаной; соотвФтетвуюний 


ы 


1 
элементь СП касательной — = По доказанному, мы имфемъ 


АВ 1 
<; з *— 102. 
сЬ < 008; г ОО 1 ЕР 
Цусть р будеть число дфлевй оть Е до Ш: ва. Еб=р. = ‚’ С в: и 
1 1 7% 
АВ< — , Л 
г — ря пли АВК из ра 
И 
Итакт, периметрь Р вписанной ломаной меньше суммы дробей вида Ея , 
тдф р нужно измфнять отъ 0 до ®— 1. Сл$д. 
1 1 1 1 1 
р @ Е я Е Е ен а 
р а + т. (4) 


Въ предфлф, при п— оо, Р сливается съ дугою ЕН, слЪд. 


п 1 1 1 1 
— = и, са а аи 
4 ыы [эк 1 Е 2%‘ рт (* — г (5) 
Съ другой стороны, мы нашли, что 
АВ 1 (1%. 
м... 8—1 ® — 
бр > 0С г 0С + ЕС? —1 + = 
4% 
5, о Е 
ых Ра 
Взявъ сумму этихъ неравенствъ отъь р=0 до р—=п— 1, найдемъ 
1 1 
А-а 
и ет 1 + ®- 8+. Г - м2, (6) 
Сближая неравенства (4) и (6), вайдемъ два значен1я для РАЬ-одно по избытку, 
: 1 1 1 
другое ло недостатку. Эти два значев1я разнятся на % [=— я] м. сл. оба 


п 
они стремятся къ 4. Взявъ п достаточно большимъ, можно вычислить П съ желае- 


мою точностью. 
Формула (5) послужить намъ для разложешя П въ сходяиийся рядъ. Взявъ въ 


РЕ 1 
скобкахъ оби членъ дя тя ИИ (п*-[ р?)-1, разложимъ его по формул бинома: 


а р 
1 ИХ 
8 и : 
а а — би ы га ЕР 50 —^ 
Полагая послФдовательно р — 0, 1, 9, 3,...., н—1, найдемъ: 
1_1 
ь8— п8 
1 1 1 1 1 
ори м Га в 


1 1 323 35 
пр Км ив К° 


1 1 (6—1), +1 Но ен 
8 -- (п — 1) п? т 78 18 
Складывая по вертикальнымь столбцамъ, умножая ва п, и обозначая суммы 
вторыхъ, четвертныхь, .... степеней п-——1 первыхъ цфлыхъ чисель знаками В 
В: ..-. з НаХОДИМЪ: 
п К: 5,5 
Е Е м 
4 ( пз т Рае ) 
р 1 
о И = 11 — ==, ит. д. Потом 
И 9—3’ ы 8—5’ у 
п 1 1 1 1 


—— 1 ыы же ви чай 
4 3 -- 5 И кт 9 
одинъ изъ рядовъ, которые даетъ интегральное нечислене. 


2. Взявъ четверть круга ОАВ, положимъ, что радусъ ОВ =1. Раздфлимъ его 
на п равныхъ частей и изъ точекъ дфлен!я проведемъ параллели другому рад1усу ОА. 


п 
Такимъ обр. дуга АВ —= будеть раздфлена на п неравныхъ частей; хорды, какъ 
| СП, стягивающия эти дуги, образуютъ вписанвую ломаную длины Р, предфломъ которой 
ПН . : 
при в — оо, будеть служить 5. Пусть ЕЁ будеть дфлен!е рамуса ОВ, соотвфтетву- 


ющее дуг СО. Проведя ОТ перпендикулярно къ хорд СО, ТН перпендикулярно къ 
ОА, и СС перцендикуларъь на ОЕ, найдемъ изъ подобныхъ ‘треугольниковь СОС и 


са он 
ОТН, что О-о ‚ Но С@— ЕЕ, слёд. 
. ЕЕ ОН _ Е . ри ЕЕ, 
и = — Ш от = 1; ® 10тому Нт СО — Ша ЕО’ 
а 
ДалЪе: ЕЕ = ее т ; ЕР = /00*— 0 = 1—5, если р означаеть чи- 
сло дфлев оть 0 до К. О 
Ив СР = -- ы 5 = сы = 
> 
Ни \/1— 25 ур 
и 
Но а Р есть сумма элементовъ, такихъ какъ СО, сл. 
1 
Р.О = у . - 


т Ги" уе 


п : 
& каку 9 = Иа Р, то 


О а о а 1 ИЕ: ПЕ 
НВ Е" реле 


Взявъ обнай членъ, имфемъ 


3 1 13 135 
1 Е 2 эо (9 '9’о 
== = (в 40?) 2 — п-1 — 2? 2,3 фиг $ В оо ьь 
Уи — р" 1 рег и. 
1 13 135 


22490 


Полагая р—0, 1, 2, 8, ...., ®— 1, имфемъ отсюда: 
ИЕ 
вот 
1 13 135 
1 р] 428 това 
ты 1:8 ив тез мг 
1 15 1365 
1 т ом. оса ` 
ат 1 9+ 1.2 № | 1.2.3 а 
1 13 135 
1 1,2 (1—1 9’2 и-1 92 `9 (и—18 
о АН. - | НА 
а (и— 1) п 1 3 1.2 18 1.2.3 п 
Суммируя, найдемъ въ предфлв 
13 185 
п 22 аа 
В Е ао Вы сы Г 
2 ы т ег: ты 1.2.3 т | 
ю 
или, подставляя Иш =. ‚.... о окончательно 
1.3 1 1.3.5 1 1.3.5. 7 1 
5 =1 Елене 
+3 ая Вата 6.8 э+ 
другой рядъ, предлагаемый въ курсахъ интеграловъ, 
791. Задачи. 
1. Вычислить: \/103; 565; 4/260; 59/260; /108. 
г р ши в 
2. Разложить: (1—5; (2—1); (@ (22 ны о 2; 
2 4 
1 р ао ; я Е 1 
—; (2-1 22) °; (2—3 : 
(а — 21)° 
3. Показать, что общий членъ разложен!я (5-- а)” есть 
(т 1). т-и—1 З 
Тна=(—1) ’. = > — т Е ) .а’х |"), 
4. Показаль, что общйй члень (1 —@)” есть 
Та —= __ тт-Е о. (т +» НЫ 1 —(® +7), 
р 1.2.3... .л 
2 
5. Показать, что обийй члевъ разлощевя (2-Р а)" есть 
" 
(= фе р(р— 1 т”. 
МЕНЕ с а 3....*7. 49° ° | 
6. Найти обпие члевы разложен!й: 
я 1 1 2 
ыы: к = > Е. 1 м 
(--=2) ; а); 1—2 3 @—2); а 22); 51—42) ›; 


х 


— 481 — 


7 7 р в 


и) ?; у @—3) 49 9" 


а, 
7. Приложить формулу бинома въ рфшеню ур-вйЙ 2% 80, $ 481. 


8. Найти истинное значене неопредфленностей: 


У Раз - 2 — /аа— аз ай 


а) ВЕН НЫЯ Е при #=0; 
Ув =— а—= " 
3 
Г а— \/2а 12 — а1)*-|- —а 
5) уе — Ув, при #— а; с) ВЕ аВь прп #=а; 
Уа-- 2х — За (1-2 — а) —1 
2® ее ое. 
а) —_—__ риа=0; 6) ее 7 при 2=а; 
а а" — а — 2025 — ая 
Ра? 22/9 жа г 
Г) У2а 227 - 2х при д = а; 9) а уз при я = а. 
х—а а — уаз 


ТГУГА Е^ Е МТТГ. 


Изелфдоване свойствъь показательной фунецш. — Общая свойства логариемовъ. — Си- 
стемы логариемовъ. — Услов:я соизмфримости логариемовъ.—Приложен!е къ десатич- 
вымЪ логариемамъ, 


ИзелЪдован1е свойствъ показательной функщи. 


792. Опредфлене. Функця а”, ГДЪ а количество постоянное, а 2 — пере- 
мфиное, называется хоказательной функщей. Изелбдован!е свойствъ этой Фхунк- 
щи служить основашемъ теори логариемовъ. 

Докажемъ, что если а> 0, то оункщя непрерывна на всемъ протяжен!и 
Дйствительныхъ значенй 2х, соизмфримыхъ или несоизмфримыхъ, положитель- 
ныхъ или отрицательныхъ. Изелфдоваше это подраздфлаемъь на дв части: 
а>1 иа<1. 


793. ТЕОРЕМА. Если а> 1, функийя а” возрастает» непрерывно 
отз 0 до | со, кода х возрастаетз непрерывно отз — со 40 со. 

Г. Во-первыхъ, пусть х измфняется отъ — со до -- оо, получая соизм- 
римыя значения. 


1) Если эти значешя будуть цфлыя и положительныя, то въ лемм® Г, 
} 764, уже доказано, что еслв >, тои 4* > а”. 


[3 ©’ 
и, и путь 


В 8 з 
= 
‚‘ Отеюда: «В’> «В, и такъ какъ это — числа цфлыя, то но предыду- 


2) Пусть х получаетъ соизмфримыя дробныя значен!я 


[3 
—. 
-- „> 


В 
щему: 4“ ’> а”Р. Извлекая изъ объихъ частей корень порядка 88’, мы не на- 


> 


ыы 


х |: 


ОНИВ ее — —- 
рушимнъ смысла неравенства, а потому Рав” > Ады, или аВ > а?’, 
что и требовалось доказать. 
3) Дадимъ показателю сх отрицательныя значеня, цфлыя или дробныя; 
пусть —т> —я, г шим положительны. Изъ неравенства имфемъ: жи; 
а слЪД. а"<а"; раздфливъ 0бф части на положит. количество 4”. а", находимъ: 


‚ или а"<а": 


а” 
то же заключение. 

П. Наконець, дадимъ д-су несоизмюримыя значешя, п прежде веего ойрс- 
дълимь, что слфдуетъ разумфть подъ степенью съ несойзмфримымъ показате- 


- 
лемъ; напр., что означаетъ а* ? 


Возьмемъ радъ приближен къ /3, по недостатку и по избытку, точныхъ 


Е :. 
1% 10’ 100? 1000’ `° ' 10"; олучимь два ряда 

ТУ 1,73 1,732 то 

1,8 1,74 1,733 Е, 


общимъ предфломъ которых, по опредфденю, служеть /3. 
ЗатБиъ напишемъ два ряда степеней а съ этими показателями: 


& 


ый ат аЪ132 ана О ел (1) 
и 
а 44 41733 а ее би 


Такъ какъ эти показатели соизмфримы, то, по вышедоказанному, степени 
(1) идуть возраетая; но существуелъ безчисленное множество состояв!й величины, 
какихъ эти количества не могутъ костигнуть и превзойти: таковы, напр., со- 
отвфтотвующя имъ числа ряда (2). Необходимо заключить, что чиела (1) стре- 
мятся къ нЪкоторому предфлу Ё. Подобнымъ же образомъ убЪждаемся, что числа 
ряда (2) стремятся, уменьшаясь, къ нЪкоторому предфлу Г’. Легко видЪть, что 
оба эти предфла равны, ибо разность 
РЕ 
О" 010 
стремится къ нулю, когда ® приближается къ безконечности. ПД®йствительно, 
эта разность == 


& 1 х \ 
И 30%. 10”, - 
Я — а: 5 ь 
10° г 
но мы доказали, что предфломъ для Уа служить 1; слЪд. разсматриваемая 


& 
разность инфетъ предфломъ ноль, ибо множитель а10” 
меньше а”). 


конеченъ (онъ, напр., 


Этотъ общёй предфль рядовъ (1) и (2) и предетавляють, по опредвленио, 


въ Вад а . Итакъ: 

Степень (> несоизмъримымь показателемь Ш 07: положительно числа 
а есть предълъ, къ которому стремятся степени этою числа, коихь пока- 
затель стремится къ п, увеличиваясь или уменъшалясь. 


Докажемъ теперь, что большему несоизмфримому показателю (при «>> 1) 
соотвфтетвуетъ и большая степень; напр. 


д > ди ы 
Въ самомъ дфав, если т | и, суть приближешя къ /2 и \/З, точныя 
до в по недостатку, то: 
В ВЕ. 
Слк., по предыдущему: 
|. В-1 


аб" са 10°, 


а потому и предёлы, которые не равны, не равны въ томъ же порядкЪ, ибо 
этотъ порядокъ не изифняется, когда ® неограничение возрастаетъ. 


Ш. Измюненя функщи а" непрерывны на всемь протяжении излльненй х. 


Дадимъ конечному 2, нфкоторое приращен!е #, и докажемъ, что если это 
приращен!е будеть неограниченно приближаться къ нулю, то и пряращене / 
Фунхщи у, будетъ также неограниченно приближаться къ нулю. Въ самомь дЪлЪ: 


у, у-ва, 
ел. Е — ай — а — 46 (9 —1). 
а* — величина конечная; остается доказать, что № можно взять настолько близ- 
кимъ къ нулю, что а? будеть какъ угодно близко къ 1, т. е. что ай стремится 
къ предфлу 1. 

Пусть #>0; всегда можно найти такое цёлое положительное число &, чтобы 


< <а-а 


ибо х есть частное, точное до 1 отъ раздфленя 1:%, и это частное будетъ 
неограниченно возрастать по мфрф того, какъ # будетъь приближаться къ нулю. 
Йзъ предыдущаго неравенства выводимъ 


<<; 


откуда, по вышедоказанному: 
1 1 


ат1< ай <а“м. 


: 1 

Но крайн1я количества — то же, что а и а; аэти корни, въ силу леммы Ш 

$ 766, имвютъ общимъ предфломъ единицу, когда х неограниченно возрастаетъ; 
28 
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а сад. иа’, то теор. $ 197, имзеть тоть же предфлъ, т. е. 1, когда № стремится 
къ нулю. Заключаемъ, что въ гормулЪ для’ второй множитель стремится 
къ 0, ахл. и ^ приближается къ тому же предълу, по мфр® приближеня № 
КЪ нулю. 

[У. Асада х приближается кь со, то и а” стремится къ со. 


Это предложене было уже доказано въ лемим® 1, & 764, для показателя 
цфлаго. Пусть теперь показатель и есть число дробное или несоизм®римое; это 


число будеть заключаться между двумя послФдовательными цфлыми числами 
р ир-Е1Т, такъ что 


а" < а". 
Но, по упомянутой леммВ, а? и а”! стремятся къ оо, когда р приближается 
КЪ ©о, слЪД. и а” стремитея ЕЪ оо, когда зи неограниченно возрастаеть. 


Итакъ: а”, ири а>1, есть функшя непрерывная, возрастающая оть 
0 00 -|- со, *озда х возрастаеть оть — со 00 —- оо. 


Этотъ результать можно представить въ Форм слдующей таблицы: 


Тоблица А. 
не оке ое ое еее 
у 0 ....<....1....<. оо 
——ы—————— = > ——ы——=—/ 
1 2 
аа: р Изображая измфнешя у ординатами 
ай кривой, найдемъ кривую, которой 02’ слу- 
Ре #.. | жить ассимитотою, а ординаты растутъ 
Ре | неограниченно. Эта кривая пересфкаетъ 
ВН | | ось у въ такой точк® А, для которой ОА—1. 
а а 0, х Соотвфтетвенно абециссв ОВ==1 имфемъ 
Черт. 110 правая 
у — ВС — а. 


793. ТЕОРЕМА. — сли 0<а<1, то при непрерывном» изми- 


нени х отз — со д | со, функшя а’ непрерывно уменьшается отз 
Ноо 90 0. 


|= 


Въ самомъь дЪлЪ, кола а<1, то можно положить «==, ГВ @>1; 


& 


11 р 
слЪд. “= ( „-) т Е * Если будемъ здфеь увеличивать х оть — со до -- оо, 
то, по предыдущей теоремь, а” будеть увеличиваться отъ 0 до со, а лёд. 
1 1 1 
э= будеть уменьшаться отъ 5 № 55’ Т. в. оть со до 0. Что и здесь изм$- 


нения Функщи а” непрерывны—это непосредственно вытекает» изъ предыдущаго. 
Таблица измфнен! будетъ слёдующая: 
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Таблица В. 2 
| — ©. а бека хе бане, . + с 
о о о о ее Арх 210 
— —`— —ы-ы—=—^ 
1 2 
у 
Эти измВненя наглядно изобра- Х 
жены измфневями ординатъ кривой, 
для которой положительное направлс- 
ше 0х оси абецисеъ служитъ ассимп- 
тотою. 
х 9 р аюис 6 
| Черт, 111. 


Логариемы. 


794. Опредфлене. ИмЪя ур-ше у—а”, можно предложить себЪ три вопроса: 

1. По даннымъ: основан!ю 4 и показателю х вычислить степень &” или у. 
Дъйств!е это называется возвышенемъ въ степень. 

2. По даннымъ: степени у и ея показателю 2х найти основан!е @. Дёйстве 
это есть извлечен!е корня и выражается знакоположеншемъ: а==\/у. 

3. По даннымъ: сжепени или числу у и основан а найти показателя =. 
Показатель х называется л0зариомомь числа у при основами &. Итакъ: 
лоориемомь даннаю числа назысается показатель степени. въ ксторую 
нужно возвысить основаме, чтобы получить данное число. 

Слово логариемъ обозначается знакомъ 102; такимъ образомъ, чтобы пока- 
зать, что х есть логарвемъ числа у при основан 4, пишутъ: х=105, у 
Напр. 105. 8—3, потому что’ 23—58; 105. =, ибо == + ит. п. 

795. Выборъ основаня. Главное значеше логариемовъ заключается въ томъ, 
что они служатъ могущественнымь средствомъ для облегченя вычисленй. Но 
чтобы они могли служить для этой цфли, необходимо имфть для всфхъ поло- 
жительныхъ чиселъ дЪйствительные логариемы. Этому требованию уковлетво- 
ряетъ не веякое основане. И прежде всего легко видфть, что отрицчательноло 
числа немзя брать за основанле лозариемовъ, ибо при такомтъ основаши не 
Дия веЗхъ положительныхъ чиселъ получатся дЪйствительные логариемы. Такъ, 
ур-ню (—2)"=8 нельзя удовлетворить никакимъ ДЪйствительнымъ значенемъ х. 

ЗатЪиъ, 0 не м. б. принятъ за основане логариемовъ; потому что вторая 


часть Ур- я 0—9 при положительномъ х веегда даетъ поль, при =—=0, 
—— ()°— ()” т. 9: 0 : 
у— 0% 5 ‚› т. е. представляетъ неопредЪ ленность; а при отри- 


1 1 
цательномъ значени #, положивъ х=—т, получаемъ 3 у—0 == то == = 05. 
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Такимъ образомъ, различныя степени нуля не воспроизводять всевозможныхь 
положительныхъ чиселъ. 

Обращаясь къ положительнымь числамъ, замфчаемъ, что единица не м. 6. 
принята за основане логариемовъ, потому что различныя степени единицы 
равны 1. 

Взявъ за основан{е число, большее или меньшее 1, и возвышая его во все воз- 
можныя дЪйствительныя степени отъ — со до -- 00, мы, какъ видно изъ таб- 
лицъ АиВ, 83 792 и 793, получимъ всевозможныя положительныя числа отъ 
Одо -|- со, такъ что въ этихъ случаяхъ всякое положительное число имфетъ дфй- 
ствительный хогариемъ. Итакъ: за основаще лозариемовь только и можно 
брать положительныя числа, болъийя или менъиля 1. 


796. Свойства логариемовъ при основанм большемъ 1. — 1. Всякое поло- 
жительное число имъетъь дъйствительный лоариемь, и только одинъ. При 
изслфдованш Функщи у= 4” (см. таблицу А) мы видфли, что если измнять 2 
отъ — со до --с0, то у непрерывно возрастаетъ отъ 0 до -|- со. Возьмемъ 
вЪ этой строкф значешй у-ка какое ниб. число у’; Функщя у (или 0”), будучи 
непрерывна и изм$няясь чрезъ вею область положительныхъ чиселъ, пройдетъ, 
покрайней м®рф, разъ и чрезъ значеше у’, при нёкоторомъ значени х’ пере- 
мфннаго 2; но Функщя эта постоянно возрастаетъ, и потому полько обинь разь 
пройдетъ чрезъ это значен!е у’. Это наглядно обнаруживаетъ и кривая у=а” 
(черт. 110); въ самомъ дЬлВ, пусть у’ —=0М; проведя параллель МР оси 0х, 
замфчаемъ, что она вотрфтить кривую только въ одной точкф; логариемъ числа 
у’ будеть абсциеса 0( точки ветрёчи Р. 

Итакъ: всякое положительное число имфетъ дЪйствительный логариемъ, и 
только одинъ. Высшая алгебра показываеть, что кромф одного дЁйствительнаго 
логариема всякое положительное число имфетъ безчисленное множество мнимыхь 
логариемовъ. 

2. Отрицательныя числа не имъють дъйствительныть лоариемовь. 
Дфйствительно, на всемъ протяженш строки чиселъ (таблица А) въ ней нахо- 
дятся одни положительныя числа. 

3. Лозариемы чисель, большихь 1, положительны; въ самомъ дЪл» числамъ 
оть 1 до -- со строки у соотвфтетвують въ строкё х числа отъ 0 до -- оо. 

4. Лозариемы чисель, меньшиль 1, отрицательни; и въ самомъ дЪлЬ, 
числамъ отъ 0 до1 таблицы А соотвфтетвують въ строк логариемовъ значеня 
отъ — со до 0. 

5. Лориемь нуля равень — осо. 

6. Лозариемь единицы равень нулю. 

7. Лозариемь основанля равенъ единиц. 

8. Лошриемь -- оо равень -|- со. 


797. Свойства логариемовъ при основами меньшемъ 1. — Подобно преды- 
дущему, изучен!е таблицы В прямо даетъ слФдуюнщие результаты: 

1. Всякое положительное число импеть дъйствительный лиариемь, и 
только одинъ. 

2. Лоариемы чиселъ, большиль 1, отрицательны, а чисель меньшить 
единицы — положительны. 
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3. Лозриемь основаная равень единиц. 

4. Лозариемь единицы равень нулю. 

5. Лозариемь нуля равень -- со. 

6. Лозариемь -- со разень — со. 

7. Отрицательныя числа не имъють дъйствительныхь лоариемовь. 


780. Теоремы, на которыхъ основано употреблене логариемовъ въ вычи- 


сленяхъ. 

1. Лозариемь произведеня равень суммь лозариемовь производителей. 
Пусть имфемъ числа №, №, №, инфющя логариемами: 2, 2’, х” при одномъ 
и томъ же основан а. 

Зависимость между числами и ихъ логариемами выражается уравнешями. 


ея Ш И. 9) М) 
Перемноживъ эти уравненя, получаемъ 
МММ” — о. 
изъ котораго видно, что х--2'--2” есть логариемъ числа М№№: 
№ (МММ) =2- у’ 
но изъ данныхъ ур-н имфемъ: х=1 №, 2—1 №, х’—15М"; подетановка 
въ предыдущее ур-н1е даетъ, такимъ образомъ: 
8 (МММ) = № И №-ЕК”, 
и теорема доказана. 
П. Лоариемь частнаю равень лозариему дълимаю безь лоириеома дъли- 
теля.—Раздфливъ ур-н1е (1) на (2), имфемъ: 
Х а" 


&—т’ 
и течь / 
м’ ай ° 


откуда, по опредфленшю логариема: 
] Х НЫЕ, в = г 7 
в(№)==—2 =ШХ— №№. 
ели № =-1, то 18 №М==0, и предыдущее. равенство хаетъ: 
1 
т. е. лоариеомь дроби, импющей числителемь 1, равенъ отрицательному ло- 
зариему знаменателя. 

Ш. Лозариемь степени съ какимь уюдно показателемь равень произведе- 
ню показателя на лоюриемь возвышаемоло числа. — Возвысивъ 06% части 
ур-н1я (1) въ степень т, имфемъ 

№ —= (а) = а", откуда 105 (№) =т2=т.18 М, 
и теорема доказана. 
ГУ. Лозариемь корня равень лориему подкоренноо числа, раздюленному 


на показателя корня. — Изваекая изъ обфихъ частей ур-шя (1) корень по- 


рядка р, имфемъ: 
# 


УМ = / а" —= а?, откуда в = =“. 
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Эта теоремы даютъ возможность значительно облегчать выполнен!е боле 
трудныхъ ариометическихь дЪйств. Для этого должны‘ быть построены таб- 
лицы, содержащ!я зогариемы чиселъ. Имя тавя таблицы, и зная, что лога- 
риемъ произведен1я равенъ суммЪ логариомовъ производителей, мы можемъ 
умножене чиселъ свести на простЪйшее дЪйств!е — сложен! ихъ логариемовъ: 
такимъ образомъ мы опредфлимъ 105 произведеня, а для отыскав!я самаго про- 
изведеня останется взять изъ таблець число, соотвЪтетвующее найденному 10- 
гариему. ДЪлене часелъ, при помощи теоремы И, сводится къ простЪйшему 
дЪйетвю —вычитан!я логариемовъ; возвышене въ степень, при помощи теор. И, 
приводатся къ умноженю, а извлечеше корня, по теор. [\, къ дЬяентю. Одних 
словомъ, при помощи логариемовъ, дЪйстыя высшаго порядка надъ числами 
приводятся къ дЪйстНямъ нисшаго порядка надъ ихъ логариемами. 

Ф 


799. ТЕОРЕМА. — Если числа составляют прозрессю звометри- 
ческую, то ихъ лоариемы составятзь прогресс ариеметическую. 


Пусть имфемъ геометраческую прогресею 
-:- 9:94: 49°: а... аг. 
Взявъ логариомъ каждаго члена, нмфемъ: 
15а; 16а--160; ва--20; ва--3180....; а-т0 15а: 
а это есть рядъ, составляющ ариеметическую прогресею съ разностью, рав- 
ною 12 4. | 


Свойство это было взято Неперомь за исходный пунктъ въ теори ло- 
гариемовъ. 


800. Если надъ данными количествами, входящими въ составъ выражена, 
подлежащаго вычислению, указаны только дЪйствя дфленя, умноженя, возве- 


дешя въ степень п извлеченя корня, то такое выражене м. б. вычислено 
съ помощю логариемовъ. Пусть напр. 


аб х \/с%. 
Е а 
их Уаз 
ПрихЪняя теоремы о логариемЪ дроби и т. д., послЪдовательно нолучаемъ: 
9 = 1 [48 Х уе] — 1 [93 Х У] 
18 а --16 уе — (в М-Н УР) 
ба Ве в (3 ва-р5 № Г) 


Таким образомъ 1“ х будетъ извфетенъ; а по [2 х опредфлится и соотвЪт- 
ствующее число, какъ скоро будуть даны численныя значеня а, 6, с. Чи /[. 
Дъйстве, пмфющее цЪлью составлен выраженя дла логарнема по данному 
выражен!ю для числа называется лозариемированемь. 
Обратно, по данному выражен!ю логариема можно составить выражен!е для 
соотвфтетвующаго числа, пользуясь тфми же теоремами. Пусть напр., дано 
3 


= 18 (ао @- 5 - в (фу в 4 -. 
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Послфдовательно имфемь: 


Ба в еее — у ва) 
3 ь 1 
= № (“ме -- и] фз в (1--4) 

уу 


ви ва =в ии в Ут 
м Уи — 98 


2? мя 

801. Системы логазиемовъ. — Очевидно, что одно и тоже число имфетъ 
сколько угодно логариомовъ, если брать различныя основан1я; но о’нощенас 
лоариомовь однозо и тою же числа при двухъ различныхь основанаяжь оди- 
накозо для всъхь чисель. Въ самомъ дЪлЪ, пусть число М при основашяхъ а 
и 6 имфетъ логариемы хи В, т. е. 


К=а”, №=5, откуда а“ 68. 


Взявъ логариемы отъ обфихъ частей по основайю а, и замЪчая, что 


105 а=1, имфемъ: 
й 


р 105 № 
«=В.1ю#, откуда в =108, ИЛИ юз = 84. 


т, е. отношене логариемовъ числа № по основанямъ а и 6 равно постоянной 
величин» | 5. 


Изъ послёдняго равенства получаемъ 
‹ 1 
15№ — (№) х Е’, 


Г. 6. сели построена таблица лозариемовь при основанзи а, то изь нея леко 
вывести лозариемы по друюму основаню В: стоить только старые лозариемы 


1 м 
помножить на дрэбь съ’ Равную единицть, дъленной на 109 новоло осно- 
24а 


ванзя, взятый по старому. Этотъ постоянный множитель называется модулемь 
перехода отъ старой системы къ новой. 


Изобрьтатель логариемовъ, Неперь, взялъ за основавще построенной имъ 
системы несоизмфримое число, равное приблизительно 2,715281828459045.... 
Это число обыкновенно обозначають буквою е; а самые логариемы называютъ 
неперовыми, или натуральными, или зиперболическими; они имфютъ важное 
значене въ высшемъ анализЪ. Но для практическихъ вычисяен!й они не удоб- 
ны; поэтому уже самъ Нелеръ посовзтовалъ своему современнику Брниу вычис- 
лить новые логарнемы, принявъ за оспован!е число 10. Этими послфдвими до- 
гариемами и пользуются обыкновенно для практическихь вычисаенй, и назы- 
ваютъ обыкновенными, или десятичными логариемами. 


802. Услов!я соизибримости логариемовъ. — ЗамфтивЪъ, что всякое число 
можно представить въ видЪ произведеня степеней его первоначальныхь множи- 
телей, опредзлимъ условя, при которыхъ логариемъ даннаго числа № будетъ 
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сонзыфримымь числомъ, ограпичиваясь разсмотрьшемь случая, котда основан 
цфлое положительное число. 
1. Требуется опредфлить условя, ири которыхъ цфлое число № имЪетъ со- 


И р я 
нзафримый дотариомь -——› т. в. при какихь услошяхь возможно равенство 


Х==а", паи, ио возвышенши обБихъ частей въ п-ую стецень, равенство 
О О 


Пусть основаше а разлагается па первоначальные множители «, В, 17 ©0- 
отвфтственно въ степеняхь х, 5, #, такъ-что а—='В8”/; равенство (1) будет 


о зо о) 


Такъ какъ вторая часть его дФантея на @, Ви т, 10 и первая должна 
длиться на тЪже числа, ина вышло бы, что дробь равиа `цфлому. Сверхъ 
того, М не можеть содержать другихъ нервопачальныхь множителей, кромЪ ©, 
Вит, по той причин. Сафд. должно положить Х=а” ви. Ур. (2) при- 
мегь вадъ: 

а" а, ее Е 1“. 


Чтобы это зравенство было возможно, необходимо, чтобы было пи, = ту; 


Як 558 ? 
15; —75; ий = из, откуда === 2; завлючаемь: чтобы цтьлое число М 
1 1 1 . 


при цъломь основанзи а имъло соизмъримый лоариемь, необжодимо, чтобы 
а и Х состояли изь одинаковыхь перзсначальныхь множителей, и что-бы 
показатели этиль множителей были пропориональны между собою. 


2. Пусть дана неправильная дробь > тдЪ с> а. Шусть аогариемъ (въ 


данномъ случа — положительный) будеть = солзмфримой дроби =; имБемъ: 
238 4.2 и“. 
а = т) ши “= 


Но »-ая степень несократимой дроби = есть также дробь несократимая, и 


слЪд. не можеть равняться цфлому числу а”: допущен!6 невозможно, а потому 
заключаемъ; ри цтьломь основами неправильная дробь не жрыы имлъть 
соизмьримало лоариема. 


3. Пусть, наконець, данное число есть дробь правильная <, тд слЪдо- 
робь пр а 


вательно с< 4. При а> 1 аогариемы ит иробей отрицательны; а 
этоть отрицательный логариомъ есть —=. Въ такомъ случаЪ 


ал — и, 
4% Ут К 


Таюь какъ а” — чиеаю иБлое, то предыдущее равенство возможно только 
пре с“ =1, ила с==1; но въ таком случа имфезь: 


де — 4”, 


— 441 — 


а такое равенство возможно только тогда, когда @ и а состоять изъ одинако- 
выхъ первоначальныхъ множителей и показатели этихъ множителей пропорщ- 
ональны. Итакъ: 

При иуъломь основами лоюриомы правильныхь дробей несоизмьримы, за 
исключемемь такихь дробей, у которыжь числитель —1, а знаменатель со- 
стоить изь тхь же. первоначалныхь множителей какъ и основаме, а по- 
казатели этихь множителей пропориональны. 


803. Приложене. — Приложимъ эти изысканя къ случаю обыкновенныхъ 
или бригговыхъ логариемовъ. Здфсь основане равно 10—22 Ж5. (л%д., по 
доказанному, изъ возхъ ифлыхъ чиселъ только тф имфютъ соизмфримые лога- 
риемы, которыя состоятъ изъ тбхъ же первоначальныхъ множителей, какъ и 
основане, въ данномъ случа, изъ 2 и 5, т. е. числа вика 27.5". Притомъ, г 
ий $ должны быть пропорщональны показателямъ основаня, т. е. должно быть: 
7:1=5:1, или “==5. Такимъ образомъ, ц%лое число, инмфющее при основани 
—10 соизмфримый логариемъ, имфетъ видъ 2'.5"=(2.5)'=10", т. е. пред- 
ставаяемъ точную степень 10-ти. 

Затфмъ, неправильныя дроби имфютъ логариомы несоизмфримые; а изъ 
правильныхъ дробей только т% имфютъ соизм5римые логариемы, у кото- 
рыхъ числитель —=1, а знаменатель есть точная степень 10-ти, т. е. дроби 
1 1 1 
10 °100 ° 1000’ 


ТУТТА А ХЕХ. 


Вычислене логариемовъ. — Рады для показательной функщши и логариомичесве. 


° [^ 
804. Опредфлене предфла [(2+ =) ] . — Исходнымъ пунктомъ по- 
ФГ -ш=00о 
служить неравенство 


фи 


ый, 


имфющее м$фето при @>6> а а... : (1). 


п--1 


1 1 : 
Положивь а=1-- ъ’ 6—1 а что удовлетворяеть услов!ю (1), получимъ 


й 


1\* 1 #-+1 
1-- — Я РС Е (> 
( че аи (2) 
Полагая здфеь и —1, 2, 3, 4,.... , находимъ веравенства 
1 


к «+ <<... 


[92 


г 1 
Эти перавенетва показывають, что стенень ( —- =) постоянно возрастаеть, въ 
® 


то время какъ © проходить область натуральныхь чиселъь. 
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Неравенство (1) хаеть далЪе при а=1-+ 1 ниЕр: 


1 \Р 
(1+5) <> 
откуда, возвышая въ квадрать, пмемь 
1 \9Р 
(1 Е 55) < 4, 


Тфиъ боле, въ силу неравенства (2), нифемъ 
1 82-1 1 \22 
(1 а < (1 +55) ий: 
| т 
Итакъ, будетъ-ли т четное или нечетное, во всякомъ случа» (1 +=) < 4. 


с 1\° 
Са$д., выражене (1 +=) ‚ увеличиваясь, не можеть сдфлаться безконечно-боль- 


шимъ, & потому оно должно приближаться къ нфкоторому предфлу, который >> 2, 
по < 4. Это число принято обозначать буквою е. Такимъ образомъ при цфломъ по- 
хожительномъ &«, приближающемся къ со: 


Ш [(45.;) = 


Если ® не есть цфлое число, но положительно, то всегда можно дать два цзлыя 
положительныя послфдовательныя числа 9% и т-- 1, между которыми лежитъ о; тогда 
очевидна справедливость неравенстъ 


1 1 1 
о У 


И 


Возвышая первый биномъ въ 2и-ую, второй въ степень и, тремй въ степень 
т-]-1, не парушимъ смысла неравенствъ, & потому 


убытка" 


1 
Умноживъ и раздфливе первое на ет. & третьс разложивъ на множи- 
т ь 


тели, находимъ 


пи «+5 < (+) (+). 


Переходя къ предфлу, увеличиваем « до ОО, тогда и % и т-|-1 будуть при- 
ближаться къ ОО, По теорем$ о предфлЁ частваго, имфемъ 


т-+1 . 1 1+1 

ео Мыс МА 

=- аа 
о 


: 1 
н60 но доказанйому для ой цфлатго: И [1 Ни —е; Ит (1 +;ер= 1; 
и 


‚ 


т=о 


залфиъ, Ши [( -- 2) ( Е =) =е.1=е. 


т п=» 


а о 


1 & 
Это означаеть, что (1+5) заключается между двумя перемЪнными, ныю- 


щими обний предфлъ е, слёд. и 
& 
Ни (1+) 6, 


и при дробномъ положительномъ ®, приближающемся Бъ СО. 


Юсли « — число отрицательное, то можно положить ® == (в--1), гдё в — 
положительное, неограниченно возрастающее ифлое или дробное число. Имфемъ: 


О-В 


= (+1) +2). 


Первый множитель приближается къ предфлу с, второй къ 1, си, 


Ша [( + =) 1 — 6: 


Такимъ образомь посл днее равенство имфетъ мЪето при всякомъ неогравиченно- 
возрастающемь дфйствительномъ о. 


1 
Нерфдко этому равенству даютъ другой видъ, подставляя — —6; имфемъ. 
ь ` 


\ 


1 
: 6 
Ни [а 9 |+, 
гдф © означаегь количество, приближающееея къ нулю. 
Теперь легко уже опредфлнть предфль общаго выражен!я 


. а [^ 1 [2 
(ы) =“. 
вдЪ г — нёкоторое дЪйетвительное количество. 


©) 6“) 
Дробь ее выфстф сь о стремится къ СО, и потому, ноложивъ - =’, откуда 
© 


в — ие, имфемь 


ани" 


#2 


Но предфль степени (2) перемфнпаго равенъ той же степени предфла этого перем%н- 
наго, такъ что послднее выражен, въ предЪлЪ, даеть с°. Итакъ 


8 \° > 
: 1 — О о о 
Ши [(1 -|- =) | И е (Г) 
805. Разложене с? въ рядъ. ПослЪднее уравнев!0 показываеть, что ©’ есть 


2 \" о у 
предфль, къ которому стремител (1 4) при неограниченномъ увеличени т. Для 
ы т 


: : 8 \" 
нахождения этого предфла нужно разложить (1 +=) по формул бннома и затЪиъ 
положить т = оо, 


По формул (ПТ) предыдущей статьи, полагая т цфлымъ и положительнымъ и 
& > тд, имемъ: 


| 
| 
| 
| 
| 


пят та- "О В ги д ИИ -: жк 
Ё 
тео... . р. Бе — 
.=. ` | 1 [“-], 


гдф р озвачаеть положительную правильную дробь. Чтобы по этой формулЪ ваписать 


] в \" 2 
разложен!е для (1 +=) ‚ пужно, очевидно, положить == и #2. Найдемъ 


2 
Мы ищемъ предфлт (1 Е) при т — ©; для этого увеличиваемъ неограни- 


ченно т, не измфняя произвольнаго цфлаго числа #. Если перемфнныя равны, то 
равны и предфлы ихь, & потому приравниваемъ предфлы обфихъ частей равенства. 


2 в— 


Предфль лЪвой части есть е°, а въ правой дроби = о ы имфють 0б- 


щимъ предфхомъ нуль; сл$д. 
Б-1 


2 Ме а ра п 
ан На-На 1 [2]’ ыы 


причемъ # а, 0 <в<!. 
Такимъ образомъ мы получили конечную строку для е*, — съ остаточнымь члс- 


номъ; мо изъ нея уже легко вывести безконечный рядъ для е”. Для этого перено- 
симъ остаточный членъ въ первую часть: 


2 р =^ 2к—1 
е° — —.-- Ро — ... ЙЕ ЕЕ | 
г `1.8.. 1+2), отв + Е А 
|: 
и увеличиваемь Ё, означающее число членовъ второй части, до безконечности, Выше 
ы . 
мы доказали, что Ни [5—3] ` =0, сл$д. предыдущее равенство обращается 
въ безконечный рядъ 
: ет ту 
её — 1 - 8 - 15 53 сое ео ( ) 


гдф 2 какая угодно конечная величина. 


806. Рядъ для е; опредлене числовой величины е; несоизм+римость числа с. 
Если, въ частности, положимъ #=—1, то рады (П) и (У) дадуть: 


1 1. р 
1-1 Натана т бо 53. ‚..@—1) 1 о 


еее а (и 


Сь этими рядами связаны существенныя замфчаня. Во-первыхт, что касается фор- 


мулы (У), то она служить хля чиесленнаго опредфленя е, причемт точность можеть 
быть доведена до какой угодно степени выборомъ достаточно большаго значен:я 
для К. Такъ, при & — 11 найдемъ. 


1 1 1 
р ав И и 
1 
причемъ остатокъ — 12810. 15 б — 0,0000000276р; сл$д. если дадимъ р его на- 


именьшее значене 0, а зат®мъ наибольшее его звачен1е 1, то найдемъ 
2,7182818011 <е< 2,7182818287; 


откуда, взявъ е—2,7182818, будемъ имфль его величину точно до 7-го десатичнаго 
знака включительно. Это число было принято Неперомь за основан1е предложенной 
имъ системы логариемовъ, по причин, которая вскор$ будеть указана. 
Съ помощю формулы (УГ) р5шается вопросъ о томъ, есть-ли е число соизифри- 
° мое или несоизмфримое. Сумма ряда УТ, начиная съ третьяго числа, т. е. 


1 1 1 1 
р ЕР ое (УП) 
менфе суммы ряда 
1 
1 1 1 1 2 
э Раз Раза Разаз = тЫ 
2 


слфд. сумма (УП) есть правильная дробь. Допустимъ, что эта дробь соизмфрима, 
и =, т.е. 
1 1 } _ 
а Раз Роза‘, 


гд$ ри 4>2р цфлыя положительныя числа. Умноживь 06% части на 2.3.4....4, 
получимъ 


3.4.5....94-[4.5.6....9-5.6....а-Н.. 
1 1 р | 
Тат Гарет Татр ЕЕ +". т И 


Сумма членовь до 


1 
Е есть сумма цфлыхъ положительныхь чисехлъ, дающая 
нфкоторое цфлое положительное число М; вторая часть также есть цфлое положи- 

Г 
тельное число, которое назовемъь №; сл. 


- 


1 1 =. 
МР Гачоата ‘= 


Но сумма 


1 1 
аН-+е-ебаеь "^^ 9 Нее ази += 
= : (1 — =Н)=т а какъ ч>>1, то разематриваемая сумма меньше 1. 
Такимъ образомъ, цфлое число М, сложенное съ правильною дробью, должно давать 
цфлое число №; но это невозможно, а потому сумма фяка (УТ) не можеть равняться 
никакой соизмфримой дроби, а сл. ие есть число несоизм$римое. 

Приведенное доказательство несоизифримости числа е принаддежить Стенвиллю. 


& 
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807. Разложене а”. Мы нашли разложен!е показательной функши съ основа- 
вемъ е; пусть основан!е будеть какое угодно число а. Положивь е* — а", и взявъ 
отъ обЗихъ частей логарвемъ по какому угодно основан!ю, получимъ 


4.105 @. 
105 в 


2.105 е—=5.105 а, откуда 2 — 


д 105 а 
юЮ5е 


не 1 2105 а Т /х.10в а? 1 5.106 @\3 
Е 10% е та е ав 105 е у АОН 


Основан1е, по которому взяты логариемы, зд$сь совершенно произвольно; взявъ е 
за, основан1е, и замфтивъ, что въ такомъ случаЪ 105 е—1, вайдемъ (условившись 


Подставивъ въ формулу (ТУ) а” вм5ето е*, и 


вм сто 2, найдемъ 


обозначать Неперовы логарнемы характернстикою 1): 


2 ЖИ 
Е а 
Взявъ з& основаше а, В рядъ 
1х \? 1 ж \3 
т — —- ——— —-.....ъ.х* \ 
ы 1 +т 1 не 5) Ей 1.2 в ”) + 1.2.3 (=. :) т 0 


Посяфдв!й выводъ имфетъ то значеве, что даетъ возможность находить число 
по данному логариему; въ самомъ дфлф, изъ ур-н1я а’ = у ныфемъ х—10. у; сяёд. 


99 1 (19. 9\* 
уа--т (ей У) и. ние [6:91] 


Въ случа$ а—е имфемъ: 


а А 3. и 


Отсюда и видно, что хогариемическая система, съ основанемъ е есть простЪйшая, 

а потому наиболЪФе естественная; вслфдств!е этого она, и названа нануральною. 
9—1 
808. Логариемическе ряды. — Исходнымъ пунктомъ послужить Ни [= | 


/ 
при 9 — о. 


Пусть 9 означаеть число, приближающееся къ нулю; тогда а9 будетъ имфть пре- 


дЪломъ 1, а разность 9—1 ноль; поэтому можно положить а9 
заетъ выфстЪ съ 9. Написавъ это ур-ые въ видЪ 
ы 9 


-—1=6, гдф © исче- 


=—1-- 6, заключаемь, что 9 — 109.(1 -|- 8). 


Раздфливь 06$ части ур-н1я а9— 1—6 на 9, найдемъ выражев1с, предфлъ ко 
тораго ищемъ, именно 
а9— г 8 1 1 


9 — в а--® — а -а) — — 194. 


[+52] 
Переходя къ предфлу, полагаенъ 9—0; выфстЪ съ этимъ н 6—0; въ первой 
0 : 
части получимъ неопред$ленность 5, & послФднее выражен!е раскроеть истинное 


значен!е этой неопред$ленности; именно получимъ 
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Это равенство можно представить въ болфе удобной форм$, принявъ за основане 


и : 
логариемовъ число е. Логариемируя обЪ части равенства а —е по основаню а, 
ваходимъ 


1 = 14409ае, или — а. 


1 
109ие 
Подстановка въ (1) дастъ 


ты - 


9 
Положивь а—=1--1, имфемъ 


+= +9 —1, 


откуда видна возможность примфнен:я биномальваго ряда для разложеня К1-|- 2). 


При разложенш (1 4-2) будемъ разумфть подъ 6 нфкоторую положительную правиль- 
ную дробь; слфлд. х должны подчинить условю — 1 << --1. Примфняя формулу 
(У) остатка бинозпальнаго ряда. т. е. взявъ 


>в, [24] <:<1, оО<<Ь 
имемъ 


Е 1) 2 -- 8(8 — 1)(8— 2) 1. 


1.2.3 
ео с 8(8 —1)(8—2)....[8—@&—1] в 


118. ПИ "+ Гр: Е ВИ % Те 


Перенеся 1 въ первую часть и раздфливъ ур-ве на 6, получимъ 


(1-8 Е 8 | (6 = Ж = 2) Ре 
ры — 10.8: 
к 


@—1@—2)....@—@—2)] (8—1)@— 2)... Ве д 
п Не (1 ыы пы бе 


Переходя къ предфлу, т. е. полагая 6—0, и замфчая, что равенство перем%н- 
ныхъ ведетъ за, собою равенство ихъ предфловъ, причемъяред$лъ первой части К1-|-^), 
получаемъ: 


Иа ет та. рее —— дк- Е ь 


Это — рядъ конечный; для получен1я безконечнаго ряда переносимъ остатокъ 
вт первую часть 


(- Пе с 1 1 (— 1 
(1 ева = а о 
и заставляемъ произвольное цфлое &, означающее число членовъ, возрастать до без- 
конечности. Такъ какъ х есть правильная дробь (положит. или отрицат. ), то Ни 2*=0, 
такь-что въ предфаЪ первая часть обратится въ К1--х), а вторая ластъ безконечный 
рядъ; находимъ разложене 


Иа сужение + (2) 


—1< 8-1. 
Рядь этоть впервые встр®зается у Меркатора (1686). Если въ формул% (2) 
вмВото ж подставныъ — 2, то получимъ: 


сай 


1— 


Такъ какъ въ рядахъ (2) и (3) х есть правильная дробь, то они могуть служить 
только для вычисленя хогариемовъ чиселъ, меньших 2. Чтобы получить ряды для 
вычислен!я логарнемовъ какихъ угодно чиселъ, притомз, рады съ сильнфЙшею сходи- 
мостью, вычтемъ формулу (3) изъ (2); похлучимъ 


1-х 1 
и --9—и-—Э=ЦЕЕе) = [2 тите...... © 
рядъ, сходящйся при —1<5<-{1. 
1-5 __ __в— р 
Положнвъ о откуда х = т’ получимъ изъ ур. (4) сл$дующее: 
#—1, 1/2—1\3 1,2—1\8 

ед И Пи ОНЫЙ ЕЕ Е ое На ....(5 
[ЕН 50 а ] (5) 


имфющее мфето при всякомъ положительномъ #2, ибо въ такомъ случа х всегда будеть 
правильною дробью. При небольшомъ 2 формула (5) всего удобнфе; такъ напр. при 
#—2 получимъ: 


1 1 
[+ аааь ]. 
Если радъ, заключенный въ скобки, прервать на член® вы, тд% т нфкото- 


рое нечетное число, то остатокъ 


1 1 1 
(т -{-2).3т- т (т-- 4).3"4 с: (т | 6).3*+в - 


РИ 


будетъ меньше 


1 о 
река + и Ка: }= 
1 1 1 
(т 2).3=+а` Е 8(® 5). те: 


Такимъ образомъ, есхи ; будеть неизвестная правильная положительная дробь, то 
1 


1 1 1 
В+ за Роз о 1-5) 


: 1 
Посл®довательнымь нахождешемъь степеней 3  ПОлучимь, 10  обтатокъ 


1 
дав = 0,000000001, сел$х., положивъь т — 15, получимъ величану 12 вфрно до 8 
десятичныхь знаковъ, именно: {2 —0.69314718. 

Если извфетенъ №, то найдемь Ка-- 65) на основа замфчаня, что 


е-НО=а (1+ = г 2) 


причемъ посл дн! { можно разложить по формул (2), если только абсолютная вели- 
чина $ меньше 4; найдемъ 


9 =м- (0 = о 


рядъ сходящййся при а? >> 62. 
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Такимъ образомъ можно, наар., найти 13, положивъь ва—2, 6—1 и воспользо- 
вавшись уже вычисленною величиною 12. 
Боле удобная формула для вычислешя Ка- 5) получается изъ замфчан!я, что 


= ь — 
о 
Кю (1 ые аа Е 
1 — 
В 2а--6- 


разложивъ посхёдюй { по формул (4), получимъ 


и 5+3 ры +5 (+ м |. ко 


р сходящ ея при всзхьъ положительныхъ значеняхъ аи Ь, потому-что тогда 


т” СЕ будетъ правильною дробью. Положивъ а—2, Е получимъ 


точ] 


Прервавъ рядъ на т-ой степени, можемъ опредфлить остатокъ выщеуказаннымъ 
способомъ, и найдемъ, что онъ меньше 


1 ( 2 р 
24(т- 2) 107 ` 
При т==9 остатокъ будеть такъ маль, что не повлмяетъ на 8-ое десятичнео 
место; это дастъь: 13 = 1,09361229, ит. д. 
Вычислене обыкновенныхъ .логариемовъ. 1/одуль. — Построивъ указаннымъ 
путемь таблицы натуральныхъ логариемовъ, можно изъ нихъ безъ труда вывести 
лотариемы по какой угопно систем$; для этого надо натуральные логариемы помножить 


1 
— ; его обозначаютъ чрезь Мо. Для обыкновен- 


на модуль, равный, кэкъ извЪетно, т 


ныхь лотариемовь а=-10; 110—125 —2,30258509; сх. Ми = Но=0,43499448. 


На это чиело и нужно мяожить натуральные логариемы для вычислен1я обыкновенныхъ. 
809. ТЕОРЕМА, на которой основано употребленае табличекь протор- 
зпональныеь частей. 
Изь формулы (6) предыдущаго 8 имфемъ 


Ци =“) = 25-5 зы + ..} 


Для получена лотариема по другой систем$, напр. по десятичной, надо этотъ 
логариемъ помножить на модуль Мо; умножая 06$ части на Мо, получимъ 


м. °®), или 10919 (22?) — ам, {+ а Г 


Улержавь здфсь только первый член 5 и обративъ его дфленемъ 
- в получимъ приблизительную формул | 
ьы 2а за 5)’ у р у РЯ 
р 52 
19(а -- 5) — ю9а = и Ще, 


При $ =1иа= 10000 второй члень меньше 0,0000000002, & потому можно 
имъ пренебречь; оть этого получим: 


29 


АВ 


109(& 6) — 109а= ме, 


Подставивь въ эту фермулу вместо 6 другое число 5’ < 1, будемъ имть 


Ы. М 
а 


109 (а -- В) —109а = 


Раздфливъ это равенство на предыдущее, имфемъ пропорщю 
09а ь) —1094 _ 5 
09(&-Н 5) —1ю49а 5’ 
слфд. разности между лоариемими пропоршональны разностямь между числами, 


если только разности чиселъ не превынаютъ 1, А числа не мене 10000, ибо только 
при этихъ условяхъ и могла быть установлена послфдняя пропорщя. 
* 


ТУТАВА Е) 


О десятичныхь логариемахъ.—Ихъ отличительныя свойства. Расположене и употреб- 
лен1е таблицъ.—Вычислен1я при помощи логариемовъ.—Задачи. 


Отличительныя свойства десятичныхъ логариемовъ. 


810. Вычислеще этихъ длогариемовь приводится къ рышеню показатель- 
наго уравнен1я 107=М. Такъ какъ здфсь основане больше единицы, то лога- 
риемы чиселъ, большихъ 1, положительны, логариемы же чиселъ, меньших 1, 
отрицательны; затфмъ, логариемъ основашя равенъ 1, а 09 1=0. 

811. Логариемы чиселъ, большихъ 1. Возвышая 10 въ цзлыя положитель- 
ныя степени, имфемъ: 
10°—1; 10:==10: 10*=100; 103—=1000; 10'—10000;...... $ 10" — 10" 

Отсюда, замфчая, что показатели основашя 10 суть логариемы вторыхъ 
частей, имфемъ: 
141—=0; 1(910—1; 19100=2; 191000 —=3; 1410000—=4;....; 10° =». 

Заключаемъ, что лориомь числа, состоящел изь 1 съ нулями, т. е. 
точной степени 10, равень числу нулей при единиць. Эти точныя степени 
10 суть единственныя числа, большя 1, которыхъ логариемы соизмюримы; 
в6 оетальныя числа большия 1 (цфлыя и неправильныя дроби), какъ мы уже 
знаемъ, имфютъ логариемы месоизмюримые, которые вычислить можно только 
приблизительно. Ихъ обыкновенно выражають десятичными дробями. 

Пусть, напр., имфемъ число 452,48. Чиело это больше 100, но меньше 
1000, слЪк. его логариемъ содержится межну /0у 100 и (09 1000, т. е. между 
2 и 3, и потому равенъ 2-- несоизмфрямая прав. дробь. ЦЪлов чиело 2 назы- 
вается характериетикою, дробь — мантиссою. Изъ предыдущаго примфра за- 
ключаемъ, 9т0 характеристика лоюшриема числа болъшюло 1, равна числу 
цифрь безь 1 въ уълой части даннаю числа. 
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Докажемъ, что это правило дня опредфлен!я характеристики логариема дан- 
наго числа — общее. Пусть число А содержитъ въ своей цфлой части я циоръ; 
въ такомъ случаЪ 


101 =А< 10", 
ибо 10”-1 и 10" суть наименьшия числа о жия-|-1 циорахъ. 
Отсюда 
п—1= А <”, . 
такъ какъ большему числу соотвфтетвуетъ и больший логариемъ; итакъ, цфлая 
часть [4А равна я —1, т. е. числу цихръ безъ единицы въ цфлой части числа. 


812. Логариемы чиселъ, меньшихъ 1. Возвышая 10 въ цфлыя отрицатель- 
ныя степени, находимъ: 


о ен с ее Ан 
10 10’ 10 — 100? 10 — 1000? ‚ 10 1 
о о ое о бе ен. 
Отеюда: {у в=— [7 6 = 2; [9 1060 — 3; ; м“ Тб* п. 


СлЬд. логариемъ дроби, которой чисхитель —=1, а знаменатель ебть точная 
степень 10, соизм$римъ и равень отрицательному числу нулей знаменателя. 
Ве остальныя чиела, меньшя 1, какъ доказано, имфють логариемы несоизи$- 
римые а отрицательные. 


Эти отрицательные логариемы представляют въ видЪ бинома, котораго 
цфлый членъ отрицателенъ, а дробный положителенъ. Мусть, напр., данъ отри- 
цательный логариемъ. 


— 3,4627129. 


Разбивъ его на два члена: —3— 0,4827129, вычтемъ и придадимъ 1: 
дадамъ логариему видъ: 


—4+(1—0,4827129), ии —4--0,5172871 


Очевидно, разноеть между 1 и десятичною дробью получимъ, вычтя вс деся- 
тичныя циоры изъ 9, исключая послёднюю значащую циеру справа, которую вы- 


читаемъ изъ 10. Преобразованный биномъ условились писать въ ввдф 4,5172871, 
помфщая знакъ (—) надъ цфлою частью, къ которой онъ относится; цфлая часть 
называется оприцительною характеристикою. 


Итакъ, во вефхъ случаяхъ мантисса есть положительная десятичная часть 
логариема, а характеристика всегда цфлое чисзо, положительное, либо отрица- 
тельное, смотря по тому, больше данное число единицы, или меньше ея. 


Примъчане. Разность между 1 и дробью 04827129 называется дополне- 
емь этой дроби до 1. Вообще дополневемъ числа до 1, 2,3...., № 
называется разноеть между 1, 8, 3,..... 10 и кданнымъ числомъ. Чтобы 
получить дополнене логариема, надо носяфднюю цнеру мантиссы вычесть изъ 
10, а остальныя ея циеры изъ 9. Употреблен!е дополнешй даетъ возможность 
избфгать вычитаня логариемовъ, замфняя это дЪйстве придатемъ ихъ допол- 
нен!й; это особенно выгодно въ тфхъ елучаяхъ, когда праходитея длать н%- 
сколько вычитанй. 
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Отрииолтельная характеристика лоюриема положительно числа, менъ- 
шоло 1, содержилть столько отрицательныхь единниь, сколько находится 
нулей слюва отъ первой значущей цифры числа, включая сюда и 0 цълыхь. 


Въ самомъ дЪлЪ, пусть будетъ число А, имфющее слфва отъ первой значу- 
щей циоры ® нулей; имфемъ: 


ибо значущя цифры числа начинаются съ дееятичнаго знака порядка ®. Отеюда 
—п=МА<— (п— 1), 
ибо большему числу принадлежить и больший логариемъ. 


Заключаемъ, что /д А равенъ (—я), или этому числу, увеличенному поло- 
жительною правильною дробью, ибо этоть логариемъ меньше —я®-- 1; иначе 
говоря, 

ЮА=—о--А, г 0<#<1 


сл. (—®), по опредфленю, и есть отричательная характеристика 19 А. 
Такъ, логариемы чисель 0,529 и 0,00743 имъютъ отрицательныя характери- 
етики: —1и — $. 


813. Если число увеличимь въ 10, 100, 1000, ..., вообще въ 10” разь, 
то характеристика лоюриема ео увеличится на 1, на 2... , в00бще 
на п сдиниць, мантисса же останется безъ перемъны. 


Въ самомъ дёлЪ, пусть 
МАРЕ т, 0<т<1, 


тд № — характеристика, положительная или отрицательная, а 7 — мантисса 
логариема А. Имфемъ 


109 (АХ 107) — АЕ тТ-Кр= Вр) т; 
Но р — число цфлое. слЪд. и (р) ееть цфлое, положительное или отрица- 
тельное, число; и какъ 0<т<1, то #-- р) есть характеристика, а ® — 


мантиеса логариема числа АХ 10?. Итакъ, мантиеса осталась безъ перемВны, 
а характеристика увеличилась р единицами. 


814. Если число уменьшимь въ 10, 100, 1000,.... , вообще, в% 10? разъ. 
то характеристика лозариема уменьшится на 1, на 8, на 3, ...., вообще. 
на р единице, мантисса же останется безь перемьны. 


Въ самомъ д8л®, /0 (= —9 А— 19 107 —=А-т — р= $ —р) м, 
т. е характеристика уменьшилась р единицами. 


Отсюда сафдуетъ, что обЪ части логариема, характеристика и мантисса, 
суть Функши, рфзко различаюцщияея между собою. Мантиеса зависить отъ абео- 
чютнаго значешя циоръ и отъ порядка, въ которомъ он слфкуютъ одна за 
другою; характеристика же зависить только оть положевя запятой, т. е. отъ 
относительнаго значеня циоръ. Отъ перемфщеня запятой мантисса не изиЪ- 
няетея; измфняется только характеристика. 


— 453 — 


Расположене и употреблен1е таблицъ логариемовъ. 


815. Разсмотримъ употреблен!е таблищъ логариемовъ Бремикера. Эти та- 
блицы содержать логариемы цфлыхъ чисель оть 1 до 100009, вычисленные 
еъ семью десятичными знаками; такимъ образомъ изъ этихъ таблицъ можно 
прямо брать логариемы чиселъ одно — , дву—, .. о. пяти значныхъ. 


816. Расположене таблицъ. Страницы отъ второй до пятой включительно 
солержатъ логариемы чиселъ оть 1 до 1000, причемъ въ таблицахъ (какъ и 
даляЪе) помфщены только мантисеы, такъ какъ характеристику легко опредфлить 
по числу циеръ числа. Колонны подъ литерою М содержать числа, противъ 
которыхъ подъ знакомъ [05 находятся мантиссы соотв тетвующихъ логариемовъ. 
Съ шестой до 185-й страницы расположение таблицъ таково: въ колоннф подъ 
литерою № находятся первыя четыре циоры чиселъ, пятыя же циоры помфщены 
въ первой горизонтальной строкЪ: 0, 1,2,..., 9; мантиссы же расположены 
такимъ образомъ: такъ какъ первыя три цифры мантиссы одинаковы для н%- 
скольвихъ послЪдовательныхъ логариемовъ чиселъ, то они написаны одинъ разъ 
для везхъ этихъ чиселъ, нротивъ наименьшаго числа колонны М, къ которой 
они принадлежать и въ вертикальной колонн® подъ циерою 0. Посл дн!е четыре 
знака мантиссы помфщены противъ четырехъ первыхъ цифръ числа и въ верти- 
кальной колонн®, имфющей въ заголовк® пятую циеру числа. Сверхъ того всф 
страницы, начиная съ 6-й, содержать таблички подъ литерами Р.Р: это — 
таблички пропорщональныхь частей, употреблене которыхъ будетъ указано 
въ своемъ м$отЪ. 


ьа 


817. Употреблеше таблицъ. Помощю таблицъ рёшаются два вопроса: 1). 


о нахождеши логариема даннаго числа и 2) о нахождении числа, соотвфтетвую- 
щаго данному логариему. 


Первый вопросз. 


Нахожден!е логариема цзлаго чиела. 


818. Первый случай: данное число натодится въ таблицахь.— Пусть тре- 
буется найти [09 36459. На стр. 58 находимъ первыя три циеры мантиссы: 
561; послЪдн]я же четыре циеры ея помфщены въ горизонтальной строк® про- 
тивъ числа 3645 и въ вертикальной колонн» подъ циорою 9, именно: 8048; харак- 
теристика же логариема, по $ 811, равна 4, елд. /0936459—4,5618048. 

Пусть еще требуется найти /0948868; первыя три цифры мантиссы (стр. 
83) суть 688; для послфднихъ четырехъ, на переефченш горизонт. строки про- 
тивъ числа 4886 съ вертик. колонною подъ циерою 9, находимь 0246; черта 
надъ первою изъ этихъ циоръ показываеть, что предшествующая цифра (8) 
мантиссы должна быть увеличена на 1. Такимъ образомъ имфемъ: [0948868 — 
— 4,6890246. 

Котда за пятью значущими цифрами числа сафдуютъ нули, напр. 48868000, 
то, замфчая, что это число больше 48868 въ 1000 разъ, на основани $ 813, 


Е о. ЗЫ 


заключаемъ, что его логариемъ больше хогариема 48868 ча 3 единицы, такъ 
что 1448868000 —7,6890246. 

819. Второй случай: данное число не содержится вь таблицать. Пуеть 
требуется найти /0д числа, содержащаго болфе пяти циеръ, напр. числа 41592687. 
Такъ хакъ логариема этого числа нфтъ въ таблицахъ, то отдфляемъ отъ правой. 
руки въ лФвой столько десятичныхъ цифръ, чтобы слфва отъ запатой получи- 
лось пятизначное чиело; такимъ образомъ имЪфемъ 41592,687. Это число, будучи 
въ 1000 разъ меньше хавнаго, имфетъ логариемъ съ тою же мантиссою, какъ 
и заданное число. Находимъ мантиссу логариема числа 41592,687. Число это 


заключается между 41592 и 41593, откуда изъ таблицъ имфемъ, что логариемъ 
его содержится между 


10941592 —4,6190098 и [0041593 —=4,6190202. 


Разность между числами 41592 и 41593 равна 1, а между соотвфтетвую- 
щими логариеомами—составляеть 0,0000104. Отсюда видно, что если къ бли- 
жайшему меньшему числу придадимъ 1, то къ соотвётетвующему логариему 
слфдуеть придать 0,0000104. Но намъ нужно ближайшее м. ч. увеличить не на 
цёлую единицу, а на 0,687; спрашивается: на сколько соотвЪтетвенно этому 
придется увеличить ближ. меньш. логар. 4,6190098? Для рёшешя вопроса за- 
мфчаемъ, что по $ 809: если разности между числами не превышаютъь 1 (что 
У насъ и есть), то разности между логариемами соотвЪтствующихь чиеелъ, 
большихъ 10000, пропорцюнальны разностямъ между числами. Основываясь 
на этомъ и называя искомую разность между /9 41592687 и [941592 буквою г, 
имфемъ пропорию 

х:0,0000104 —0,637:1, откуда х-=0,0000104Х 0,687. 


Умножен!е этихъ дробей дЪлается сокращенно при помощи слфдующей 
таблички пропорщональныхъ чаетей (стр. 69): 
104 


. 


2120.8 Въ ней помфщены сокращенно, для сбереженя м®ота, произве- 
и - деня 104 десятимилюонныхь на 0,1;0,2,... 0.9; причемъ точ- 
ь 520 ками въ отихъ произведешяхъ отдфлены десятимиаионныя доли 
6 62.4 отъ стомилонныхъ долей. Такимъ образомъ эта табличка постав- 
7; 72. 

В те лена вмфето слдующей: 

9.98.6 


| 0.0000104 При помощи ея можно прямо выписать частныя про- 
: 0,00000104 


о. изведен1я дроби 0,0000104 на 0,6, затфмъ на 0,08 и на- 
0,3 |0,00000312  конецъ на 0,007. Первое изъ этихъ произведенй прямо 
а беремъ изъ таблички, откфлевъ стомиллюнныя доли точкою, 
06 000000624 “ЧТО даеть 0,0000062.4. Уменьшивъ произведене 0,0000104 
0,7 | 0,00000728 на 0,3, т. в. 0,00000832 въ 10 разъ, имфемъ произведене 
0,8 | 0,00000882 табличной разности на 0,08 или 0,0000008.32. Наконец, 
0,9: 0,06000936 . 
уменьшивъ произведене табл. разн. на 0,7 во сто разъ, 
пыфемъ произведене ея на 0,007, именно 0.0000000.725. 
Сложивъ эти частныя произведеня, имфемъ 
0.0000104 Х 0,687 =0,0000071.448. 


- 
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Это то произведен! и нужно придать къ логариему ближ. мен. числа, для 
получентя [04 41592687; имфемъ 


4 41592,687 —4,6190169.448. 

Циеры 448, слфдуюцщя за десятимилионными, откидываемъ, такъ какъ 
табличныя мантиссы имфють только 7 десятичн. знаковъ; приэтомъ, если пер- 
вая изъ отбрасываемыхъ цифръ произведеня меньше 5, какъ въ нашемъ елучаф, 
то послВднюю сохраненную цифру произведешя оставляемъ безъ перемфны; 


в'ъь противномъ случаЪ, посл6днюю сохраненную цифру произведеня увеличи- 
ваютъ на 1. Такимъ образомъ: 


19 41592,687 —=4,6190169. 
Такъ какъ данное число въ 1000 разъ больше 41592687, то оставивъ 


мантиссу найденнаго логариема безъ перемфны, увеличиваемъ характеристику 
на 3 единицы; такимъ образомъ: 


19 41592687 —=17,6190169. 
На практик® вычислен!е располагаютьъ такъ: 
104 41592 —=4,6190098 


пропорц. часть для........... 0,6.......62,4 
« « и 0,08..... 8.34 
‹ ‹ ааа 0.007..... (0,728 
, 109 41592,687 —4,6190169,448 
Наконецъ 19 41592687 =—=7,6190169. 


820. Примъчане. Пусть требуется найти [09 числа, содержащаго боле 
$ циеръ, напр. 72546892548. Характеристика логарнема равна 10, а мантисса 
тоже, что у логариема дроби 72546,892548. Опридфляемъ мантиссу вышеизло- 
женнымъ сособомъ: 


` 16912546 —10,3606135 


1, 12546892548 — 108606189. 


Изъ этого примфра видно, что уже 8-я циора даннаго числа увеличиваетъ 
мантиссу только на 0,12, а потому не оказываеть вмяня на 7-ую десатичную 
цифру мантиссы; поэтому, при отыскивани /09 числа, содержащаго болфо 8 
циеръ, употребляютъ только первыя 8 циеръ, остальныя же, какъ невмяющя 
на семизначную мантиссу, замфняютъ нулями, или просто не пользуются ими 
при опредфлени поправки. Въ самомь фл, наибольшая табличная раз- 
ноеть —= 0,0000435, а потому девятая цифра числа, даже если она имфетъ наиб. 
величину, т. е. =9, ‘измфнить мантиссу только на 0,0000435 Х 0,0009 = 
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0,00000803915, т. е. менёе чВьъ на > единицы 7-го десятичнаго м%ста; и 


это—въ самомъ неблагопрятномъ случа, когда и табл. разн. и девятая циора 
числа имфютъ наибольния величины. 


Йзъ сказаннаго выводямъ иравило: если число иметь болье 5 цифр, 
то, отдъливь слъва запятою 5 цифръ, подыскивають лошриомь полученнаю 
пятизначнаю числа и придають къ нему произведенче табличной разности 
на три первые десятичные знака, составленное вышеуказаннымь стособомъ. 


Опредфлен1е логариема дроби. 


821. Сначала раземотримъ нахождеше логариемовъ десятячныхь дробей. 
Пусть требуется найти /09 347,84762. Замфтивъ, что характеристика искомаго 
логариема —=2, а мантисса таже, что и у логариема числа 34784,762, имфемъ: 


034784 — —2.5413195 
0,7 87.5 
0,06 7.5 
0,002 0.25 

Откуда 109 347,84762 —2,5413890. 


Для втораго примфра пусть требуется найти логариомъ десятачной дроби, 
меньшей 1, напр. /09 0,0076806. Имфемъ: 


194 0,0076806 = 199 тобооо = 19 76806 — 410000000 


—4,8853951 —1. 


Вычитая 7 изъ 4, чтобы мантиссу оставить положительною, получимъ 

отрицательную характеристику — 3, такъ что 

(09 0,0076806 =3,8853951; 
знакъ минусъ ставится надь характеристикою для указаня, что только характе- 
ристика отрицательна. 

Отсюда правило: 9ля нахожденая лоюриема десятичной дроби меньшей 1, 
беремь мантиссу лошриема числителя дроби, а вь характеристикъ ставиль 
столько отримательныхь единиць, сколько в5 лъвой части дроби находится 
нулей, включая сюда и 0 чълыяхь. 


8 


822. Пусть требуется найти /од обыкновенной дроби, напр. 9 Имфемъ: 


19 =48—11=0,9030900 —1,0413927 = — 0,1383027; 


чтобы сдфлать мантиесу положительною, поступаемъ по указанямъ $ 312 и нахо- 
димъ: 1,3616973. 


8 
Тотъ же результать получимъ, обращая у, въ десятичную дробь и ограни- 


чиваясь восемью циорами въ числитель; находимъ 0,72727272. СлЪд. 
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и н=40,72721973 =1,8616957 
для 0,2 11.8 
0,07 4.13 
0,002 0.118 
8 р 
ИИ —1.8616973. 


Второй вопросв. 


Нахождене числа, соотвтетвующахго данному логариему. 


823. 1-й случай: маюписса даннало лоариема находится въ таблицаль. 
Пусть. (09 2 =3,7592749; найти 2? Находимъ прежде всего число 759, обуа- 
зуемое первыми тремя цафрами мантиссы: оно находится въ колоннф (0 на стр. 
100; опускаясь въ этой же колонн, доходимъ до числа 2144 — ближайшаго, 
меньшаго по сравнешю съ 2749; наконецъ, въ горизонтальной строкф, начи- 
нающейся съ 2144, находимъ число 2749 въ колонн подъ циорою 8. Такъ 
какъ 2749 находится въ горизонт. строк® противъ числа 5744, то, выписываемъ 
это число и приписавъ къ нему справа циору 8, получаемь 57448, а какъ 
характеристика даннаго логариема равна 3, то въ цфлой чаети искомаго числа 
должно быть три циоры; а потому 2 =—5744,8. 

824. 2-Й случай: данная мантисса не содержится въ таблицахь. Пусть 
109 = 3,4592786; найти 2? Замфнивъ характеристику 3 четырьия, замчаенъ, 
что логариемъ 4,4592786 содержится между логариемами 


4.4592869, которому соотвЪтотвуеть число 28793 
и 4.4592718, ‹ ‹ ‹ 28792. 


Разность этихъ логариомовъ — 0,0000151, а разноеть соотвтствующихь 
чиселъ — 1. Заключаемъ, что если ближайшую меньшую мантиссу увеличить 
на 0,0000151, то бл. м. ч. 28792 надо увезичить на 1; но мантисса логариема 
4,4592786 превышаетъ меньшую мантиссу только на 0,0000068; спрашивается, 
па какое число у, соотвЪтотвенно этому, искомое число 2 превышаеть 28792? 
Зная теорему, что разности между числами пропорщональны разностямъ между 
логариемами, если первыя не превышають 1, какъ и есть въ данномъ случаз, 
заключаемъ, что у во столько разъ меньше 1, во сколько 0,0000068 меньше 
0,0000151,. откуда пропорщя 


9:1 —=0,0000068 : 0,0000151, или по умножени обоихъ членовъ втораго 
отношеня на 10000000: 


у:1=68:151, откуда у=68:151. 

Это частное вычиеляемЪъ съ 2 десятичными знаками, такъ какъ остальные 
будуть невфрны; а для вычиеленя пользуемся табличкой пропорщональныхъь 
частей для числа 151 (стр. 43), въ которой числа 15,1, 30.2,..., 135.9 суть 
проязведешя изъ 151 на01, 0.4....., 0.9. Намъ нужно найти, на сколько сл%- 
дуеть помножать 151 для полученя 68? Табличка показываетъ, что, умноживъ 
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151 на 0,4, находимъ 60,4 — число ближ. меньше къ 68; и такъ, въ частномъ 
имфемъ, во первыхъ, 0,4; вычтя произведение 60,4 изъ дфлимаго, находимъ остатокъ 
7,6. Наша табличка показываеть далфе, что, умноживъ 151 на 0,5, находимъ 
15,5; а слёд., умноживъ 151 на 0,05, найдемъ произведене 7,55 — ближ. м. 
къ остатку 7,6. Изакъ, въ частномъ икфемъ еще 5 сотыхъ долей. Окончательно 
у— 0,45. Прибавивъ эту дробь къ 28792, пифемъ 28792,45 —число, соотвфт- 
ствующее логариему 4,4592786; а уменьшивъ это число въ 10 разъ, найдемъ 
число, соотв$тетвующее данному логариему. Итавъ 5 — 2879,245. 
На практикЪ вычислен!е располагается такъ: 


109 = 3,4592786 


для 28792........ 2118 
68 ' 
Че: 60.4 
7.6 
ЕЕ 7.55 


д —2819,245. 
Еще примфръ. Укажемъ нахожден!е числа, соотвётетвующаго логариему 


съ отрицательною характеристикою (къ этому виду всегда слФдуеть приводить 
отрицательный логариемъ, такъ какъ въ таблицахъ нфтъ отрицательныхъ ман- 


тиссъ). Пусть 09 2==2.4832107, найти 2? Придавая 6 къ данному /09, чтобы 
сдЪлать характеристику равною 4, и вычитая 6, имфемъ 


109 < =4,48322107 —6 —=4,4832107 — 141000000. 
Находимъ число, соотвфтствующее логариему = 4.4832107. 
109 у —=4,4832107 


30423 020 
АВТ. 
6 85,8 
а. 
1 1,43 
у— 30423,61. 
30423,61 
Итакъ: [09 2 = [09 30423,61 — 191000000 = 1000000 = — 44 0,03042361, 


откуда х — 0,03042361. 

Отсюда правило: для нахождения числа, соотвьтетвующиию лоюриему 
65 отрицательною характеристикою, опредъляемь число, соотвътетвующее 
положительной мантиссъ, приписываемь съ лтъвой стороны ею столько 
нулей, сколько единиць вь характеристикь, и первый слъва ноль отдъляемь 
затятою. 


Дфйеть!я надъ логариемами еъ отрицательною характери- 
СТИкОЮ. 


825. Сложене. — Сложене мантиссъ, какъ чиселъ положительных, не 
представляеть никакихъ затрудневнй; что касается характеристикъ, то ихъ со- 
единяютъ по правизу приведеня подобныхъ членовъ. Напр.: 
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3,2173980 

7,8239172 

2,3758630 

—2-- 1,4171732, или 1,4171783. 
826. Вычитане.— Пусть требуется сдфлать вычитан!е: 

5,4567895 
2.6356789 
4,8211106_ 


Прибавляя къ мантисеЪ уменьшаемаго 1, а къ характеристик —1, по ^ 


вычитани мантисоъ находимъ 0,5211106; затЪмъ, вычтя изъ — 6 характери- 
стику — 2 вычитаемаго, находимъ въ остатк® — 4; полный остатокъ —= 4,8211106. 
827. Умножене.—Пусть требуется 2.4367894 х 5. Инфемъ: 
(—2-[0,4367894) х 5 =— 10-1 2,1839470 =3,1839470. 
828. Дьлеше.— Пусть требуется раздфлить 6,2466724 на 2. Имфемъ: 
(—6-1-0,2466724):2 = —3- 0,1233362 =3.1233362. 

Еслибы тотъ же логариемъ требовалось раздёлить на 5, то, чтобы харак- 
теристика дфлилась на-цёло на 5, слфдуеть къ ней придать —4, а потому 
къ мантиссв надо придать -|- 4; такимъ образомъ имфемъ: 

6,2466724:5 = (—10--4,2466724):5=—2- 0,8493345 =2.3493345. 

Когда встрЬчается случай дЪленя логариемовъ съ отрицательными харак- 
теристиками, слфдуетъ мантиссы ихъ кфлать отрицательными. Напр. при раз- 
дфлени 2,3142890 :1,3156782 замбчаемъ, что длимое —= —1,6857110, а по- 
злому частное приводится къ — 16857110: 1,3156782. 

829. Употреблеше дополненй.— Когда въ выражен содержится н®еколько 
вычитаемыхъ логариемовъ, удобнфе замфнять ихъ дополненями, такъ какъ при- 


этомъ оба дЪйстия — сложен я и вычитан!я логариемовъ приводятся къ одному 


ДБЙйств!ю — сложешя ихъ. Такъ, употребляя дополнен1я до 10, замфняемъ вы- 
ражен1е 


9а—96-- 4 —4а4а— ще 
раввымъ ему выраженемъ 
а-{ (10—96) 9е- (10 — 94а) (10 —9е—30 
ИЛИ да-|- 60195-19 Сбо9а-- 604е— 35, 
причемь Со есть сокращене слова сотр!етешиш — дополнение. 
830. Примфры вычисленй съ логариемами.—Т. Вычислить х = 5 - Дога- 


риемируя, имфемъ: 75=/9т — [9113 =- 0,4971499 —2,2380461, или, зам%- 
вивъ вычитаемый /09 его дополнешемъ до 3: 
9 &==0,4971499 -- (3 — 2,3380461) — 3 — 0,4971499  0,'7609539 — 3 = 


2.2591038. 
Отеюда х=—0,0181595. 
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П. Вычиелить х = о Тогариемируя и употребляя пополнен!е лога- 
риема знаменателя до 1, послЪдовательно имЖемъ: 

‚9 5=0,4971499 — 3,7551123 = 0,4971499 + (1 — 3,7551123) —1 

— 0,4971499 -|- 2,2448877 —2,7420376. 
Отсюда х— 552.125. 
75 

0,0084321 х \ 15 
Е” | 
09 #1 0,0084321 - = (4 2 - до. 915 —2) доп. 5.109 8,37. —1 


1 0,0084321 —3.9289357 


Ш. Вычислить х = 


9 2= 03010300 Вычислен!е х. 

доп. (9 15 — 0,8239087 —2 | 3,9259357 
11249381 1,7083129 
по раздфлени на 3: р 1,5386373 
1,7083199. -3 179885 


НЫ 92=3.1798859 
19 8,37 — 0,9227255 &—0,00148897. 


5 18,31 = 0,4613627 


оп. 198,37 —=0,5386373 —1. 


15,95 х /0.0185 


ГУ. Вычиелить 5 = 0,60556х (196) 


, 


1915,92 = 1,2019431 | 0,1717062 
1 415,92 = 0,1717062 1,4200238 
о ы | 2.2190143 
54 0,0182 = 1,4200238 | 192=10.4094638:2 
доп. 19 0,00526 — 2,2790143 =5,2047319 
19196 = 2,2922561 2 = 0,00001602256. 
19 196 =11,4612805 | 
831. Задачи. 


1. Логарнемировать выражен1я: 
(3403)3(3036)* а Г 
54456 —* 4(а--5) 

2. Найти х изъ уравнений: 


‚ Удезая — Тс? аа — (а— 6). 


1092—= 09 а-|- - 109(6)|; 109 = = 2109 а-|- 31098 — 109(2а -|- 35); 


1 
= 9 я-то + 1096} — -- [3 -- 609 1-09 абс 
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8. Найти логариемы чиселъ: ` 
9287856; 32875935; 0,0007392575; 0,0010219856; 
0,018733; 0,0192718; /0,000628074; 5/0,001394597. 
4. Найти числа, соотвфтствуюцщия логарнемамъ: 
3,4743620; — 4,6158449; — 1,1924002; — 3,9070188;$ — 2,9230056; 
3,60002495 —4,7480096; —0,0360697; — 1,4052809; — 0,5318642; 
1,3140148;  3,5542801;  4,9235311;  2,7610056;  3.4971069; 


1,0004041; —2,5752036: —4,6039891; —1,2005869; —0,5039789; 
5. Вычислить выражен!я: 

— (@15/23459)* | __ (/3226727)°. в Е х 0,009748 
— 40173 /51482° ^^ 10732879) ° = 0,06723 х 2893 


Е № 
— №0,54 х 0,038 „1.045 х 0.046789 °х УЗ. 


ы ее: 2 ° 


а НЕЕ 
0,00913 х \/0,0057 245,28 °х \36,40578 


ть уче —81 2 цеавл-еаввот". , > = аянет + 44195467 
ав ' ава 541 — 18295 
6. Вызислить пложадь треугольника, которато стороны суть: 
а — 3424,75; $ — 7836,45; с — 5245,8 метра 
7. Вычислить ращуеъ сплошнаго серебрянваго шара, вфсящатго столько же, | 


сколько вфсить мФдный цилиндрь, котораго радусъь основан1я равенъ 6 сантим., а 
высота 128 миллим. Плотность серебра — 10,47, а плотность мЪди 8,85. 


8. Вычислить площадь трапеци, зная 4 ея стороны: 
‚ @— 2020,42; $ — 1087,55} с = 1073,75; 4 — 987,64 метра. 
9. Вычислить дугу круга, котораго радусъ равенъ 187,957 м., а уголь при 
центр® 38945'28”. 
10. Вычислить площадь круговаго сектора, котораго радусь — 318,428 м., а 
центральный уголь 75037’45". 


11. Вычислить центр. уголъ круговаго сектора, площадь котораго — 230,4715 
м., а радусъ 18,328 м. 


12. Вычислить стоимость чугунной водопроводной трубы, внутренв!Й д1аметръ 
которой —0,245 м., средняя толщина стфнокъ 0,014, з длина трубы 2134 м. Удфль- 
ный в%съ чугуна 7,207; цзна килограмма его —0,2 фр. 


13. Дугу окружности радуса 498, 35 м., содержащую 60°, обращають около одного 
изъ конечныхъ радлусовъ; вычислить: 1) поверхность описаннаго сегмента: 7) объемъ 
сферич. сектора: 3) объемъ сферич. сегмента. 


14. Пустой баллонъ вЪфсить 63,45 кил., квадратный метръ его оболочки вЪеитъ 
0,95 ких. Вычислить подъемную силу, зная, что 100 граммовъ и 1,298 кил. суть 
соотв®тетвенные вфса кубическаго метра нечистаго водорода и воздуха. 
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Приложен!я лотариемовъ. — РЁЕшен!е показательныхъ уравнен!Й. — Финансовыя опе- 
ращи: сложные проценты, срочные вклады и срочныя уплаты. — Задачи. 


РЬшен1е показательныхъ уравненй. 


832. Ршеше уравненя 4” —0.— Полагая @ и 6 положительными, беремъ 
логариемы отъ обфихъ частей: х /уа= 1/6, откуда 
=, 
па 
ПримзрЪъ. Рьииить уравнене 0.06971“ — 0.00856. 
Логариемируя, находимъ 
х 104 0,06971 —1/0,00856, 
__ 490,00856 _ 3,9324738 
— 10,06971 98439951 ° 
или, замфчая, что 3,9324738 = —3- 0,9324733 = — 2,0675262 и такимъ 
ме образомъ 2,8432951 = —1,1567049, имъемъ 
д — 2,0675262 : 1,1567049. 
Выполнивъ дфлене, находимъ, х— 1,787, съ точн. ко 0,001. 


с? 


$ ь 5 
Приложене. Рюшить ур-ме а —=4. Полагая с’=у, 6’ —г, откуда 


а*—=94, имфемъ 3 ур-в1я съ 3 неизвфетными, изъ которыхъ послфдовательно 
зыводимъ: 


откуда: 


- ма- 
1 А | 

(#4) | ба) 

‚4, го ча ЕВ 96| 
| 2 9 — ие ° и наконец: — 9 с * 


833. Рюшене уравнетя аа" -- фа’ - с =0. Пошоживъ ©” —у (1), имЪемъ 
а ч--с—=0.... (2). 

Квадратное ур. (2) даеть у, а для веякаго значеня у находимъ изъ (1) 
соотвфтетвенное значене 2х. Но для 2 получится дфйствительное значен1е только 
тогда, когда у будетъ дёйствительно и положительно. Отсюда, при а > 0, дан- 
ное ур. будеть имфть два дъйствительныхь корня только тогда, когка удовле- 
творяютея услов: 

$ — 4% > 0, ас > 0, ее 


195 .. 
Примъръ, Рыцить уравненме 571 |. Бе’ 2626. 


Освобокивъ отъ знаменателя, имфемъ 
5:71 — 646 Х 5*--125 =0; 
положивъ 5—9, даемъ ур-шю видъ 5у? — 626, 125 —0, откуда у —=195, 
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+ 


у’. Такимъ образомъ получимъ два ур-вйя: 5=—195, откуда 2’=3, и 
=» откуда я” ——1. 


834. Рёшешще системы: /95--му=т и ас. 

Первое ур. можетъ быть представлено въ вид® // ху = т, откуда 2у=10"...(1); | 
такимъ образомъ вопросъ приводитея къ рёшеню системы: ху — 10” и 
ах фу— с. Исключене у даетъ ур-ве ах — са - 6х 10" —=0. Рьшивъ это 


ур., найдемъ звачентя у, соотвфтетвующя каждой величин® х, изъ уравненя 
„—_ 99 
И 


Примъръ [. Рьшить систему 
а 9у=3.... (1) 52 — 3у*—11300.... (2) 


Нервое ур. можно представить въ видЪ {у ху==/9 1000, или ху —1000. ..(3) 
Искаючене у изъ (2) и (3) даеть, по упрощенш, уравнене 


4 — 226052 — 600000 —0, 


имфющее два мвимыхъ корня и два дЪйствительныхъ; пфйствительный поло- 
жит. корень 


== У1130 + /1130* + 600000, 
или 2=50, и 64$. у= 20. 
Примзръ П. РЬшить систему: 
2 4у— 1х=0,1249387; 93-219 #- Чу=1,17323939. 
2 у — 42—41 г, 0,1249387 —=11,333.... =из; слфд. первое ур. 


2 
приводитея къ ыы == › откуда а — а у*. Съ другой сторовы 3-2 х-- 


-Н 9у=19 3299; 1,7323939 =1954; сл. второе ур. приводится къ Зх?у== 54. 
Исключая х, находимъ ур. у’=32, откуда у=2; и наконець х==3. 


ФИНАНСОВЫЯ ОПЕРАЦИИ. 


Сложные проценты, 


Т. Сложные проценты для ифлаго числа лфтъ. 


835. Опредблене. Говорятъ, что капиталъ помфщенъ на сложные ро- 
центы, когда въ ковцЪ каждаго года процентныя деньги прибавляются къ ка- 
питалу для нарощеня его процентными деньгами въ течени слфдующихъ лЪть. 

836. Основной вопросъ. Вычислить, во что обрипитея капиталь а руб. 
отданный на сложные проценты по р со ста, вь $ льть? 

100 руб. прицосятъ въ годъ » руб. прибыши; сад. 1 руб. принесетъ въ 


это время т руб., а потому 1 р. къ концу перваго года обратится въ 1-- В р 


а деды 


или, обозначая г буквою х, въ 1-х (сумма 1-х наз. зодовымь оборотомь 


рубля), а ся®д. а руб. въ концф тода составятъ сумму п(1 | 7). Каждый рубль 
этой суммы въ конц втораго года дастъ опять 1-Р”, а слфд. вея сумма 
&1--") дастъ къ этому сроку а(1 --х)(1-Рх), или а(1 --х)*. Въ концу 3-го 
года каждый рубль этой новой суммы обратится въ 1”, а потому вея сумма 
въ а(1--”) (1-7) или въ а(1--*); и т. д. Шо аналойи заключаемъ, что 
въ концф #го года составится сумма а(1--”)'; называя эту сумму буквою А, 
имфемъ ур-н1е 


837. Формула (1) содержитъ четыре количества: а, А, Ё ир (заключается 


въ 7); сл. когда три изъ нихъ будуть даны, то можно опредфлить четвертое. 
Отсюда четыре задачи. 


838. Основная задача. Озредльеме А по даннымь а, ри & прямо р5- 
шаетея ур-мъ (1); логариемируя его, имфемъ 


А=ша-ёЕ. м -»,).... (2) 
ПРИМЗРЪ: @—20000. р—4,5 и 2—0. 


__ 4.5 4 а—=4,3010300 
— 190 — 104 (1-4)=0,1911629 
0.045. А= 4.491939 


А— 31059, 33 руб. 
839. Какой капиталь а нужно помюстить на сложные проценты по р 
со ста, чтобы въ конщь Ё лють составилась сумма А? 


Ур-не (2), ршенное относительно /у а, даетъ 


9а=19А- коп. 1409 (1-»)...... (3) 
ПримзРЪ. А — 40324, #—21, р—4. 
9 (1-Е) =0,0170333 9 А—=4,6055636 


$ 19 (1-х) =0,3576993 Доп. 4. 9 (1-1 /) =1.6423007 
19 «а=4,2478643 
а — 11695,56. 

840. На сколько лють нужно помъетить капиталь а, чтобы, при 
сложныхь процентать по } со ста, составилась сумма А? Прибыль на 1 
руб. равна г. 

Рашая ур. (2) относительно #, имфемъ 

_ 9 А—9а 
— ва-»)` 

ПрРиИМВРЪ. А— 40324; «а—117695,56; р —4. 

‚ — 46055636 — 4,2478643 _ 0,3576998 _ 


0,0170838 —^ 0,0170838`— 


841. При какнхь процентахь капиталь а дасть, по истечении 1 мыть, 
сумму А? 


— 485 —. 
Рьшая ур. (2) относительно /9 (1-Ё”), имфенъ 
9А—1 
91-Е”) = 99 Е 
Найдя отсюда 1--х, легко опредёлить и р. 
ПримзрЪъ: а— 21319, А= 42327, и—=15. 
9 А—4.6266237 
фа=4,3287668 
ЕТ 0,0198571 
1 ^—1,04678. 


Отсюда х или 0 — 0,04678, а слёд. р=—4,678 или приблизительно 


вЪ цфлыхъ копфйкахъ, р —4 р. 68 коп. 


П. Время помфщен1я капитала — дробное. 


842. Обыкновенное время, въ течени котораго капитажь находится под 
процентами, слагается изъ цфлаго числа лётъЪ и н%®которой доли года, которую 
условимея обозначать буквою [; цфлое же число л®тъ, по прежнему, обозначимъ 
буквою #. Если напр. доля года равна 3 м®сацамъ 25 днямъ, то 

‚—8х 30-25 23 
о 30 т’ 
принимая каждый мФеяць въ 30 дней. 
843. Основной вопросъ. Какая сумма А составится, если капиталь а, 


отданный на сложные % по р, находится в5 оборотъ $ лъть и долю 
{ люда. 


По истечени # лётъ капиталь а обратится въ а (1--”)'. Каждый рубль 
этой суммы, получая въ годъ приращен!е 7, въ теченйи доли { года дастъ при- 
ращене {^; полное же приращен!е суммы а (1--х)! будетъ а (1--,)'. /". Та 
кимъ образомъ къ концу #-Р У лфтъ составится сумма а(1-- “На (1-х). |", 


пли А=а(1-Ё и (14 7)...... (1). 
Прим фРръ: а—41524,75, р=5, #=Т7Т и [=10 ме. 
11-х 0,05 0 а-—=4,6183070 
=1-- 78 #9 (1 +) = 0,1483951 
—1,0416667 № (1-1) =0,0177288 


№А—4.1843609 
А — 60863,05 руб. 
844. Какой капиталь, помьщенный на сложные Ц по 5 со 100, дасть 
8% 18 лпипь и 3 мъсяца сумму 48734,05 руб? | 
30 
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Логариемируя ур. (1) и опредфляя (да, имфемЪ 


д а=9А- доп. & 19 (1-Е и) - доп. (09 (1+ №)...... (2) 
141,05—0,0211893 4А—4,6878395 
18 191,05—0,3814074 дон. #19 (1+) —1.6185926 
в = — 0,0125 — коп. /9 (1-- 8) =1;9946050 
1-0 = 1,0145 14 а—=4,3010301 
а—= 20000 руб. 


845. Какое время сумма а должна находиться подь сложными %, счи. 
тая по р со ста, чтобы образовать капиталь А? 
Нужно опредфлить Фи [. Р®шая ур. (2) относительно #, имфемъ: 
‚ А-а _ 9 1-Е). 
ва) иа+) 
Пусть частное дЪлен!я, указаннаго въ первомъ члеп®, будеть О, а оста- 
токъ А; имфемъ: 


= - В иа-й) 
'Тини о ий)” 0) 

Первая часть ур-я есть число цЪлое, слфд. и вторая должна быть цф- 
лымъ чисдомъ. Но ( есть цфяое число, слфд. и разность дробей должна быть 
цряою. В, какъ остатокъ, меньше дфлителя /у(1--7), слёд. первая дробь 
меньше 1. Зат$мъ /<1, слёд. [/<х, откуда 1 <1--и, а потому и 
19 (1-- №) <9(1--»), такь что и вторая дробь меньше 1. Но разность двухъ 
правильныхъ дробей только тогда м. 6. цЪлою, когда она равна нулю, откуда: 

—=/9(1-- №), и ур-ве (3) даеть #=0. Такимъ образомъ для опредфлен!я 
времени имфемъ два ур-н!я 


оны (4) и И-М ЫЬ,...... (5) 
показывающ/я, что для нахожден!я цЪлаго числа лЪтъ, надо взять цфлую часть 
частнаго отъ раздёленя (9 А — /уа на /9 (1-х), а для опредъленя доли года — 
приравнять /9 (1 -|-/) остатку указаннаго дленя, и рфшять полученное ур. 
относительно {. 


Переходя въ ур-нйи (5) от логариема къ числу, найдемъ: 1 {= 
1 


откуда =" —. 
ПРимВРЪ [. А-—48734,04; а=20000; х—0,05. 
9 А—=4,6878324 
19 «= 4,3010300 
МА--9а=0,3868024 
9А—1а__ 0,3868024 __ 0,0053950 


191,05 — 0,0211898 —— 18 0, 0211898 
9 (1-- #)=0,0053950 
1 —1,0125 
р ее — 0,5. 


Итакъ, #—18 г. п = года. 
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ПрРимзрРЪъ П. Населене страны возрастаетъь ежеюдно на нъкоторую 
долю & своей величины, какую оно имъеть вь началь 10да. По истечещи 
какою времени оно будеть находиться въ данномь отношении К кь первона- 
чальной своей величинь? 


Нусть первоначальное населене равно а; населене въ конц # лЪтЪ и | 
доли / года пусть будеть А. Имфемъ: А=а(1-- <)‘ (1-- №); но, по условию, | 


А— ва; сад. 
= (1- «(А --Ю. 


Пусть, напр., требуется узнать, черезъ сколько времени удвоится населенше, 
возраетая на 5%? 


Въ данномъ вопрос 2—2, «—0,05; ур-ше, будетъ 
2—1,05(1-- 0,05/). 
Частное, подлежащее вычислению. будетъ 


2 _ 0,3010300 _.,, 0,0043798 _ | 
191,05  0,0211898 ``" 0,0211893 | 


9 (1 0,05/) =0,004379$ 
1-1 0,05  =1,010136 


дн. 
;_—0,010186 _ 1.0186 — 365 Х 1.0196 и 
р ЗИ 
Итакъ, населене удвоится черезъ 14 лфтъ и 74 дня. 
846. На каме проценты нужно помюстить капиталь а, чтобы въ {| { 
дуть онъ обратился вь А? 


Вопросъ приводится къ рышению относительно х ур-н!я 
А=а(1--*)(а №); 
по раскрытш (1-х), получимъ ур-ве #--1-Йй степени въ х; сл. не можеть 


быть рёчи о рёшени его въ этомъ общемъ случаБ обыкновенными прЁемами; 
но оно м. б. рёшено 20 способу посльдовательныхь приближенай. 


Взявъ логариемы отъ обфихъ частей ур-вя, выводимъ 


1-9 =9А- 8 АР Ао, (1) 


Откинувъ второй членъ (обыкновенно и содержится между 0,03 и 0,06, а 
Г<1, такъ что 1-Р |" близко къ 1, а ИИ) весьма малое число), найдемъ 
первое приближене ”, числа х, по избытку, изъ ур-Шя 

9 А — 10а 
т... (2) 


ТВ х, > /, 
Затфмъ полагаемъ 


ЮА—Ша 9(1-Р) 
ая ЕР. ....(3) 
второй членъ 2-Й части больше втораго члена 2-й части ур-вя (1), и потому 
7, Несколько мепьше 7. Итакъ, 7, и х, суть два приближеня къ х, первое по 
30% 


избытку, второе по недостатку. Взявъ то или другое вмфето х, сдёлаемъ ошабку 


м -Е 7 
меньшую 7х, —7,. Взявъ для -” ариеметич. средину а едЪлаемъ ошибку, 


 — #7. 
меньшую даже РЕ Въ самомъ дфлф, пусть 


А-а, = —Ф а, 
ы 
тд а, и о, положительны; отсюда 


м Е» = + би в. И м — 7 — ыы Е ча р. 
В 2 р) 
В т: -- 7 „ * б жи ВЕ б 
зявъ "——й за и, сдблаемъ ошибну, равную >; во абсолютная ве- 
[4 & [- < г — 7 
личина ^ т а? и 


Еели приближен!е 7, недостаточно, опредфляемъ два новыя приближ. зна- 
чен]я 7; и 7; по Формуламъ 


Ва- +.) = ЧА — а _ ча-®») 


г И (4) 
КАИ а О РРЫ...... 6) 


Изъ того, что т, <, очевидно, что вторая часть (4) больше второй части 
(1), но она меньше второй части (2); сл. 7, >7., >. Сад. х, есть новое 
избыточное приближене числа 7, и менфе ошибочное, ЧмЪ #,. 

Затфмъ, такъ какъ 7, >, то вторая часть (5) меньше второй части (1), 
сл. 7, <; а какъ ”, <и,, то вторая часть (5) больше второй части (3); сл. 
”, >. 

Отсюда видно, что х, ееть приближеше по недостатку, мене ошибочное 
ЧЖыЪ 7); баЪД. 7, >го>и,, причемъ промежутокъ отъ х; до х, меньше проме- 
жутка отъ х, до х.,. 

Такимъ образомъ имфемъ рядъ значен!й для #: 


71. 17. 73, Тё... 


поперем®нно приближенныхъ по избытку (прибл. четнаго пор.) и по недостатку, 
(прибл. нечетн. пор.) причемъ ихъ точноеть идетъ возрастая. 

Остается доказать, что Числа У,, 7о,..., Тор» Торн»... ИМФЮМЪ общимъ пре- 
ДЪломъ х. Для этого достаточно доказать, что абе. вел. разности между тк их, 
при неограниченномъ возрасташи №, стремится къ нулю. Имфемъ 


(1-я реа ИЕР 


Пти) Аа МОР, 


откуда 


1 --"„„н)— ма -®) = ЕР НОСЕРы. 
Но 


1+ г 1-х. 
В а 
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вЪ самомъ дфлЪ, приводя къ общему знаменателю, который положителенъ, и 


сравнивая чистителей: 1 -- А’, -|- ира 1-Й," Ра или ИИ -— 7) 
и’— 7, замфчая, что <Т и’—7,,> 0, инфемь /(у—и,,) З’— и,» 919 
и требовалось доказать. Итакъ 


(а-я) — 94-2) < АЯ РА гар, 


а слЪд., обозначая буквами 


9 , |] Е р, 9. +1 9 


абсолютныя значен!я разностей между 


Юа--®) в Ма-"), ватфь,.... 


имфемъ: 


Перемножая эти неравенства, получаемъ 
24 
9+1 < {22° 


Но $ — число цфлое, др — число положительное, возрастающее неограниченно, 
елЪД. и #? возрастаетъь неограниченно, а потому можно взять 2р настолько 
большимь, чтобы я,„., было какъ угодно близко къ нузю; сафд. разность 


19 (1 -Е боры) = 191 +”) 
стремится къ нузю, а слЪД. у,„., КЪ х: это и нужно было доказать. 

847. Примзръ. На каше проценты (сложные) помльщень быль капи- 
Наль 7300 р., если въ конць 6 льть 8 мъсяц. 10 дней онь обратился 
в» 10448 р. 10 к. (проценты катитализируются в5 конць каждало да), 

ПримЪняя указанный методъ, вифемъ 


25 
иа- г) 
1910448,1 — 197300 36 
ча) =7 и —в 


пли ма- +) = 0,02595593 + 0,25938375 — О 


Первое приближене для т получимъ, отканувъ два после члена; 
9(4-",) = 0,02595593, 
откуда 7, —=0,0615878, причемъ х, >и, 
Второе приближене вычисляемъ изъ ур-Шя 


4-Е") =0,28533968 — 998-5269), 
откуда, замфчая, что #6-[- 25, = 37,53969, имфемъ 
(а --,)=0,02292457, 
олд. 7, = 0,0542038, причемъ я, < и. 
Третье приближене находимъ изъ ур-вя 


191 ",) = 0,28533968 — а, 
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замфчая, что 36 -|- 25", —= 37,355095, находимъ | 
9(1--т,) =0,02328138, 
откуда 7, = 0,0550702, причемъ г, > и. 
Четвертое приближене. 
4 --=)=0,28533968 — 986-2255), 
тд 36-- 25", = 37,376755, даетъ 
Ма --",) =0,02324088, 
откуда г, =0,0549719, причемъ и, < 7. 
Разность г, —х, = 0,0000983, слёд. каждое пзъ приближен! х, их, пред- 
ставляютъ 7х съ ошибкою, меньшею 0,0001. Итакъ 
и —0,055021 


предетавляеть х съ ошибкою, меньшею 0,00005; отеюда, умножая на 100, на- 
ходимъ проценты: р — 5,5021, съ ошибкою, меньшею 0,005 р. Слёд. прибли- 
Зительно берем р=5,5. | 

Примъчане. Обыкновенно же на практик, для вычисленя времени и 
процентовъ берутъ ®ормулу, выведенную для цфлаго числа лфтъ: А—=а(1-- 7) 
подставляя въ нее вмЪсто & данное дробное число лВтъ. Примфняя эту Формулу 
къ данной задач, имфемъ 

а») = 1910148,1 —197300 __36 х 0,1557356 


= 241 
635 
—=0,0232634; 
отсюда 1 х=1,0550266, и х=0,0550266; 
наконець р=5,50266, 


результать, мало разнящИся отъ прежде найденнаго. 


Срочные вклады. 


848. Основной вопросъ.— В течении { льть вносятся вь банкь в началь 
каждало 1ода посльъдовательно капиталы а; в, а;,...., а. Важая сумма на- 
котлиися кз концу срока, если считать сложные проиенты по р’? 

Первый срочный вкладь а, находясь подъ процентами & л®тъ, обратится 
къ концу этого срока въ а, (1--7)', или, полагая для краткоети 1 7—9, 
въ @14.. 

Второй вкладъ, находясь въ банк #—1 льть обратится къ концу срока 
въ а.’ '. 

Третй взноеъ къ концу того же срока обратится въ а,9'1, ит. д. 

Поелфдвйй вкладъ, находясь подъ процентами 1 годъ, даетъ а. 

Сложивъ эти суммы, получимъ накопиви!йся капиталъ 


Аааа" аа --...... 9... -(1) 
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Когда вклады различны, Формула (1) не допускаеть упрощен; если же 
ежегодные взносы равны, то, обозначивъ каждый изъ нихъ буквою а и вынеся 
за скобки общий множитель ад, найдемъ: 

А — а9 (9 "ра... 9-1). 
Выражен!е въ скобкахъ предотавляетъ сумму членовъ геометрич. прогресс, 
первый членъ которой —=1, а знаменатель 4; по ФормулВ суммы имфемъ 
{ 
9—1 
ан ее 
А —4 (2) 


Примъчане.— Если бы сумма а была вносима въ конию каждаго года, то 
первый вкладъ находился бы въ банкф #— 1 лЬтъ, взорой #—4,..., послд- 
ый 0 лЬтъ, и получили бы 


А’ — аа ат --...... Ч аа-- а 


ИЛИ А’—=а- 


849. Ур. (2) содержить 4 количества: А, а, ри Фи позволяеть найти’ 
одно изъ нихъ, когда остальныя три будуть даны. Отсюда 4 задачи; 

1. Для опредфлешя А непосредственно служить ур. (2). 

2. Опредъляя а, имфемъ 


а, 
9(4 — 1) 
3. Для нахождения #, освобождая ур. (2) отъ знаменателя, имфемъ: 
® 49—11). 


А(а— 1) =а4 (4—1), отвуда 4=1- 
ур-не показательное. 


4 


4. Опредфлен!е р приводится къ нахожден!ю 4. Изъ пося®дняго ур-шя прямо 
находимъ 


ад — (Ааа А, 
ур не #-|- 1-Й степени относительно 9.— 
Численный примъръ. --а=2000, #:—=20, р—=5; найти А? 


1,0520 —1 
А=2000. 1,05. 


. Такъ какъ 409 разности 1,05% —1 нельзя найти непосредственно, то пред- 
варительно вычисляемъ 1,05%. 


—42000(1,05°° — 1). 


Вепомогат. вычисл. Вычислеше А. 
у = 1,052 1942000 —4,6232493 
Чу=20141,05 = 0,4237860 19(1,05% — 1) =0,2183510 
26532 7700 А —4,8416003_ 
9 160 ;164 А — 69438,5. 
147.6 
у 12.4 


у—1=1,653297 
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850.— Приводимъ еще н®сколько упражненй на срочные вклады. 


1. Какой катиталь накопился чрезь т мьть, если вь конць каждало 


р а а в 
полуюдя вносить по га 2Уб., или по д ® конь каждой четверти ода. 


[#2 
или по > 65 конт кажюдао мтвяца2 


, [22 & 
Внося 5 2. ВЪ вонцф каждаго полугомя, составимъ капиталь 
== а р 
=; (4+5) —1] 
т 2 
вели = означаеть прибыль ва 1 р. въ позугоде. 


а 
д ВЪ КОНЦВ каждой четверти, составимъ капиталъ 


е=Яа++)`-1) 


у 
ТАБ -р озпачаеть прибыль на 1 р. въ четверть года. 


Внося 


Наконець вклады въ концф каждаго мфеяца дадутъ 


= +5)" - 1) 


г г г | 
$’ ч’ 15 3а полугодичные, трехмфеячные и 


мфеячные проценты, получаемъ въ концф года прибыль, несколько большую х. 
Чтобы годичные проценты составляли въ точности х, вадо вести вычислен!е так 


Примпчаще. — Принимая 


| 1 
Пусть процентныя деньги капиталязируются по истечения доли с года, чтобы 


1 руб. въ концф года обратился въ 1-|-х, надо чтобы проценты быаи 
п =У1- "1, 

ибо, прибавляя 1 къ х, в возвышая результать въ степень & имфемъ: 
Ча -Н = (у) =1-». Такимъ образомъ, въ вышеприведенныхъ зада- 
чахъ получимъ 

аи м Не а ВЕ 

оу Гоа ит" 12 ПАУ 1 

результаты, весьма мало разняш!еся отъ прежнихт. 


+ 
П. Ежой капиталь составитея въ конь п лють, если .въ конц важ- 
дало 10да вносить суммы, измъняющаяся въ ариеметической прорессии? 


Пусть а есть первый ввладъ; а--Ь, а-- 25,...., @а-- (п — 1)6 слду- 
юще. Изкомый капиталь Х будетъ 
ХЕ а(1 На-На и... а+ 1; 


1 
—_ == Ъ 
полагая т ие 9, имфем 


{мега ен... ++ - и 
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Выражене въ скобкахъ можно представить въ виде. 
а(а-Не- г) е-Ее +... — 1 
тв оо --... еее, полОЖивЪ 


$=9°-Р 24+ За -...... -- (п — 1)4*, имфемъ 
$9 = ЕЕ + (®— 2)4*- (п — 1)4”*', откуда 
а Ро (ЕТ —(®—14*, я 
О о ее ао (п — 1)". 
$(1 че 4) —- м (п 14 ь откуда = т 1) В 4—1 
Подстановка въ Формулу Х и замЪна 9 пробью’ г Е; даетъ 


1 ,)” —1 |, п— 1) 
ети» 
Ш. Какой капиталь накопитея чрезь п лльть, если вь конць каждаю 
00а вносить суммы, излльнямоиияся вь вометрической прозрессви? 
Пуеть будуть а, ай, ай?,...., ай"! послФдовательные взносы. 
Въ концу срока они обратятся въ ы 
а(1-- г)" 1, а - и)" 1,....., ай". 
Сумма членовъ этой прогресыя, знаменатель которой —= 
"м 
У —=а Е 


|\. Настолщцимь значещемь дома А, подлежацоло уплалть черезь ® лъть, 
называется сумма, которую банкиръ обязань бы быль уплатить тотчась же 
въ замльнь документа. 


Выражен!е настоящаго значеня долга А, очевидно, есть 


= т. будетъ 


ее 
ЕО 
потому-что, помфетивъ въ настоящее время эту послфднюю сумму на сложные 
‘„, получвмъ по истечени ю лфть 


(1-х 
(1 ЕЕ ")" + НЕ 
капиталъь, необходимый для уплаты долга, 


У. Учеть при сложныхь процентахь. — Учетомь наз. разность между 
номинальною величиною долга и его дфйствительною велачиною; поэтому, ор- 
мула учета будетъ 


= -ии А-а] 


Ползоживъ для краткости = 9, предыдущя Формулы представимъ 
ВЪ сокращенномъ вид 


А,—=А9", е =А(1 — 9"). 
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УГ. ЗАКАЧА. — Еькто должень уплатить суммы А, А’, А",... соотвьт- 
ственно черезь &, Г, #',... лъть; черезь сколько лмьть онь вполнь можеть 
позасить долль единовременнымь взносомь В рублей? 

Пусть 2—будеть искомое число лЪтъ; настоящая величина капитала В д. 6. 


равна суммф настоящихь величинъ капиталов А, А’, А”,...; потому ур-не 
задачи будетъ 


А А’ А" _ В 
о Тая Ратря” ^^ ате 
Частный сучай.— Если имфютея только два платежа, и притомь В=3А, 
предыдущее ур. приводится къ 
1 , 
@е=5 (+4). . 


Четко видЪть, чт0 искомое время вседа короче средняю изь эполь объихь 
уплать. Въ самомъ дфаЪ, положивъ # —#- 24 и вынеся множителя 9**, найдемъ 


1 1 
в — /+Я 5( 4 =) . 
На 
Но количество, сложенное съ своею обратною величиною, даетъ всегда 


сумму, меньшую 2; слЪд. 9">9“*; а какъ 9<1, то необходимо х <Е-- 4. 


ПрРимзРъ. — Уллатю подлежать: 12500 р. чрезь 7 мыть и 12500 р. 
чрезъ 483 юда. Черезь сколько мыть можно поасить доль однимь взносом 
65 25000 р., полая сложные У по 4,5 с0 ста? 


Вопросъ рфшается ур-мъ 
Е т 0 1}. 
о = (1-04) о ь 
при помощи логариемовъ находимъ 


(18). —0,7348283 


1,045 
(18). =0,1506605 
3. (115) =0,8854888 


19 0,4427444 _ 1,6461531 _ 3538569 
1 — ==— в — 
1,9808837 191168 


В 
9 1,045 
—18 год. 6 мфе. 


Срочныя уплаты. 


851. Опредфленше. — Срочною уплатою называется постоянная сумма, 
которую слъдуеть вносить вь конь каждачю 10да для поненя дол вмп-- 
сть сь ею сложными процентами. 

852. Основной вопросъ.— Занять в5 банкъ капиталь а по р % в5 10% 
(считая сложные %) на Ё люьть. Какую сумму х нужно вносить 65 вонь 
каждало юда, чтобы доле быль почшена? 
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Долгъ а въ конц» 1-го года обращается въ ад; по внесев!и же срочной уплаты 
х онъ обращается въ а4 — х: таковъ долгъ въ начал 2-го года. 

Въ течени года эта сумма обращается въ (24 — 2)9 или вЪ а4*— 29; по 
уплат же въ концф 2-го года х руб., долгъ въ начал 3-го года будетъ 
а — 29 —х. 

Такимъ же образомъ въ начал 4-года долгь будеть а4* — 20° —249 —®, 
и т. д. 


По аналойи съ этими формулами заключаемъ, что по истечени # л®тЪ 
долгь банку будетъ 


а9' — ха! — 29-1 —.:..- О -ж..... (А) 
По условшю, черезъ # лётъ долгь д. б. погашен; отсюда ур.. 
24 — 24-1 — 24° —......— 29 —&==0, 
вл С 4-1) =0, 
или, наконецъ: 
а 2.0 аа (1). 


По прежнему имфемъ 4 задачи. в 
853. Опредфлене срочной уплаты.— Рёшая ур. (1) отн. 2, имфемъ 


94 (9—1). 


а 


Частный случай.—Если срокъ займа неограниченно великъ, то, положивъ 
1—0 и замфтивъ, что 4', при 9 >1 и #=о6, обращается въ со, находимъ: 


®®) Н 
2—5 ° Дия раскрымя неопредфленноети дёлимъ числителя и знам. ва 0’; 
находимъ 
= 
Нш 2-==| “@ з =а(9 —1) = а", 
у 9 1#=009 
а 
ТА 1 — 100 


/ 
Легко истолковать этоть результать, замтивъ, что а” или 6 
мула простыхъ годовыхъ процентовъ долга <. Итакъ, предфлъ срочной уплаты 
при иеогранич. срок займа равенъ простымъ годовымъ процентамъ занятаго 
капитала, — результать, который не трудно было предвидфть заранфе. Въ са- 
момъ ДВаЪ, очевидно, что ерокъ займа м. б. безконечно великъ только тогда, 
когда срочная уплата погашаеть одни простые проценты, оставляя капиталь 
безъ измфненя. На такихъ условяхъ въ большинетв® случаевъ дфааютея з0су- 
дарствинные займы; тосударство ограничивается уплатою, въ опредфленные 
сроки, простыхъ процентовъ своего долга, такъ-что срочныя уплаты, вносимыя 
государствомъ, не могуть служить къ погашеню долга, которое достигаесят 
другими средствами, когда это дозволяеть Финансовое положен!е страны. Ска- 
занная уплата называется, поэтому, неирерывною рентою, 


есть Фор- 
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Обыкновенно же срочная уплата бываеть больше непрерывной ренты, и 
разность между ними выражается такъ: 


ЕЯ а=— ый 
= 
Этотъ избытокъ срочной уплаты надъ непрерывною рентою, которую слф- 


довало бы уплачивать въ случаз неограниченнаго срока займа, и составляеть 
Ффондь поашеная. 


854. Опредфлеше займа. Изъ ур-шя (1) прямо имфемъ 
— 2@—1. 
4.44— 1) 
855. Опредфлене процентовъ приводится къ опредфленю 9. Освобождая 
ур. (1) отъ знаменателя и приводя въ порядокъ члены, находимъ ур-не 


4"'— (а-- 4 ==0, 
#-- 1-й степени относительно 9; вообще, оно неразрзшимо обычными пруемами 
элементарной алгебры. Но можно найтн численную величину 49 помощю методи- 
ческихъ попытокъ (значительно облегчаемыхъ таблицами сложныхъ "/,). РаздВ- 
ливъ предыдущее ур-в!е на а9’, можно представить его въ видЪ 


я й 
В РНЕ | ий у 
„(1— и я)=0 2) 

Замфняя г послфдовательно числани 0.03, 0,04, 0,05, 0,06... т. е. 
наиболфе употребительными процентами, смотримъ на результатъ подетановокъ 
Если этотъ результать будеть 0, х въ точности равно взятому числу; вообще 
же первая часть ур-вя будеть отлична отъ нуля. Чисаенная величина и знакъ 


этой разницы укажуть степень точности испытуемаго числа и смыелъь при- 
ближеня. 


1. Сиысль полученнаю приближеня. Если кать т значен!е, большее насто- 
ящаго, первая часть ур-нёя будеть положшиельна; для т слишкомъ мал0ло, 
она будеть отрицательна. Для доказательства беремъ выражение (А): 


о Ва +2), 
въ которомъ первый членъ есть долгъ съ процентами, а выражев!е въ скобкахъ 
есть сумма, необходимая для покрыт!я долга. Еели за прябыль на 1 р. взять 


число В, большее истинной величины ”, то данная уплата будетъь недостаточна 
для погашения долга; сяЪи. 


а(1-- В) > = (1 Виа Ву... += 
иаи а В) > р 


Жг.. 1 
или = а =. 
В> . 1 ив 
Если же вм. х взять меньшую величину В’, то данная уплата будетъ слиш- 
вомЪ велика для покрыт! я долга; сл. 


№ < < Е. аи . 
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2. Быборь первало приближеня. — Если # весьма велико (больше 30). 


1 
а-я будеть мало; пренебрегая этимъ членомъ, найдемъ для ” приближенную 


то избытку величину 
х 
8В=-—. 
[и * 

Но это приближене весьма грубо, когда & содержится между 15 и 30, а 
если $ < 15, оно не дастъ полезнаго указашя. 


р х 1:1 
ВыЖето того, чтобы пренебрегать въ ур-Ши уплатъ членомъ Е 
? 
замЪнимъ знаменателя (1-- 7)’ биномомъ 1--#`, меньшимъ (1-х); получимъ 
1 


ая < 


22 
1 и | 
и 64$. 


х х 1 Е 1 
> —_—_. ии а" 


СлЪд. приближен!е хо недостатку для т будетъ 


р х 1 
и—=——-. 
а [2 
3. Приближенае точное д0 0,01. — Сначала пепытываемъ 7’; затЪмъ под- 
ставляемъ 


Им -|- 0,01; им -- 0,02; му—=м- 0,03; 
то изъ этихъ чиселъ, которое сдфлаетъ, первую часть ур-вя (2) положительною, 
и будетъ значешемъ 7, точнымъ до 0,01 по избытку; а предыдущее будетъ 


точно до 0,01 по недостатку. Такимъ образомъ найдем ъ два зназен!я для и: 


УИ и мт напр., праближенныя въ противоположномь смысл съ точностью 
до 0,01. 


4. Ольдуюния приближеня, получаемыя интерполироващемь.— Пусть еп 
есть величина первой части ур-вшя (2) для =="; @" ея величина для г= т; 
можно принять, съ малою погрёшноетью, что въ интервала “И — 7" изуфне- 
я первой части пропорщональны приращенямъ х. 

Пусть будеть у— поправка для 7”; говоримъ: когда 7 измфняется отъ хи 
до 71, первая часть измфняется отъ е" до е!"; ва сколько у должно изм®- 
ниться, начиная отъ 7П, чтобы разпица уменьшилась отъ еП до 0? Имфемъ 
пропорцю 

еп --е1 __ 0,01 


ИСХ, 


ей “у 


изъ которой 
__ 0,01 же. 
— еп ам ь 
въ у доетаточно ограничиться цифрою тысячныхъ; приближене 7" -- у вседа 
будеть по недостатку. Вызисляемъ разницы первой части дая 
УИ-У и ИИ -у-Р 0,001, 
и если она положительна, 
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ги|у и ту 0,001 


будуть два праближеня — одно по недостатку, другое по избытку, точныя 
до 0,001. 


Выходя оть этихъ двухъ результатовъ, получимъ такимъ же путемъ цифру 
десятитысячныхъ, и т. д. 


Численный примъръ.— Вычислить проценты, если а —10000, х—=1202,41 
1% В 


Прежде всего находимъ: 


2—0,1204; 20,0202 (по недоетатиу). 


Испьтане 0,03. 
(1,03)-" = 0,744074; 1— (1,03) 8 —=0,255926; 
2х 0,255926 =0,0307728. 
Уклонене равно 0,0007728, слфд. 0,03 есть приближене хо недостатку. 
Испьытате 0,04. 
(1,04) —=0,6755642; —1— (1,04) —=0,3244358; 
2х 0,3244358 = 0,0390105; 
уклонене —-|- 0,0009895; слфд. 0,04 — приближеше яо избытку. 
Интерполированме пропориональными частями. 


Сумма абсолютныхъ значенй уклоненй = 


0,00077208 -|- 0,0009895 = 0,0017623, 


ев 0, 0007728 
у — 0,01 х 0, 0017623 — 0,004, 
и новое приближеше есть 0,034. 


Испьтане 0,034. 
(1,034) ®—0,715805; —1— (1,034) —=0,284195; 
< х 0,284195 =0,0341719; 


уклонене — — 0,0001719, слёд. 0,034 — приближен!е о недостатку. 


Это уклонен!е составляетъь приблизительно четверть перваго; потому увели- 
чиваемь проценты на 0,001 и испытываемъ 0,035. 


Испьяталие 0,035. 
(1,035) ®=0,708919; 1— (1,035) °=0,291081; 
5х 0,291081 = 0,0349999; 


уклонеше равно нулю; сл. 0,035 ееть точная прибыль на 1 рубль. 
Такимъ образомъ р—3,5. 
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856. Опредфлеше времени. Изъ ур. (1) имбемъ: 
ВИ 
Ша 

откуда, взявъ зогариемы обфихь частей: 


‚9 2— 9 [2— вт]. 
— а) | 

ИзсявдовАнтЕ. НеизвФотное & должно быть числомъ дЪйствительнымъ, 
положительным и ЦЪлымь. 

Но Формула времени содержитъ 9 (х — а"), который не всегда можетъ быть 
взятъ, такъ какъ отрицат. число не имфетъ дйствительнаго логариома. Отсюда 
необходимость различать три случая: 

1. х<аг; 9(2—аг) будеть мнимый, в задача невозможна. Это легко 
видЪть & ри1ог!. Въ самомъ д$л$, а’— представляемъ простые 0/, долга, и какъ 
срочная уплата меньше этихъ проц. денегъ, то ея недостаточно даже для уплаты 
процентовъ, такъ что долгь съ теченемъ времени будетъ увеличиваться. 

2. «= аг. Въ этомъ случа х — а^=0, /9 (1 — а") = —с0, и ё—= 00. 
Это означаетъ опять, что долгъь не можеть быть погашенъ. Въ самомъ дфл®, 
& рг1ог1 видно, что когда сроч. упл. х равна простымъ процентн. деньгамъ, то 


она будетъ погашать только эти деньги, и долгъ всегда будетъ оставаться одана- 


ковымъ. 910 и есть непрерывная рента, о которой было говорено выше. 

3. > ат: обыкновенный случай возможности задачи, такъ какъ срочпая 
уплата, будучи больше годовыхъ процентовъ на капиталъ, будеть погашать, не 
только эти посл®дше, но и часть капитала; такъ что черезъ н\еколько лАтЪ 
долгъ будетъ погашенъ. 

Самая Формула даеть положительное значен!е для {; но еще нужно, чтобы 
это значене было и уюлое. Но если для # получается число пробное, то это 
означаеть, что данною срочною уплатою долгъ не м. 6. погашенъ, и что по 
истеченщи времени, равнаго цфлой части $, остается часть долга, меньшая сроч- 
ной уплаты. Пусть цфлая часть # будеть Т; замфтивъ, зто долгь выражается 


первою частью уравненя (1), заключаемъ, что по истеченши Т яЪфтъ остатокъ 
долга будетъ 


ПримрЪ. Во сколько мыть можно поюсить домь вв 5000000 р. 
уплачивая гжеюдно по 600000, если платится по 5%2 


аг — 250000 р. 45—=5,1181513 
< — а’ 350000 р. 19 (< — ат) =5,5440680 
| 0,2340833 
_ 0,2340833 __ | 
$ — `о.09тэя =11, * + ` * 


Такъ какъ для $ получилось число дробное, то вычисляемъ остатокъ В долга. 
1,05" —1,710339 — 195.10°—6,6989700 
1,05 —1—0,710339 191,05 —=0,2330822 
11 1,05и = 0,2330822 6.9320528 
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ад" — 85591700 
11 6.105—5.7781513 
19 0,710339 —=1,8514658 
доп. 190,05 = 1,3010300 
6,9306471 


т 
а —№ 3594072 
9—1 


В — 8552700 — 8524072 — 23628 р. 

857. ЗАДАЧА. Н»ъкто для покупки своей женъ ежеюдной пенси в5 В. 
руб., платить ежеюдно во вдовью кассу в руб. По истечени п льть уми- 
раеть вкладчикь, а Ш лъть спустя — ею жена. Сколько прюбръла или по- 
теряла касса, если проценты счатались съ той и друюй стороны по р въ 1045? 

Пусть плата съ той и другой стороны совершается въ началю каждаго года, 
а заключене счетовъ по истечени ®-- т яЪфть: въ такомъ случа 1-Й взносъ 
приносить проценты ®-|- 2 лЪтЪ, и слЪд. достигаетъь велячины ад"*"; второй — 
годомъ меньше, и достигаеть величины а4”*"-' и т. д. Послдюй вкладъ нахо- 
дитея подъ У т--1 годъ, и цфиность его =—09”*!. Такимъ же образомъ цфн- 
ность первой пенсли 6 черезъ жи дЪтъ равна 69”, посяфдней —64. Прибыль 
(положит. или отриц). кассы будетъ 


(ад а"... адм) — о... . 5), 
24" +1 (4"— 1) — 64(4"— 1. 
4-1 
ПримфрЪ. Если а=50 р., 656—200 р., т=3., #=20 в р=4; 
то касса имфеть прибыль — 202 р. 
858. Задачи. 


Р+шить уравнения: 


ИЛИ 


х 


1. (0,0175) =0,000397. 2. 49171” — 978611. 

3. 12-4949. 4. 5х3" — 7. 

6. ве 3-8 во. 

6, 327 х 5173—7211 х 4243. 1, мт — "= 8(1--# °). 

8. в, 9. Я 52—85 19 (22+ 3) = 16. 


10. 19 (75 — 98-19 (32 —4)8=2. 11. юу7- 3-19 УЗ 7=1-- 194,5. 
12. тя -- ЗУ —== му 9. | 


13. 422 — 57-6 —0. 14, а.а3.а°'.07.... а — п. 
Тот — ./922-1. $ — 2083 & р ЕЙ. 
15. 27-1 — 92-1, 10. (ера ря 


ТР»шить системы уравнен!й: 
17. 92-19 у=1,55; 4152 — 99? — 3590. 
18. 2732-12243 . 34348, 3. 3241 — / 818971, 
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НИЕ 14 (61 — 29) 
19. ха Ё ду — а; Е 
Ма -Р уе Узу шурия=? 
20. м — 7; 2249. 21. 2—9"; 17—94. При какомъ соотно- 
шен1и междури 4 числа 5 и у ращональны? 
Уг--Уу 5 Угу 5 
К = 


22. х =; д. 


Е _ Уж 
оз. (у) о. 
24. чм —- 47; МР — 09; и --Ь: ий — с. 
9 _ рту УЕ МУЕя 
25. \ а-- Уж -Е2 9 (#--у)— 19 (#—9) 
4-1 Узи 9 = — Эду. 


ее 


зу, 


. |Ма=жа=я)? и 
о ОИЕИРЕ® 
\(/а — 21) (1 — 91) — Уж. 


27. 42-3 =; 9+1 — ут+8, 2—1 — уз. 

28. Резервуаръ ёмкостью въ 1000 литровъ наполняется водою изъ крана, дающаго 
въ течевли 1-го часа 3 литра, въ течени 2-го—6 литр., въ теченщи 3-го—12 п. ит. д. 
Отверсте въ днф резервуара выпускаетъ 1 л. въ первый часъ, 2 л. во второй, 4 1. 


въ треЙ и т. д. По прошестви сколъкихь часовъ бассейнъ, вначал® пустой, будетъ 
наполненъ? 


29. Воздушный шаръ падаеть съ высоты 5000 метровъ, проходя посл ховательно 
4, 16, 64,... метровъ въ первую, вторую. третью,... минуты. Чрезъ сколько минутъ 
онъ опустится? 


30. Изь бочки, содержащей & литровъ вина, отливають 6 литровъ, замфняя ихъ 
столькими же литрами воды. Изъ полученной см$си отливають енова © хитровъ, за- 
м$фняя ихъ 6 литрами воды, и т. д. Операшя повторяется ® разъ. Спрашивается: 
каково будетъ посл этого отношен!е количества воды въ колич. вина? Сколько разъ 


нужно повторить сказавную операцю, чтобы ко4ичества вина и воды сдфлались 
равными? 


Числовое приложене: & — 100; 6—1; ®= 50. 
31. Зная, что 3092-59 Уу=1, найти шипа функши 225 у. 


32. Доказать, что если (х-|- 1)(у-|- 1(2-- 1) = С008., то выражеше а“Ъ\сг полу- 
чаеть мивимальное звачене при услови а7+1— 691 — 62+1. 


33. Во что обратится капиталъ 5680 р., помфщенный на схожвые °/) по 5 со ста, 
по истечени 18 яфтт? 


34. Во что обратитея сумма 7300 р., при сложныхъ /‹ по 5,5 со ста, въ 6 яЪть 
8 мфенн. и 10 дней? 


35. Какой капиталь нужно помфстить на сложные /,, по 4 /,, чтобы по про- 
ществ!и 21 года образовалась сумма 40324 р. 


36. Какой капиталь нужно помфстить въ банкъ, чтобы при сложныхь %/ по 4,5 
составилась въ 9 л. 8 м. сумма 72680 р. 
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37. Во сколько хФть капиталь 5435 р., при сложныхъ , по 5 со ста, обра- 
тится въ 12840 р. 


38. Въ какое время капиталь, помфщевный на сложные 0%, считая по 5%, 
утроивается, пфлагая, что проценты капитализаруются каждые 6 мфелцевъ. 


39. При вакнхъ процентахъ 20000 р. въ 181, лфтъ обращаются въ 48734 р. 04 к. 


40. Населен1е страны въ настоящее премя достигаетъ 14528740 чел. Найдено, 


; 1 > . 
что въ течении года оно возрастаетъ на 500 той величины, какую оно имЪло въ на- 


чал$ этого года. Принимая, что законъ этотъ имфетъь мфето и въ будущемъ, каково 
будетъ населев1е черезъь 20 лётъ? 


41. Когда Таковъ прибылъ нь Египеть, его семья состояла изъ 70 лиць. Спустя 
430 лЪть евреи вышли изъ Египта въ количеств 660000. Насколько “/, возрастало 
ежегодно потомство патр1арха, если допустить, что на 1000 челов въ умирало въ годъ, 
среднимъ числомъ, 25 человЪкъ? 


42. Курильщикъ, вазавций курить, когда ему пошелъ 18-й годъ, издерживаетъ 
на табакъ еженедЪльно по 1 р. 80 к. Еелибы, бросивъ эту привычку, овъ по исте- 
чен1и 18 лфтъ своей жизни, помЪстилъь сумму равную расходу на табакъ, въ сбере- 
гательную кассу, платящую 4%. и продолжаль такъ поступать въ конц каждаго 
слфдующаго года, то сколько ныЪфль бы, когда ему исполнится 60 дЪтъ? 


43. Н%кто положиль въ банкъ 31 декабря 1874 г. капиталь 2800 р. на сложные 
9/, по 4 въ гогъ. Въ конц декабря каждаго сз$дующаго года онъ прибавлялъ по 
450 р. Какая сумма наконится въ концф декабря 1887 года? 


44. Помфщая въ банкъ посл$довательно, изъ году въ годъ, въ течен1и 25 лЪть, 
по 1150 р., по внесении послФдняго вклада составили капиталь 50000 р. Сколько 
, приносиль капиталъ? 

45. Какой заемъ м. б. погашенъ 34 ежегодиыми уплатами по 1500 р., при 4,5%, 


если первая уплата вносится черезъ тодъь послВ займа? 


46. Какова срочная уплата, нообходимая для погашен!1я займа въ 50000 р., если 


число уплатъь—25, проценты = 4, и первая уплата вносится черезь тодъ послЪ 
займа? 


47. НЪкто помфстиль въ банкъ капиталь а на сложные , дающе х на рубль 
въ годъ. Ежегодно онъ издерживаетъь прибыль съ а рублей и еще 6 руб. Черезъ 
сколько лФтЪ это лицо раззорится? 


Числовой примърз: а — 100000 р.; 6 — 900; х—= 0,05. 


48. Нфкто занялъ 18000 р. по 4,5) и уплачиваетъь, для поташен!я долга, 
въ вконцф каждато года 10%/, занятаго капитала. Черезъ сколько лФтъ долгъ будетъ 
погашенъ и каковъ будеть остатокъ долга? 


49. Изь двухъ капиталовъ одинъ больше другато на 393 р. Меньний привосить 
БУ. больший 31. Каковы эти капиталы, если по истечени 40 афть мевышй 
дфлается вдвое больше другаго? 


50. Продается домъ. А предлагаеть за него 30000 р. наличными; `В даеть 35000, 
еъ условемъ упзатить черезь 3 года; С предлатаетъь 33000 съ усломемъ выплатить 
тремя равными суммами, вносямыми въ началЪ каждаго года, начиная съ настоящаго 
времеви. Которое предложеве выгодн$е, и насколько? 


51. Въ начал 1879 года трое братьевъ начали вносить, каждый по 5 коп., 


черезь каждые 7 дней, начиная съ 7-го анваря, въ сберегательную кассу, платящую 
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4% по текущему счету, начиная съ сл$дующаго дня послф калждаго вклада. Пред- 
полагая, что касса капитализируетъь сбережен1е дЪтей только въ концф каждато года, 
сколько вс$ они выфст$ получили бы въ кондЪ 1882 года? 


52. Отець семейства, 32 лфхь отъ роду, покупаетъ у компани застраховашя 
жизни полисъ, обезцечнваюцщий его дфтамь уплату въ 50000 р., по его смерти, платя 
ежегодную премю въ 1280 р. Онъ умнраетъ тотчасъ по внесев1и 27-го вклада. Если 
проценты составляютъ 4 на сто, сиршивается: понесла-ли компан1я убытокъ, или 
осталась въ выигрыш? | 


53. Купець, расчетывал вести дфла еще 18 лфтъ, помфщаеть въ конц каждаго 
года 800 р. на сложные М. Въ течев!и сколькихъ лфтъ, начиная съ конца 19-го 
года, можеть онъ пользоваться ежегодною рентою въ 3000 р.. взамфнъ накопленнаго 
капитала? Проценты — 4,5. 

54. Фабриканть устанавливаетъь въ своихь мастерскихъ машины, стоющля ему 
16000 р. и требующшля, слустя годъ послЪ установки, ежегодвыхъ издержекъ на ре- 
монтъ по 120 р. На какую сумму долженъ онъ ежегодно увеличить издержки на про- 
изводетво для погашеня расхода на машины, полагая, что овф продержатся 20 лЪть? 
Сложные проценты — 5. 


55. Изъ участка лЪса, содержащаго въ началЪ 10000 куб. саж. хровъ, причемь 
ежегодный прирость простирается до 5%, вырубаютъ въ концф каждаго года 800 
куб. саж. Сколько кубич. саж. останется въ этомъ участкЪ черезь 10 ат. 


56. Населене города равно 800000 душъ. Ежегодно прибываетъь 2000 лицъ, 
вел детве чего населене, кавъ старое такъ и новое, увеличивается среднимъ чнеломъ 
на 20/ въ годъ. Какой величины достигнетъь насене черезъ 15 яфтъ? 

57. Отець семейства внесъ 1 янв. 1854 р. нфкоторую сумму въ сберегательную 
кассу, платяшую 41/5, въ годъ, и капитализироваль прибыль 31 декабря. Въ начал 
каждаго слфдующаго года онъ прибавляетъ по 200 р. къ начальному капиталу. Одф- 
лавъ вкладь 1 янв. 1880 г., онъ становится обладателемъ капитала, который дасть 
ему въ течени слФдующихь 20 л5ть ежегодную ренту въ 2500 р. Каковъ быль перво- 
началъно внесенный капиталъ? 

58. НФкто, надфясь прожить еще 50 лфтъ, помфстиль въ банкъ на 4. капи“ 
талъ въ 1983 р. 42 к., къ которому предполагаеть ежегодно прибавлять по 360 р. 
столько лфтъ, чтобы остальную жизнь пользоваться ежегодной рентой въ 2700 р 
Сколько дЪтъ оиъ долженъ дфлать ежегодные вклады? 

59. НЪьго, умирая, завфщаль все свое имущество родному городу, съ условемъ, 
чтобы послфдый приняль на себя ва в$чныя времена обязательство выдавать еже- 
тодно 1200 р. на воспитан1е б$днымъ. Городъ, принявъ это насл$детво, внесъ въ за- 
мфнъ его вь кредитное учрежден!е сумму 30000 р., считая ее равносильною зав$- 
шанному наса$детву. Бо сколько / считались доходы? 

60. А положилъ на сложные /› капиталь 100000 р., и беретъ ежегодно по 7000 р. 
В, внеся въ банкъ 10000 р., ежегодно прибавяяетъ по 700 р. Черезъ сколько лёть 
капиталы сравняются, и какой цифры достигнуть? Прнценты == 45/. 

61. Ежегодная рента въ 600 р., уплачиваемая въ конц года въ течен!и 20 лфть, 
должна быть замфнена другою, на 95 лёть, уплачиваемою въ коннЪ каждой четверти 
года. Какой цифры хдостигаетъь новая рента, если проценты для той и другой равны 4. 

62. Занятъ вкациталь А по 5% (слож.). Какова д. б. срочная уплата, чтобы по 


: А 
истечен1и 5 ть доль сдфлалея равенъ 5 
68. НЪкто, обязавшись сдфлаль уплату въ 10 сроковъ по а руб., н произвести 


первую уплату черезъ годъ, а слфдуюцйя изъ голу въ годъ, предлагаеть вмЪето этого 


34" 


коня 5 
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едфлать уплату въ 5 сроковъ, по х руб. каждый разъ, причемъ первая уплата должна 
имфть мфето по истечени года, остальныя же изъ году въ годъ. Годовые сложные 
°,,—=1. Какова должна быть сумма 22 

64. НЪкто помфетиль на сложные проценты, по 4/,, капиталь 18000 р., вынуль 
его съ прибылью черезъ 4 года 7 мфс. 20 дней, и на вырученныя деньги купилъ 
облигашй по вуреу 285 р. Каждая облигац1я давала 15 р. ренты; сверхъ того онъ 
заплатихь пошлины 0,2 р. и куртажныхь денегь по 1/3 р. на 100 р. употребленнаго 
капитала. Какой цифры достнгаеть ежегодная рента? 

65. Сумма 180000 р., помфщенная на сложные ‘/› въ чечензи 2 л. 7 м%е. 15 дней, 
обратилась въ 209832 р. 30 к. Найти проценты, зная, что они выражаются цфлымъ 
числомъ. 

66. Долгъь можеть быть погашенъ въ 12 яЬть ежегодными уплатами въ 1000 р. 
при 4,75% въ годъ. Должникъ предлатаеть кредитору уплатить долгь взносами 
въ 500 р., уплачиваемыми въ шестимфсячные сроки, по 2.% въ 6 м5сяцевь. Мо- 
жеть-ли кредиторъ согласиться на это услов!е? 

67. Черезь каждые 3 м$сяца вносится въ банкъ по 100 р. на 5% въ годъ, и 
проценты капитаХизируются каждые 3 месяца. Какую сумму дояженъ выдать банкъ 
черезъ 10 лфть посл$ перваго вклада, т. е. черезъ 3 мЪеяца посл% 4-го и посл днаго 
вклада? : 

Начиная съ этого времени, какую сумму долженъ бы быль выплачиваль банкъ 
вкладчику черезь каждые 6 мфсяцевъ, чтобы долгъь былъ погашенъ по истечен!и 
вовыхъь 60 лфть, полагая, что 5 капитализируются въ этомъ случаЪ каждое 
полугод1е? 

68. Требуется черезь р%ку перекинуть мостъ. Если построить деревянный мостъ, 
онъ будетъ стоить только 40000 р., зато его нужно будетъ возобновлять черезъ каж- 
дые 30 лёть. Если же соорудить каменный мость, то онъ обойдется въ 120000, но 
его можно считать вФчнымъ. Которая изъ этихъ построекъ эковомичнфе, если капи- 
таль для той, или другой постройки завать по 5/, и ддлженъ быть погашенъ срочными 
уплатами, вносимыми въ конц важдаго года и разероченными на все время суще- 
ствован!я моста. 

69. Н$кто ежегодно помфщаеть въ банкъ по ® рублей, въ течейи я лЫтъ, 
съ условемъ, чтобы банкъ уплачиваль ему ежегодно по а руб. въ продолжени ел%- 
дующихь 2и лфтъ. При какой срочной уплал% сдфлка можеть имфть мфсто, считая 
сложные проценты. Каково должно быть ® для того, чтобы срочная уплата по мень- 
шей м$рЪ равнялась сумм 4? 

858. Историческое примфчане. —Еще въ 1544 г. Михаиль Отифель даль, 
въ изкоторомъ родф, теортю логариемовъ; однакоже изъ своего открытая онъ не сд$- 
лаль примзнен!я къ упрощеню вычислен!й. ПоздиЪе, хордъ Джонь Неперъ, шотланл- 
сый баронъ, примфнихь теор1ю логариемовъ къ практикф вычислен1й, опубликовавъ 
свое отврыте въ 1614 г. въ сочинени Ме! 1огагИйтогаш сапою15 езсирио. Но 
онъ приняль для своихъ логариемовь основане (е — 2,71898...), неудобное для вы- 
численй надъ числами десятичной системы нумераши. Его другъ Брииз, лондонсюй 
профессоръ, устраниль этоть недостатокъ, взявъ за основав1е системы логариемовъ 
число 10, по указаню самого Непера.—Теор1я логариемовъ въ той форм, какъ она 
изложена у насъ, дана Эйлеромь въ 1748 г. 


ОТДЪЪЛЪ ШЕСТОЙ. 


НЕПРЕРЫВНЫЯ ДРОБИ, 


ГУГАВА ТТ. 


Опредфлене,—Происхожден!е непрерывныхь дробей.—Свойства приближен. -—Пер1- 
одичесыя непрерывныя дроби.--Приложешя.—Задачи. 


859. Непрерывною дробью наз. выражене, состоящее изъ цфлаго числа 
(которое, въ частности, м. б. нулемъ), сложеннаго съ дробью. у которой зна- 
менатель есть опять цфлое съ дробью, ит. д.; однимъ словомъ, выражен!е вида 

ъ 
а - са 
ЕР аа 
Элементарная алгебра изучаеть частный видъ такихъ дробей, у которыхъ 


числители 6, 4,... равны -- 1, а знаменатели с, е,... суть цфлыя положитель- 
ныя числа; именно 


1 
+ 
= 
т ре ы 
т. 1 
Количества а, 6, с,... наз. неполными частными; дроби а 


членами или звеньями непрерывной дроби. Если число членовъ ограниченно. 
дробь наз. хонечною; при неограниченномъ числ членовъ, она наз. безконечною. 
Сокращенно непрерывную дробь пяшутъ въ вид: 


а Ве... | ии | а е....| 
860, Происхождеше непрерывныхъ дробей. — Этого рода дроби совершенно 
натурально являютея въ анализ. Въ самомъ д$дЪ, вообразимъ н®которое ко- 
личество х, соизм®римое или несоизм$римое; оно необходимо содержится между 
двумя послёдовательными цфлыми числами: @, и а. -- 1. Слёд, можно положить 


2=и-,....-() 
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вели ^`>1. Изъ равенства (1) выводимъ 


1 
&, — о 
д— а 


Количество 


‚› также содержится между двумя послФковательными ц%- 
лыми числами а, иа,--1, гдф а, по меньшей мфр равно 1, что яено изъ 
(1). Такимъ образомъ можно написать 
я — & - =, з 
ГД 2, >1. Продолжая такимъ образомъ, имфемъ пля опредфленя х Формулу 
1 
=а-——- 
а -|- . 
ее 
&-.. 


Это— непрерывная дробь въ вышеуказанномъ тфеномъ и обычномъ смысл 
слова; а, а,, а.,..-..-— числа цфлыя и положительныя; изъ нихъ одно только 
а, м. 0. нулемъ, когда х < 1. 


861. Творвмд. Бсякая конечная непрерывная дробь представляете 
нкоторое соизмтримое число. 


ы 1 
Пусть х=а-- в 
а -- а Е 4 
. Е -- Е 
а ? 
отеюда 
1 1 
д—а о аз 1 
а 


Перенося а, въ лфвую часть равенства, находимъ 


1 
арх ыы — а. ВЯ 
1 аа — хх О 1 
Е 
Продолжая такимъ же образомъ, будемъ получать въ лфвой части всегда 
частное двухъ линейныхъ относительно х выраженй. Наконецъ, получимъ 


«& +В р 
хх -+ В’ ше: 
откуда 
аа РЕ 
< — аъ 


количество соизмфримое ‘не равное ни 0, ни ос, ибо х содержится между а, 
на |1). 


862. ТЕорРЕМА ОБРАТНАЯ. Всякое соизмьъримое число можетз 
быть представлено подз видомъ конечной непрерывной дроби. 
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а 
Ъ ы 
между собою, числа; и пусть, во-первыхъ, будеть а>6. Совершая дёлен!е, 
указываемое дробью, получаемъ въ частномъ 4, и въ оетатЕЪ 7; такъ-что 


< 
ВЕРЬ Яо 


) 


. В 
совершая дёлен!е г (пуеть частное —=0., остатокъ 7.) находимъ 


Пусть данное соизмримое число будетъ т а и В — цфлыя, первыя 


Продолжая такимъ же образомъ дале, самымъ ходомъ дфйстыя мы вынуж- 
дены выполнять надъ «и 6 тая же дЪйствя, кая пришлось бы совершать 
надъ этими числами при нахожден!и ихъ о. н. д.; и какъ аиф-— числа первыя 
между собою, то необходимо дойдемъ до остатка х,==1. Такимъ образомъ дЪй- 
ств!е закончится, и получитея конечная непрерывная дробь 


а 1 
= + 


[#1 ров РАЕН 
"Ты. 1 
-1 


о а, 


а 
Если а<ЪЬ, и дробь $ — правальная, то, раздъливъь оба ея числа на а, 


та 


находимъ 


Гд% “ развертываетея, по предыдущему, въ конечную непрерывную дробь. 


863. Теорема. — Развертыванае соизмъримало числа в5 непрерив- 
ную дробъ возможно единственнымз способом. | 

Пусть предложенное число будеть 2, и пусть, по обращени въ непрерыв- 
ную дробь вышеуказаннымъ способомъ, оно даетъ результатъ 


а баке (1) 
Допустимъ, что какимъ-либо инымъ способомъ оказалось возможнымъ найти 
для д другое разложене въ непрерывную дробь 


#—| а, а, а;,... 


2=|4, 4, 3...) а | Вы . (2) 
Локажемъ, что оба результата тождественны. Равенство (1) доказываетъ, 
что х содержится между двумя послФдовательными цфлыми числами а, ис, -|- 1; 
равенство (2) доказываетъ, что х заключается между двумя послфдовательными 
цлыми числами о, ис, -|-1. Сближая эти два заключен1я, видимъ, что @, —=%.. 
Затфиъ, равенства (1) и (2) можно представить такъ: 


. —=| а, а а» - 
д т ра 


бы | 
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Разсуждая какъ выше указано, выводимъ, что а, =&,. 
Такимъ же образомъ найдемъ, что а; =@; ит. д. 


864. Приблищеня или подходящя дроби.——Соединен!е н®сколькихъ членовъ 
непрерывной дроби 


&=0, |4, а, @,....@,....| 
со включенщемъ всегда цфлой части, т. ве. выраженйя 
а. 1 1 . 
Е, ГЕ 1’ 
а 
предетавляющ!я величину непрер. дроби х приближенно, называются юриближюе- 


ями или подходящими дробями. Займемея изучешемъ свойствъ этихъ вели- 
ЧИНЪ. 


865. 1. Законь составленя приближенай. —Первое приближен! получимъ, 
сохранивъ только цфлую часть, и отбросивъ дробную часть непрерывной дроби; 


5 [2 
такимъ образомъ лервое приближенле =т. 


: 1 
Второе приближене найдемъ, придавъ къ а, дробь 2. и отвинувъ все 
2 


. 1 а а 1 
остальное; второе приближеще будетъ, поэтому: а, Е. › или Е, 
2 2 


Третье приближенае получается изъ втораго прибавленемъ къ его знаме- 


1. : 
нателю звена __; поэтому 3-е приближене будетъ 
3 


: | 
т ды __ в (НО -- а (ме -- Па Ра° 
ре -— аз аз--1 — аа: 1 


Замфчаемъ, что числитель этого приближен!я получается умноженемт, числи- 
теля а, а, --1 предшествующаго приближен!я на неполное частное а, составляе- 
маго, и приданемъ въ произведеню числителя а, предпредыдущаго приближения. 
Точно такъ же знаменатель 3-го прибл. получается умножешемъ знаменателя 
предшествующаго прибл. на неполное частное составляемаго и прибавлевемъ 
къ этому произведеню знаменателя предпредыдущаго приближеня. Докажемъ, 


что законъ этоть имфеть м%ето дия составленя приближеня какого угодно 
порядка. Пусть будуть 


ь) 
РФвВ 5 
=) —% — И ых 
р’ № у 
ыы * О 
четыре рядомъ стояшйя приближеня; х-— неполное частное, соотв тствующее 
. В РВ: 

приближен!ю д’ и 5—соотвфтетвующее приближеню = Допустивъ, что за- 
конъ, замфченный нами на третьемъ приближени, справедливъ для прибли- 

‚ В В 
жешя 5.) докажемь, что онъ будеть имфть м%есто и для приближеня =. 
По допущеню, имфемъ: 


В _ ЕР 
ОР”. . (1) 
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Для образованя слфдующаго приближен!я, зам няемъ въ (1) х биномомъ 
1 
г -- -; ; НаХоДИмЪ 


З _ 9 (7+3 5) +в Че ЕЮ  бЕз®, 
я Па ть Чу РЗ ЕР О 


т 8 _ №49. 
Вз- ©, 

Доказано, что если законф справедливъ для какихъ-либо трехъ посл®дова- 
тельныхъ приближен, онъ справедливъ и для слфдующаго приближения. Не- 
посредственнымъ составлешемъ приближенй мы убфдились въ справедливости 
закона для третьяго приближеня, слфд., по доказанному, онъ вфренъ и для 
четвертаго; будучи вфренъ для четвертаго приближеня, онъ вфренъ и для 
пятаго; и т. д.; общность закона такимъ образомъ доказана. Итакъ: для состав- 
леная приближеня какою уюдно порядка, нужно умножить оба члена прод- 
мествующело приближенля на неполное частное составляемаю, и кь произ- 


ведещямь прибавить соотвътственно члены приближеня, стоящоло двумя 
порядками ниже. 


ПрРим$РЪ.— Пусть имфемъ непрерывную дробь 
А В РА 


. 0 1 
1-е приближене — т} второе = 55; для составлешя слфдующихь поету- 


паемъ такъ: дФлаютъ столько т 


Е 7. 114] 2 

011 и ЩЕ 
136253 989 549/331 33668563 
сколько сл$дуеть составить приближев1й. причемъ въ первыхъ двухъ гразахъ 
помфщаютъ 1-е и 2-е приближеня, а въ затоловкахъ сл®дующихъ грахъ— не- 
полныя частныя 3-го, 4-го,.... приближешй. Для составленя какого-либо 
приближен!я остается, слФдуя правилу, помножить числит. и знам. предыдущаго 
приближен!я на циеру, стоящую въ заголовк® составляемой дроби, и къ произ- 
ведентямъ прибавить соотвЪтетвенно числвтеля и знаменателя приближен1я, двумя 
порядками ниже составляемаго. Такимъ образомъ, для третьяго приближеня 


ди --о 7 . ТА 8 
находимъ —— зет--т’ или 5-3; АЛЯ 4-го : 95814-36 * ИЛИ 539 


Примпчаняе.— ели данная непрерывная дробь не имфетъ цфлой части, то 


. 0 
за первое приближен!е берутъ ый 


866. П. Приближетя четнаю порядка — больше, а нечетнолю — меньше 
величины непрерывной дроби. 
Пуеть дана непрерывная дробь 


1 
я=а ыы 
Е 


‚ит. д. 


“ЧР а.. 
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а 


1 
- › Очевидно, меньше 2 ва —_— 


а. 


: 1 1 
Второе приближене а, -|- — больше ж; ибо знаменатель а, проби — меньше 
а @ 


Первое приближене 


1 
м: ‚о СА. дробь м5. ‚_.› а потому аа >=. 


1 
Третье приближен!е а, р. —- Г ОПЯТЬ меньше 2; тавъ какъ кробь -—, 
"3 


“На 


1 1 
придаваемая здфсь къ знаменателю а, дроби -_› больше 
з 


— ; а ш- 


Ра 


1 1 
тому знаменатель а. -- — больше настоящаго, а дробь —- т менфе настоящей, 
$ 
#2 ых 
та 
1 
потому иа | — Рей: И т. д. 
а, В р 


867. Е Е непрерывной дроби содерэюится между каж- 
дыми двумя смежными приближетями. 

Въ самомъ дЪл, веф приближеня четнаго порядка— больше, а нечетнаго— 
меньше величины непрерывной дроби; а какъ изъ двухъ смежныхъ приближен!й 
одно-четнаго, а другое— нечетнаго пор., то очевидно, что величина непрерывной 
дроби заключается между ними. 


868. Ш. Разность между двумя смежными приближемями вседа 
равна-= 1, раздъленной на произведеще ихь знаменателей. 


оо 
а 
частное, ви и 
По закону составлен!е приближешй 
Все. 
В б-р 
Вычтя первое изъ втораго, имфемъ 
в РО 


Пусть будуть В. ТРИ смежныя приближеня, и т — неполное 


[а ТЫ рае 0’ р’ у (1) 
Вычтя второе изъ третьяго: 
В 9 ЧР 9 Р-Р _ —(0-29) — . (2) 
Е © бир 9 90 ЕР 9 _ 


Сравнивая 06% разности, зам чаемъ, что знаменатель каждой изъ нихъ есть 
произведен!е знаменателей соотвфтетвующихъ праближенй; числители же ихъ равны 
по абсолютной величин, но противоположны по знаку. Изъ равенства абсолют- 
ныхъ величинъ числителей всфхъ разностей слФдуетъ, что для ихъ опредЪленя 
можно взять нва как!я угодно смежныя приближен!1я. Такъ, вычитая изъ втораго 
первое, находимъ 

не 


в 1 >. а 


— 491 — р 


отсюда заключаемъ, что абс. велич. чнелителей вефхъ разностей равна 1; знакъ- 
же, очевидно, будеть (--), когда изъ приближен!я четнаго порядка вычитаемъ 
приближев!е порядка нечетнаго (ибо первое больше втораго), и (—) въ против- 
номъ случаЪ. Такимъ образомъ 


И 
В’ ГАГА : 


869. ГУ. Предьль разности между непрерывною дробъю и однимь изъ 
приближений. 


Такъ какъ величина непрерывной дроби заключается между двумя смежными 


са 
приближенями, напр. он >.» То очевидно, разность между величиною х этой 
.. © В 
дроби и однимъ изъ приближенй: ИЯ ИЛИ Е’ по абсолютной величин% меньше 


1 : 
сл» з Тавъ-9т0, взявъ вм%сто истинной величины непрерывной дроби приближене 
су, › 


о, можемь быть увфрены, что оеибка, которую мы при этомъ ифлаемъ, 


меньше единицы, раздъленной на произведене знаменателей взятаю прибли- 
женя и непосредственно за нимь слъдующагю. 


ПримърРъ. — Непрерывная дробь 
&=0 |2, 11, 2, 1, 10 | 


] 363 
имфень приближен: ты, 28, 84 


1’2? 23? 48’71’ 758. 


Взавъ выфето истинной величины непр. дроби, наприм., ея третье при- 


1 1 
ближене, дфлаемъ погр®шность, меньшую 48.55 ° Т- ®- 1604 


‚© 
Еслибы мы пожелали имфть предълъ погрЬшноети приближеня о’ невы- 
числяя знаменателя слфдующаго приближения, то достаточно взять въ соображе- 


: 1 1 
816, ЧТО и, — = = т = КЪ-что наименьшая величина коли- 
ав ОР ШИМ 


чества В’ р ’-НР’, чаще же больше этой суммы. Такимъ образомъ дробь 
1 


® 1 
а , —7з И подавно 
9’ Ев) = < а слфдов. ошибка приближения 2; д’ меньшая ОЕ’ И ЦОД 
меньше 9<@ т : таковъ второй, болфе грубый, предфль погрёшноети при- 
9 
ближен! . 
Я 9 


Еели бы въ знаменатель дроби мы откинули слагаемое [” 
пробы тр) ь | 


этимъ уменьшили бы знаменателя; сл%и. вх вы Заключаемъ, что и 
У ’ (А 9-9) , 


то 
дробь ба можеть также одужать предфломъ погрЬшноеги приближен!я 


9. 
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Итакъ, для опредфленя погрёшности приближен!я ы служатъ предвлы 
9 1 9 1 оорОр. 
1. поля 2. А; —^<-. 
ч<ок’ ^^ ооо 9 
Примфняя второй предфхъ къ приближеню 5 имжемъ: 
11 1 
83 < 283-29)’ И" 595. 
Формула для третьяго предфла даетъ 
Па 1 
я — 55 < 552’ т. в. 59° 
870. У. Всякое приближеще есть дробь несократимая. Въ самомъ дЪл%, 
пусть чиел. и знам. приближения г) имфютъ общаго множителя А, отличнаго отъ 
1, такъ-что Р= р, Р’= р’. Есяи с есть слФдующее приближен!е, то 


РЕ РО, откуда ОР’ — (Р===1. 


Подставляя сюда вм\сто Р и Р’ соотвфтетвенно р и #’, находимъ: 
2’, — 20’/—===1, и сад. р’0 == ‚› Т. е. что разность двухъ 


цфлыхь чиселъ равна правильной дроби:результатъ невозможный; сл. невозможно 
и предположене, что Ри Р’ имютъ общаго множителя. 


871. УТ. Всякое приближене ближе подходить къ величинь непрерывной 


дроби, нежели ему предшествующее. Пусть -. Ня И г будуть три, рядом 
отоящия, приближеня непрерывной дроби 
ВЕ ба: ‚ @и. ал @р, | 


й т — неполное частпое послфдняго изъ нихъ. Имфемъ 


В _ ФР. 
В’ и т НР” 
Если въ это выражен!е вуфето ж подставимъ 
ы — С 
п ЕЕ 
Е 


то получимъ точную величину дроби х. Обозначивъ (1) буквою у, и зам тивъ, 
что у>1, ибо наименьшая величина 7ж есть 1, найдемъ, что 


ит ЗУ ЕР . 
Чу Р”. 
: Р 
Намъ нужно доказать, что разность между х и приближенемъ р’? по 


9 


абсол. велич., больше разности между х и сл6дующимъ приближенемъ о. 
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Составимъ эти разности: 
1) и а ЧУТР _Р _ (6 — Ру , 
Р’ УР Ро Р(ФУ-Р) 
акакъ Р’) — Р0’—=-=1, то 


Вы 
РР РФУу-Р’) 

ЕР. бе 20 
9 ЧУ ©  9(ЧУР) 9 УР) 

Отсюда выводимъ абеолютную величину отношевшя А,:А,; именно 

АА 9.0. 

Такъ какъ у>1, а (4’>Р” (по закону составлешя приближен), то 

90’ Р’, а потому и А, >Д,, что и требовалось доказать. 


—=А.. 


2) #— —=А.. 


872. Сльдств1е. —Приближен!я четнаго порядка в6Ъ больше непр. дроби 
д, а нечетнаго — вс$ меньше вя. Но каждое послВдующее прибл. подходить 
къ величинВ иенр. дроби ближе предыдущаго, то 1-е, 3-е, 5-6,.... т.е. 
приближешя нечетнаю порядка, хотя воегуа остаются меньше х, но прибяи- 
жаась болЪе и 60156 къ х, предетавляють рядъ возрастающихь чивелъ. При- 
бляженя чежнаю порядка (2-е, 4-е. 6-е,. . .), оставаясь больше 2 и прибаи- 
жаясь болЪе и бояЪе къ 2, составляютъ рядъ убывающихь чиселъ. Общимъ же 
предъломъ тьхъ и другихъ служить сама непр. дробь. 


873. УП. Всякое приближеще подходить жь величинь непрерывной дроби 
ближе всякой друюй дроби съ меньшими членами. 


Е : : . 
Пусть г будетъ одно изъ приближен непрерывной дроби 2; надо дока- 
зать, что не существуеть никакой иной дроби, которая, им$я меныше члены, 


Р Р 
чвиъ р’, подходила бы въ 2 ближе, нежели 57. 


А. 
Въ самомъ дълф, донустимъ, что существуетъь несократимая дробь о - 


Р 
ражающая величину х точнфе, чБмъ рой вмфетв съ тфиъ имфющая члены 


Ы- 


меньше, чёмъ взятое приближен!е; и посмотримъ, къ чему поведетъь это допу- 


. А. . 
щене. Во первыхъ, ясно, что дробь 5 вн. б. ви однимъ изъ приближений 


Р 
предшествующих дроби -‚, ибо посддняя, по доказанному, ближе лежитъ 


: : А 
къ х, чфиъ веб предыдуная приближейя, а — ‚, по допущению, лежитъ къ х 


В 


А 
— не можеть быть ни однимъ изъ прибли- 


Р 
еще ближе, чмъ —,- ЗатЬмъ, В 


р’ 


ибо эти приближен, хотя и лежать ближе къ х 


, Р 
женй, сл5дующихъ за т; 


‚ ` А Р 
(какъ и дробь $), чфмъ >,» Но выражаются большими членами, нежели эта 
посаЪдняя дробь (по закону составлен1я приближен), между тфмъ, какъ члены 


к 
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А : Р И б А 
дроби в › по убловю, меньше членовъ дроби -ь7` Итавъ, у ждаемея, что з 


не м. б. ни однимъ изъ приближевй. 


Х 
—;— ему предше- 


Р . 
Пусть, дал%е, р” веть приближев1е четнаго порядка, и © 


ствующее; очевидно 


Х 
БО << Р’ 
кя 
о Е АА оба р 
Е 
————м—ы——ы—ыы——-— 
Х А Р 
7 пространство для В р’ 


Такъ какъ всякое приближен!е выражаеть величину непрерывной дроби 


Р х 
точнфе предшествующаго, то у —2< 2 — —. ‚ что начертежЪ указано тФмъ, 


что промежутокъ СЕ (Е м$Фето непрер. дроби 2) больше ЕР. 


А Р 
Пусть 5 выражаеть величину 2 точнфе, нежели 5;›а потому и подавно 


х А 
точнфе, нежели 5 слЪд дробь ит должна лежать гд% нибудь или въ проме- 


Р Х 
жуткф между хи >, , или въ промежуткЪ между хи 5 › а слфд. непремфнно — 


Р М 
между у и д’ такъ что 


Х 
а, А и 
Ро вом’ ви ру >в 
1 АМ’— ВХ . аа 
БРАТВА, она В> Р(АХ — ВМ. 


Выражевше въ скобкахъ есть число цфлое, неравное нулю: цфлое- потому, 
что А, №, Ви М числа цзлыя; неравное нуяю— потому, что изъ довущен!я 


‚ ые : АМ 
АМ’ — ВМ —=0 вышло бы: в=х, 


Такимъ образомъ, наименьшая величина скобокъ равна 1, а потому ВР. 1, 


чего, по доказанному, быть не можетъ. 


или ВР’, т. в. чтобы дробь т выражала величину непрерывной дроби точ- 


Р 
р’ з 
нателя разсматриваемаго приближеня. 


нфе приближен!я надо, чтобы знаменатель этой дроби былъ больше знаме- 


А М Р Р_ А Х 
Если 3 заваючается между у и от. 6. >> д › 10, раздвнивъ 


РВ ЗУМ 
1 на каждую изъ этихъ дробей, найдемъ <<; откуда 


хр м в 1 _ АХ ВМ 
О Е а. 


откуда А > Р(АХ’— ВХ); а. какь пива скобокъ равенъ 1, т0 АЗР.1 


— 4% - 


или АР; это значить, что для вынолнен!я вышесказаннаго требованйя и числи- 


тель дроби Е долженъ быть больше числителя приближен1я >. 

Такимъ образомъ доказана, что не существуетъ такой дроби, которая, имя 
простфйний видъ, чБмъ нфкоторое приближене, выражала бы величину непре- 
рывной дроби точнфе этого праближеня. 

Примъчане. Эта теорема ясно обнаруживаеть выгоды, представляемыя 
обращевемъ чиселъ въ непрерывныя дроби: послфдовательныя прябзижен1я пред- 
ставляютъ рядъ величинъ, болЪе и боле подходящихъ къ непрерывной дроби, 
и такихъ, что при извфетной степени точности, они являются выраженными 
въ наиболёе простомъ видф. ПШослфдняя теорема, является такимъ образомъ, 
одною изъ мавтьйшихь въ твори подходящихъ дробей. 


Цертодичееыя непрерывныя дроби. 


874. Опред5лене. — Пусть дана непрер. дробь 
ВЕ | аа 
ПоложивЪъ, что число » неполныхьъ частныхъ неограниченно возрастаетъ, 
раземотримъ ряды (А) и (В) 
р! Ри! ру 
о’ а’ 
ри р ру 
(В) оп ы ГАУ ° Ут ? 
изъ которыхъ въ первомъ содержатся подходящ!я кроби нечетваго, во второмъ— 
четнаго порядка. Рядъ (А) содержитъ дроби, возрастающя, но всегда меньшая 


ии 


9’; а Потому члены этого рада вифють нФкоторый предфль [. Члены ряда (В), 


й 


ыр 
убывая, но оставаясь всегда больше’, также стремятся, въ силу этого, къ 


9 
- нфкоторому предфлу /”. Легко доказать, что /==/”. Въ самомъ дЪлф, пусть & 
есть ифкоторый членъ ряда (А); Сы — представяяетъ вт, такомъ случа® соот- 
вЪтетвующий членъ ряда (В); но |. 
РВ 1 


= — › 
Он 9, ©, Вы 
1 
причемъ („я (,., идутъ неогранлченно возрастая, такъ что 9.0 "ТРемитея 
п 94и-1 


къ нулю, по мёрЪ того какъ я приближается къ со. Такимъ образомъ оба 
предфла Ги {’ равны между собою. Этотз-то обиий предъль рядовь (А) и 
(ВБ) и разсматривають какз величину безконечной непрерывной дроби. 

875. Перюдическая непрерывная дробь. Когда въ безконечной непрерывной 


дроби, значене которой теперь вполнЪ опредфлено, неподныя частнвыя воснро- 
изводятея въ одномъ и томъ же неязмфвномъ порядкЪ; дробь называютъ мер- 


=„49е 


одическою. Различаютъ два ряда непрерывныхъ перюдическихъ дробей: 1) яро- 
стую перодическую дробь. 


2 | 04; Ч: буть. бабы б, уча: | 


въ которой р первыхъ неполныхъ частныхъ повторяются въ одномъ и томъ же 
порядкЪ; 2) смюшанную пертодическую дробь 


| оо И, оао ас. | 


въ которой перодической части прекшествують чаеть неперодическая. 


876. ТЕОРЕМА ЛАГРАНЖА. Корень квадратноло уравненя съ 


соизмпримыми коэффиилэнтами разииается въ непрерывную пероди- 
ческую дребъ. 


1-й случай. Корни имюють противоположные знаки. 


Й 


Пусть уравнен!е, имфющее тае корни, освобождено отъ дробей и приведено 
КЪ ВИДУ 


Ал? -—- 285—6=0.... (1) + 

А, Ви С суть пфлыя числа, а Аи С — положительны. Если бы коэФ- 
Фищенть В не быль четнымъ числомъ, то, перем нивъ х на 2Х, могли бы раз- 
сматривать ур. въ Х. В*-- АС не есть точный квадратъ, ибо въ противномъ 
случаф ур. имфло бы корни соизмфримые, которые разлагались бы въ конечную 
непрерывную дробь. 

Разложене положительна корня.—Полагая, что вышеуказанныя условуя 
относительно коэвфищентовъ имфютъ м$ето въ ур-ви (1), разложимъ въ непре- 
рывную пробь его положительный корень 

_ —В-+ уз Аб 


д — “о... ©). 


х содержится между двумя послфдовательными цфлыми числами о, и ©, {| 1, 
такъ-что 


1 
ев се" 9 - (3). 
гд$ 2, > 1. Уравнене (1) береть видъ 


А+ =) ЕВ (в) 6=0 


Или А а 2В,  —С=0... (4) 
причемъ 

А, —=С — 2Во, — Аа. * 

В, = -—— Аа —В (5) 

С:= А 


Ур-не (4) даеть мЪсто слфлущимъ замфчанямъ: 


Коэофищенты А,, В,, С,— числа цфлыя; 
(6) { Чиа А, и С, положительны. 
В. - А,С, =В*--А6..... (7). 


Эти Формулы непосредственно показывають, что А,. В, н С, суть числа 


цфлыя и что С, — положительно. Остается показать, что А, положительно и что 
равенство (7) вЪрно. 


Во-первыхъ, А, >0. Въ самомъ дфя%, положительный корень ур-вя 1), 
заключаясь между а, иа, |{-1, заключается также между ох, и-- со. Отеюда 
очевидно, что триномъ (1) отрицателенъ при =; и потому 


Аа, -|- Вх, —6<0 
или А, > 0. 
Во-вторыхъ, Формулы (5) даютъ 
ВЕ А,6, = (В- Аз) -{- А(6 — 2Ва, — Аа), 
или, по приведении : В,*-- А, С, =В*- АС. 
Изъ этихъ замфчан и вытекаеть теорема Лагранжа. 
Въ самомъ дфлЪ, изъ ур-Ня въ 2, можно вывести ур. въ х, точно такъ, 


какъ изъ ур-ня (1) выведено (4). Продолжая такимъ образомъ, составимъ ниже- 
слЪдующЙ рядъ уравненй 


[42° -- 285 —6—=0 


и 
Ан? + ЭВ, — 0, =0 
причемъ 
1 1 
о же . мине. 
И 
С, ыы А; 
. (В) + А,б, = В®-- АС. 


Изъ посафднихъ двухъ равенствъ имфемъ соотношен!е 
— (В, -Е А, Аьа=Й... (9) 
означая буквою № цфлое положительное число В*-|- АС. Такъ какъ А„, Ака И 
В, суть цфлыя положительныя числа и сумма (В,)*-|-А,„А„а равна опредфлен- 
ному пфлому №, то А,, А„а и В,, удовлетворяющия неопреджленному ур-н1ю (9), 
могутъ быть взяты только въ конечномь числь значенй. Чиело комбинац!й изъ 
этихъ чисель, взятыхъ въ порядкЪ А,„, В», А», необходимо, конечно. А потому, 
составляя таблицу (8), непремвнно найдемъ въ ней ур-н!е А,х72-|-28В,2,—0,—0, 
тождественное съ уравнешемъ А’? --28,7, —0С,=0, ранфе полученнымт. 

Отсюда неизбфжно слфдуетъ, что вычисленшя приведуть къ повтореню, 
въ найденномъ разъ порядк®, однихъ и тбхъ же результатовъ, и яля х полу- 
чится непрерывная пер!одическая дробь. 

Разложене отрицательноло корня. —Изм®нивъ въ предложенномъ ур-ни 
х на—, получимъ ур. 

Аз? — ЭВ — 6—0. 

Разложивъ въ непрерывную дробь, указаннымъ пр!емомъ, положительный 
корень этого ур-вя и персмфнивъ знакъ въ полученномъ результат, найдемь 
разложен!е отрицательнаго корня. 
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2-й случай. — Оба корня положительны. — Пусть будетъ х — больший ко- 
рень, и пусть онъ содержится между двумя посл довательными цзлыми числами 
аиа-- 1. Пусть, затфмъ. другой корень В несодержится въ этомъ интерваял®. 
Положивъ х=а--Х, найдемъ ур. въ Х, имфющее два дЪйствительныхъ корня 
я ид”; корни же хи 8 вычислимъ по Формуламъ 

‚ а=а-Х’, В=а-Х,, 
гдё, слёд., Х’ есть положит. количество, меньшее 1; напротивъ, Х” — отрица- 
тельно. Такимъ образомъ, Х’и Х” можно разложить въ непрерывныя дроби из- 
взетнымъ премомъ. 

Въ томъ случаЪ, когда оба корня хи В содержатся между двумя посл®дова- 


тельными цфлыми числами а и а--1, числа Хи Х”— оба положительны и 
< 1. Въ этомь случав дёлаемъ подстановку 


1 
х—а —. 
РУ | 
Ур. въ у имфетъь оба корня положительные и болыше 1. Если больший 
корень этого уравневя содержатея мемду двумя послфдовательными цфлыми 


числами би 6-|-1; а другой корень <Ь то, имфемъ разсмотрённый уже слу- 
чай, Въ противномъ елучаЪ полагаемъ 


1 
У=е- 


ит. к. Непремфино дойдемъ до такого ур-н!я, которато больний корень содер- 
жится между двумя послфдовательными пфлыми числами, а другой незаключаетя 
вЪ этихъ предфлахъ. Это объясняется тъмъ, что разность между корнями о и В 
есть количество конечное, между тфмъ какъ разность двухъ послдовательныхъ ` 
подходящихъ дробей стремится къ нулю, когда число неполныхъ чаетныхъ неогра- 
ниченно возрастаетъ. Сл. невозможно, чтобы оба корня а и В, разлагаемые въ 
непрерыввыя дроби по Формуламъ 


1 1 
а, у=6 а 
имфли, неопредфлевно, одни и т же неполныя частныя. 


3-й случай. — Оба корня отрицательны. — Этотъ случай непосредственно 
вводится въ предыдущему замбною х на (— 2). 


877. ТЕОРЕМА, обратная Ларанжевой. — Если нъкоторое количество 
представляется п0дь видомь перодической непрерывной дроби, ею можно 


разсматривать какь иррацональное вида &-|- /В. 


Пусть имфемъ перюдическую непрерывную дробь 


2= |0, 0, а; а, Ч... ау а, п, ау... | (1) 
Положивъ 
У= |4, а,, ар; а, а, а; ..| (2) 
1 
имфемъ =ат-—— 
Е : 
А 
а, 9 
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ГД 2 воть непр. дробь, которой непахныя частныя суть чиела а, а,,.. а 


повторяющяея неограниченно въ однохь и томъ же порядЕЪ, сл. представляет 
НИЧТО иное какъ у, такъ-что 


у— | а,, @х,..... @» У|. 


Выполнивъ  ДЪйстыя, указанныя во второй части, находимъ, что 
она — А-В 


А ув! слЪд. 
АУу-В 
Уу— АТВ -. (3) 
Съ другой стороны 
о 
Су. 
вторая часть имфеть видъ —— бу ит слЪд. 


_ 5#— р 


0—0 


Ур-вия (3) и (4) даютъ для опредфлен!я х уравнен!е квадратное, по кр. м», 
не высшей стешени; но легко показать, что ур-е это пе ниже второй степени. 
Въ самомъ дл, еслибы ур-Ше, опредфляющее х, было ах--В=0, г а 


отлично отъ нуля, то, какъ х- конечно, имфли бы «=, и сл$д. х, бу- 


дучи соизм®римо, разлаганось бы въ конечную непрерывную дробь. Но этотъ 
результатъ противорфчитъ, съ одной стороны, положен!ю, а съ другой свойству, 
доказанному въ 8 86$. 


Приложения. 


878. Превращеше обыкновенныхъ и десятичныхъь дробей въ непрерывный. 

Когда числитель и знаменатель обыкновенной дроби выражены въ большихъ 
числахъ, удобнфе, для боле яенаго суждешя о ея величин®, обративъ ее 
въ непрерывную, составить приближен1я. Пр1емъ для обращеня простой дроба 
въ непрерывную, указанъ въ $ 862. 


6895 
в& непрерывную. 


768 
ПримърЪ. Обратить дробь ло 


Дълимъ числ. на знам., знаменателя на 1-й остатокъ, 1. й остатокъ на 2-Й 
ит. (.; двйствя эти располагаемъ такъ 


1115 | 1015 5 
76895 ВБ За 19195 пай 
ых 1913: 6184— г “ — (1 | 

| 119 


Неполныя Частныя помфщены въ верхней граоф. ИмЪемъ 
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Подходяпия дроби суть: 
3 4 63 634 3233 16799 20032 76895 


= т" ы з 


1’1’ 16’ 161’ 82 ’ 4266’ 5087’ 19597. 
* 


. 63 
Взявъ напр., за истинную величину данной дроби приближене те’ Нашли 


1 1 
16 хе 2576; ИТ. К. 


Приводимъ примфръ на превращеше десятичныхъ дробей въ непрерывныя. 


бы, что погрешность меньше 


ПримзрЪ.--Найти приближенля числа п. 


Оно содержится между двумя дробями 


ее 3141592653 Е 3141592654. 
— 109 о 109 


Развертывая ихъ въ непрерывныя дроби, находимъ, что обийя обоимъ раз- 
ложенямъ неполныя частныя суть: 3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1; такъ-что 
ТЕ. № 20а: 
Отеюда имфемъ слфдующ!я подходяния дроби къ т: 
3. 22, 333, 355 103993. 
1 , 106} 113} 33102 
Таковы простЬйшия значеня т; изъ нихъ второе приписываютъ Архимеду, 
третье —Риварду, четвертое — Адуфану Мешю. 
879. Разложене ирращональныхъ квадратныхъ корней. 


ПРИмЪРЪ [.— Разложить /13. 


Вычисаяя \/13 съ точностью ко 1, находимъ, что онъ содержится между 
3$ и 4, такъ-что 


УЗ=з- ДВ у 1. 


Для нахожденя у пользуемея этимъ ур-мъ; изъ него 


РИ У13--3 Е 
=ув—ь= Е Ш 4 


Но 3 < 13 < 4; откуда 6 < УЗ <Т, сл. 13 о содержится между 


6 


7 
о Е. больше 1, № <2, такъ-что 


18-3 м 
Ех —=1-- т ГДЪ у >1. 
9 


ВВ 


Отсюда 


, 4 4(лз--1) Уз -1 
от Ва а 

Замёчая, что 3< \/13<4, имбемь отсюда 4< /1311<5., са, 

У -1 

а 


содержитея между “ и 2 т. е.>1, н0<2; потому 


Е 
1-1 1 
У == 3. Ея 


/13 =3- — › г у=\3 —3 
у=1---> 8 те 
у = 1? г4% лу 
=1+, тд% АУ 
у, ГД деи 


Отеюда заключаем, что у, =, такъ что начиная съ этого м®ста будуть 
повторяться прежня неполныя частныя, и потому 


Цля повфрки результата, обратимъ найденную перодическую дробь въ пр- 
ращональность, изъ которой она возникла. Перенеся 3 въ первую часть, 
пывемъ 


— 509 —. 


Это есть перюдич. дробь съ пятичленнымь перодомъ; къ знаменателю 6 
пятаго члена прикладывается снова вся перодич. дробь х — 3; такъ-что 


ЖЕ 
1+ —т 
1+ 
Обращаемъ вторую часть этого ур-ая въ обыкновенную дробь. 
1 4-5 1 __ 7-25, 1 __ И- 3 
1 ==”, ыы 5%. 
пет 3-2’ 1 8) я, Е ЕЕ 7-2? 
. ть Е 
1 __ 18-55. 11-32. 
Неа = СЕ 
7т-- 2% 


Это ур-не приводится къ квадратному 2°==13, откуда положит. корень 
= 13. 


ПРимФРЪ П.— Разложить /а--1 вь непрерывную дробь, полалая, что 
а— чълое положительное число. 


Пусть 2 = /22-21; тавъ какъ х содержится между аи а--1, то можемъ 
Положить 2=а-- >, а слЖд. УТ =а+ >, откуда 2, = 
1 1 
—в-- 1. 


Замфчаемъ, что 2, содержится между 2а и 2а-- 1, такъ что в = , 
2 


ит 


ИР 1 1 
г — О — и. = 
или а-- /а и откуда 2, В Отеюда видно, что 2,=4,, 
а потому 
У Та 2 24, а: 
Полагая здфсь поелфдовательно а = 1; 2; 3;.. . найдемъ 
а т 
Е Е 
бб: 
ПРиИмМФРЪ Ш. Развернуть въ непрерывную дробь /а-—- За, юъ а цъ- 
л0е положительное число. 


Пусть 2== /4*-- 29; х содерижится между апа-- 1; 184. = а, ;. ‚ 


а-| уа*-|- 


откуда 2, — [ вв. ;затЪмъ и=1-+ =. откуда 2, —=а-- /а?- За. Чи- 


вело 2, содержится между 2а п 3а--1; положивъ х,—2а-- — найдемъ 
3 
2,=2,; так. обр. 
= 0 1: 20.1, 24... .| 
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Напр., положивъ а-=1, вайдемъ 


а ии 


ПРииЗРЪ [\.— Развернуть корни ур-вя ай — 55 — 3-=0 вь неирерыв- 
ныя дроби. 
5 Уз7 


, 5-- 37 
Имвемъ 2 — —5 ——} ВЗЯВЪ больший корень, находимъ 2’ == Е 


37 —5 6 

—5 УВ › |- -—- — ит. д. Получаемъ неполныя частныя 5,1, 1,5 

м о К ‚1,1, 5, 
ок, 26 ИИ. ВЕТ 

р. а. 1’ 5} п; 18 И т. д. 

Е м__1 рр се _6 ве Я 
ЗатЪмъ: — 2” = О 0 Ги: ВЕГ К 
880. —Вычислеже логариеновъ. 

Примъръ.—Найни [95 200? 


Вопросъ приводится къ ршевю ур-шя 10*—200. 

Полагая 2 послфдовательно —=1, 2. 3, находамъ для 107 величаны 10, 
100, 1000,... Такъ какъ 200 содержится между двумя послФдними числами, то 
х заключается между 2 и 3; слфд. можно положить 


=...) 


причемъ у>2,. Подставляя это выражен! вмЪсто 2 въ начальное ур., находимъ 


2+1 1 


10 “ —200, или 1010 
въ степень 22: 


1 
т: 


Ел ь 
—=200, или 10 '—2; а отсюда, по возвышени 


2" =10... (2) 


Полагая 2, =1, 9, 3, 4.... ваходимъ длл 2” величины 2, 4, 8, 16... 


Такъ какъ 10 содержится между 8 и 16, то 2, находитея между 3 и 4, 
Такъ-9то ‘ 


и=з+;,.-.- 9) 


тд 2, > 1. Подставляя это значене ж, въ ур. (2): 


ии : 


2 “= 10, ИЛИ 2-2 10, ИЛИ мы 


отсюда, по возвышении въ стенень т: 
5 
10 
(5) =2...-4) 


Са 

10 
Полагая х, поелфдовательно равнымъ 1, 2, 3, 4,... находимъ для 5) 
10 100 1000 10000 


91а 5, 64) 512 ` 4096. 
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Число 2 содержится между послфдниии двумя дробямп; сад. х, завлю- 
чается между 3 и 4, а потому 


ь=3-+ 2... -6) 


ГД8 7, >1. По подетановк® въ (4), получимъ 


1034 10); _ 1024 
(-- 5) Ка, или ( 5) 1000’ "куда 


т: 
(1656) =“. ... (6) 
Подставляя вмфсто 2, числа 1, 2, 3,..., найдемъ число 9 << 10, 
такъ-что можно положать 
&=9-+ тд 2, >1. 
Сближая результаты (1), (2)... , имфемъ: 
мы [а 


7 23 214 


› ) ) ИЗЪ КОТОрыхъ 


п т ое. 
ервыя четыре и. къ х будуть: т’3? 160’ 98 


п0сл% 
днее точно до ——-- о. 


Впрочемъ этотъ методъ вычисления логариомовъ непрактиченъ, такъ какъ 
требуеть кропотливыхь вычислен!; потому-то для вычислен!я логариемовъ и 
употребляютъ боле совершенный методъ безконечныхъ рядовъ. 


881. Ршене неопредфленнаго ур-Ня ах-|-бу=с въ цфлыхь чиелахъ. 
Примфръ [. Рюшить ур-ше 8х-|- 13у =159. 


| й 8 | 
Развернувъ отношене коэоФищентовъ тз ВЪ непрерывную дробь, находимъ 


8 
И 


115 8 


В в Взявъ разность двухъ 


откуда подходящия дроби: о ) 


8 | 
посл®днихь и замЪтивъ, что — есть приближене нечетнаго порядка, по $ 867 


13 
имфемъ 


8 5 


— 1 — 
Ва ОИ 8Ж8— 13 Х 5 = 


Умноживъ обЪ части на — 159, находимъ 
3.(—8.159)  13.(5 х 159) = 159. 


| Сравнивая это тождество съ даннымъ ур-мъ, замЪфчаемъ, ч10 посдфднее 
ед лается тождествомъ, если положить 


#——8Х 159 = — 1212; у=5 Хх 159 =155, 


Такова одна пара цфлыхъ рёшенй; всё проЧя цфлыя рёшен!я содержатся 
въ формулахъ 
= — 1212-13 и у= 195 — 81. 
Неудобетво этого метода заключается въ томъ, что обыкновенно Формулы 
для д и у получаются недостаточно простыя. 
882. Задачи. 
1. Обратить въ непрерывныя слфдующия дроби: 
ет ес и А 0,0241; 0,912912...... 
2. Сдфдующия непрерывныя дроби обратить въ простыя: 
Е Е 
3. Обратить въ непрерывныя дроби 


а -На-Ре — 16а10 -|- 4аз -|- 4а7 -|- 4а8 -|-1 т. 


ара т? 8а? -|- 2а7 -- 204 


4. Обратить въ непрерывныя дроби 


У53; У65; У310; 7/6; 80,26; УЕ: о р, 


У —1; ар у —а. 
5. Найти женератриеы слдующихъ пер1одич. дробей: 
Е: к ЧТ ТЕ: РЯ 
10; 2, 3, 2, 3,4... [| В, с, В, в, у.е. | 


{(#—1);1, 2—1), 1, 2—1)... |; | (@— 1);1,0— 2,1, 2%—9,1,#— 9,1, 2—2... 
6. Выразить въ форм непрерывныхь дробей корни уравненй: 
10122 — 10765 == — 2783; 278 — 1565-2283 =0; 
2 — 01—1; 622 — %х—а=0. ` 


7. Анг Йсьй ярдъ составляеть 0,914383 метра. Найти приближевныя отно. 
шен1я метра къ ярду. 


8. Экваторальный радлусъ земли — 6877398 метрамъ; ея полярный ращуеъь —= 
—6356080 метр. Выразить въ простфйшихъ чиелахъь отношен1е экватор1альнаго д1э- 
метра къ полярному. 


9. Продолжительность тропическаго года (къ которому календарь д. б. возмож- 
во ближе) равна 365,242264 среднимъ солнечнымъ суткамъ. Каковы простЪйпия 
отношен1я этого года въ гражщанскому голу въ 365 дней. 


10. По истечени сколькихъ лБтъ въ 865 среднихъ солнечныхъ сутокъ нужно 
къ году прибавить однЪз пли н$%еколько сутокъ? 


11. Показать, что 
| а, а, Ва... Ж]| 09а Ва ...|=-. 
19. Показать, что 


| 24; а, 4а, а, 4а,...| = ура; 


затмъ, показать, что второе приближевзе отличается оть нстинной величины мене 


508.2 


1 99 
«Ёмъ на а отсюда положивъ а—7, показать, что — отличается отъ 
а(ааа--1)’ ь } 70 


нее 1 
\/2 менфе чфиъ на 18750' 


13. Показать, что третье приближене къ Уя--а-1 равно 5 (2&-- 1). 


883. Историческое примфчане. —Изобрфтен!е непрерывныхъ дробей приписы- 
ваютъ лорду Брункеру (1655); онъ напаль на это открыт!е, пытаясь преобразовать 
безконечныя звыражен1я, ханныя Валлисомъ для площади круга. Затмъ Гюйенсь 
ухказалъь примфнен1е непрерывныхъ дробей къ приблизительной зам н® сложвыхъ отно- 
шев!й простфйшими. Настоящая теор1я непрерыввыхъ дробей дана была Эйлеромъ п 
усовершенствована „Лалранжемь, Гауссомь и другими. 


Конецъ. 
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ТЕОРЕМА: Всякое иррацбональное ур. можеть быть освобождено оть 
радикалов. 


т ,— 
Пуеть данное ур. содержить радикаль У2, тд 2— выражеше, содержа- 
щее неизвЪстныя. Обозначивъ И: буквою х и замфнивъ различныя степени 


#,— . 
И степенями 2, всегда можемь привести ур. къ виду ур-шя ращюнальнаго 
относительно 2. Освободивъ его отъ дробей, получимъ ур. вида: 


А Аж дай. ‚За ани Ы 


гдё А., А,,... не содержать р но могутъ содержать друге радикалы. Если 


здЪеь окажутся члены съ степенями х — са, большими 7, то въ такихъ чае- 


нахъ можно степени х сдфлать ниже. Въ самомь дл, пусть имземъ членъ 
съ 2^, тд > т; раздБливъ К на т и обозначивъ цфлое число въ частномъ 
буквою 4, а остатокъ х, напишемъ: 
АЕ Ад" — Ара» 
Но. 2==", откуда: 2”9 = 21; слФд. 
Аа - Ара”, 
гд х<э, а коэффищенть при 2” не содержить радикала УЕ | 
 ПонизивЪ такимъ образомъ всф степени х, въ которыхъ показатели 5, 
и собравъ члены съ одинаковыми степенями х, получимъ ур. | 
5 - Фе Ай оо: - Е Аызья 1 0....(2). 
Умножая это ур. сначала на 2, потомъ на 2*...., на м”"-\ и понижая 
каждый разъ степени 2, высшШя или равныя 7и-ой, позучимь м ур-в!й: 


Аз -- А, < -|- А, --. = 4» —12=0 
А АА. ое Ро 
4% -1-- Але Аес--,....- Аи 12" = 


Эти ур-ня, вмЪетБ со (2), даютъ систему жж уравненй съ ж — 1 количе- 
ствами: 2, 22, 2°...., 2”"-1, которыя и можно исключить изъ этой систе- 
мы; въ результат исключеня получится одно ур., не содержащее буквы х, 

в х 
т.-е. свободное оть радикала 2. 
Примъръ. Освободить оть радикаловъ 


а 5 —2у2=0 


$ ,„— $/— 
Положивь Ух —м, и сл. /2? — из, найдемъ 


Помноживъ сперва на и, потомъ на и, получимъ: 


аи | 5и? — 2и3 —0 
аи? | 53 — 21 = 0. 


ыы - : ь = Ся: Е: 
‚ ИА ТТ в пт 1 Зы зо > а Г р фа ы > ЗИ вал 


соболь. о 
вобождеше ур-ня (2) оть ` родивааовь ‘можно ‘еще “влоить ты Зы 
— 06 его части на полиномъ Уна т 
В, Е Ви-- Вей... да Вы ат ть, 

‚ коэффишенты на время оставляехъ р заетаь Умножеше даетъ 
> 4, Ву -- (4, В, Е В А,)=--. .. са: а 
Понизить степени. 2, тд они 5 т, получихь ее ИеЕня ря 
они о 
-С,....суть 1-й Оа- лето коеффинентовъ В. "Повыись 
енностью посл6днихъ, полатаемь — 

ый р АХ бы: —0 
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